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^OlVELl.I•:  MÉTHOiii: 


RÉSmnRE  LES  ÉUl  \TIIINS  LITIÉIÎALKS 


PAR  LE  MOYEN  DES  SÉRIES. 


NOUVELLE  METHODE 


UÉSOIJDIIE  LES  ÉaiATlO^S  LITTÉUALKS 

PAR  LE  MOYEN  DES  SÉRIES  C). 


(Mifinoiivs  cil-  r Aiadfiiiiv  ntyalr  des  Sririncs  cl  Utiles- LcHii 
de  Keiiiti,  t.  XXIV.  1770.) 


J(^  vais  (loiincr  dans  (U'  Mémoire  mit'  iiii'lliodc  lr('s-siiii|)l('  et  ti'i's-i^eiic- 
rale  pour  n'Mliiirt"  les  racines  des  ('(|iiali(Mis  lillcialcs  en  siiilcs  infinies, 
matière  sur  la(|nelle  plusieurs  Géomèli-es  se  son!  déjà  exercés. 

Ma  méthode  a,  si  je  ne  me  Ux)nipe,  de  lii'ands  avanlai;es  sui'  tnulo  les 
mélhodes  connues  pour  le  même  objet  : 

1"  Elle  donne  l'expression  de  chaque  racine  de  l'eciuation  proposée, 
au  lieu  que  les  autres  méthodes  ne  donnent  ordinairement  (|ue  re\|)res- 
sion  d'une  seule  racine; 

2^  Elle  donne  les  racines  cherchées  par  des  séries  reiiiiiii'res,  c'est-à- 
dire  telles,  que  leurs  termes  suivi'iit  une  loi  liénérale  et  connue,  de  sorte 
qu'il  est  très-facile  de  les  continuer  autant  que  \\\\\  veut; 

3"  Ces  séries  sttnt  de  plus  telles,  qu'on  peut  aisément  trouver  la  l'orme 
de  leurs  derniers  termes,  et  en  déduire  les  conditions  (|ui  les  rendent 
convei'gentes  ou  divergentes; 

4"  On  peut  aussi  par  la  même  méthode  avoii-  rt'xpi-e»ion  d'une  puis- 

(*)  Lu  à  l'Académie  le  18  janvier  et  le  5  avril  1770. 
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sauce  (|ii('l('()nque  de  la  racine  cherchée,  et  même  d'une  tonctinn  (|ucl- 
couque  de  cette  racine; 

">''  Enfin  cette  méthode  s'applique  éi^alement  aux  é(|ualions  transcen- 
dantes (jui  renferment  des  logaritlimes  et  des  arcs  de  cercle,  et  peut 
servir  à  résoudre  dili'érents  Proi)lènies  importants  de  cette  espèce  d'une 
manière  plus  simple  et  plus  exacte  qu'on  ne  pouvait  le  (aire  jus(|u'à 
présent. 

J:^'   I.  —  De  la  manière  cV avoir  la  sa/ia/ie  des  puissances  d' an  f/egi'r. 
ijiielconcjac  de  toutes  les  racines  d'une  équation  doruiée. 

Qnoi(|uc  la  solution  de  ce  Problème  soit  assez  connue,  je  crois  pouvoir 
la  donner  ici.  tant  à  cause  du  rappoi't  qu'elle  a  avec  le  sujet  de  ce  Mé- 
moire, (juc  parce  que  la  méthode  dont  je  me  sers  est  en  quelque  laçon 
plus  simple  et  plus  générale  que  celles  qu'on  emploie  ordinairement. 

1.  Soit  une  équation  d'un  degré  quelcom|ue 

(  A  )  o  =  rt  —  hx  ^  c.r-  —  t/x'  -I-  .  .  . . 

dont  les  racines  soient  />,  q,  r ;  on  aura,  par  la  théorie  connue  des 

équations, 

(  B  )  a  —  bx  +  ex'-  —  Jx'  -I-  .  .  .  =  rt  (  I  —  '—  j  (  1  —  —  j  (  I  —  ■—  j 

Donc,  en  divisant  para,  on  aui'a 

bx  —  cx^  +  dx'  — 


=  l-^)l-i)(-7)- 


et,  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autr 
bx  —  ex''  -(-  dx''  — . . 


io 


Or,  on  a,  en  gênerai, 


)='«?(— ~)^ '«M '-7) +  '«§('- 7) 


iog   i-iO  =  — « y 


clo 


lie 
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>M'-f)'-'M-^j)-M-7)^- 


I        I       I 

=  —  X    \ 1 1 1- 

./'      '/      '■ 

X'   I    l  I  I 


2   \p'       q''       r' 


X'        i  l  I 

y  \p  "^  ^'  ~^  r» 


Donc,  si  l'on  développe;  la  quantité 

bx  —  ex-  -J-  dx'  — . . .  \ 


—  log 
en  une  série  de  cette  tonne 


on  aui'i» 


Ax  -f-  Bx-  -j~  Cx'  +  .  . . , 


,111 
p         q         r 


2  B  = 1 — -  ->. 

p-        q-        I- 


p-        q'        r' 


2.   Puis(jiroii  suppose 

,        /           hx  —  cx''+ dx^  — .  .  .\         ,  n     ,       ,-    , 

—  log    I )  —  A*-  ^-  B.t'  +  Lx^  +  . . . , 

on  aura,  en  prenant  les  différentielles  de  part  et  d'autre  et  divisant  [y,\v  dx. 

ft  —  2  ex  +  3  (/*•'  — ...  ,         _         ., . .    . 

, -, =  A  -+-  -y.ttx  -i-  iLx'  ^ .  . . , 

a  —  or  +  ex''  —  dx^  -;  ... 
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d'oii.  cil  imillipliiiiil  en  cruix  cl  coiiiiiaiMiil  les  Icrmcs.  on  tire 

h 


A  = 


3.6  = 


u 

A  h  —  T.C 


cl  iiiiisi  (le  siiilc:  vv  (jui  ddiiiic  les  f'ur'imiles  ediiimes  de  Ncwloii. 

De  lellc  iiKinii'ic  on  ne  peu!  déUn'iniiicr  elia(|iie  coenieieiit  (|ii';i  l'aide 
de  tous  les  eocllieienls  jireeedenls;  mais  si  l'en  vonlait  avoir  loiil  de  suite 
rexpressioii  du  eocnieieiil  d'une  |)uissaiiee  (|U(dc()nque  x'" .  coellieieiil 
(|ue  MOUS  a|)|)(dlerons  M,  el  qui  sera  pai'  e(uisé(|neul  égal  à 

f  I  I 

—  H 1 1-... 

/Z! V     II 


on  |iouria  s'\  prendre  de  la  inanii'rc  suivante. 
3.   On  considérera  (lUe 


/'        hx  —  ex-  -+-  dx- 
loK     1— 


:  log  (  1  —  —  )    ^-  l( 


[' 


ex-  +  dx^  - 
hx  < 


<\r-  -i-  flx' 


=  X, 


Soil.  piuir  alirci;cr, 

CI)  soile  (pic  l'ini  ail 

/  bx  —  ex-  -+-  dx' 


Donc,  réduisant  ces  deux  derniers  lo^arillinics  en  série,  on  aura 


,       /         hx  —  ex'  +  dx' 

—  loK      I 


bx        b^x~        b^x' 
a  2o'         3«^ 


\ 


X 


\' 


,-^  .(.-^y-  ■^(.-^■)' 


n 


a 


A  -h  Bx  -h  C.T-'  -+-...  -+  M X"'  -h 


ijtti:i«aij:s  v\n  i.i:  moyen  des  séries. 

Or,  1)11  siiil  (|iic 


et  ainsi  de  suiU". 

Donc,  si  l'on  suppose,  pour  plus  de  siuipiicitc, 

X  ^  a  X-  -i-  Xi  x^  -^  x-,x''  -h  .  .  . , 
X'  =  (3 x>  +  ^,x'-h  ^, X-  -+..., 
X^  =  ■/  X'-  H-  y,  .r'  -I-  y,  X*  +  ... , 


il  est  facile  de  voir  que  le  coedieient'de  la  puissance  x'"  dans  la  (piaiiiite 
— —r-,  développée  suivant  les  puissances  de  x,  sera  représenté  par 


bx 


"  [ai 


que  celui  de  la  même  puissance  x'"  dans  la  quantité  — r- 


sera 


:--3)?(^)'"'l,«,-4)^,(J 


%.-.  u 


et  que.  dans  la  quantité 


3     . 


bx 


■!  Il  sera 


^  |^(m-  4)(/«  -  5)y  (^y'  \im-5]{n,-  (^)y,  (^-J) 


b\"--' 


+  ...+  i.  •->..■/„, 


et  ainsi  des  autres. 
III. 
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De  l;i  il  s'ciisnil  (iirdii  :nir;i 


M: 


'hy-'^  ,1,-'' 


+  (m-4)[3,  (^^)       +  .  .  . -I- (3„,_. 


+  (/)/  —5){iii    -  (ijy,    -        +...+  I. ••.■/,„_, 


Dt)a(%  |)uis(|ii(' 


on  aura,  en  i^eneral, 


M  /H  = 1 1 

P'"      <l"'       '■'" 


I           I 

I 

-1 1- . . 

/■"' 

=  (^) 

II, 

-^  niy.  [- 

+  m  a.,  {  -  \       +  .  .  .  +  tna.,,,^. 


w(ffl-3)  g  /^"""^  >»('»- 4)  j3^  /'^\"'-\ 


p,„-, 


7?7.(m  — 4)(/«  — 5)     lb\"'~''      ni{m  —  5)(m—6)      fl>\"-'  ni 


'.3 


.,.3 


/)(  [1)1  —  5) (/)(  —  6) (w  —  7 )  ^  /  t  \  '"-*      w  (nt  —  ^^){ln  —  7 ) ( w  —  8)  ^  /  /> \  "-"  «(  , 

2.3.4  \  "  /  a .  3 . 4  '  V'  /  "       4    " 


4.  ExEiMPLic  1.  —  Soit  Féqualion  du  second  degré 

a  —  bx  -\-  cx^  =  o  : 


on  aura,  dans  ee  cas. 


donc 


X  = -■, 

a 


a-  cû 
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(loue 


a 


.,  loulcs  les  antres  «inantilrs  ^^,,  f^ null.>;  .Lm^'.  si  /^'l  ./  s.ml  l.'s 

■aciiics  (If  cfttf  (■(luarKiii,  (lU  aura,  en  général. 


,  I         /7A'"       inc(b\"'-\    in{m-3)c'  (l>_\'"--' 

..„  ..oiuiniianl  celte  série  .ius,,u-a  ce  .,in.n  arrive  à  .les  [...issaiiees  néga- 

lives  (le  -• 
a 

5.    Exemple  II.  -  Soit  encre  Tequalicn  générale  du  trcsii^nie  degré 

a  —  hx  -+-  c'.r-  —  dx^  =  o  : 
on  au  l'a.  dans  ce  cas, 

a  « 

cl.  par  conséquent, 

X'  =   —  (  C'=  —  2f  (IX  -+-  (J'X-  ), 

a- 


Donc 

(.=  __  3c-d 

Donc,  nonunant  /..  r/.  .  les  trois  racines  de  l'équation  proposée,  ou  aura. 
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en  général, 

ri  I 

/'"'  "^  '/'"     '■'" 

I)  \"'       me  il) 


/  I)  \"'       me  I  I)  \"'~-       mil  I  II  \"'~' 

\  a  )  a    \  a  j  a     ^  a  ) 


■y  a-  ^  a  I  -y.  a'  \  a  I  ■>.  à' 

m  (  »(  —  4  )  (  "!  —  5  )    3  /'  6  \  '"-'■       m(ni  —  5)(  m  —  (i 


?. .  3 .  a^ 


2 . 3 .  a' 


^  ic'd 


ir 


m  (  /n  —  (i  )  (  m  —  7  )  ,     /:  1  f>\"'''   ,    »»  (  «t  —  7  )  (  /«  —  H  )   ,,(b\'"'" 


„  ,  /     W     \  fit,    I     Iff    ]      I    1     /f  c     V    I  , 

3cr/-     -  -i ^- — ^ r/ 

?.  .3.rt'  \al  2.3.fl'  \r/ 

celte  série  étant  ((iiitiiiuée  jus(|ii"ii  ce  qu'on  parvienne  à  des  |uiissances 

,     h 
nciialives  de  -• 
a 

().    KxcMeii;  111.  —  Soit  re(|ualion 

(t  —  bx  —  X"  =  o  : 


(in  a  ma 

donc 

donc 


a 


a' 


•r'" 


Xii—-:  —  »  .-'2"— i   ",'•••' 


et  loiiles  li's  aLilres  (luanlites  nulles:  duin 


p-       q" 


m  i  II 


a   \  a  I 


m  (  m  —  ■->, «  +  I  ;  /A  \  "--" 
■?.a-  '  (I I 

m  {m  —  3 «  +  2 ) ( rti  —  3 «  +  I )  / /* \  "'^"' 

2.3.«'  U) 

/H (/«  —  4  «  +  3) («(  —  4«  -r  2)  {m  —  4«  + 1 J  (l> 


2.3. 4. fl' 


^'Ê 


jusqu'à  ce  qu'on  ariive  a  des  |)uissances  n;'i;alives  de  -• 
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7.   Au  icslc.  (|iiui([iit'  nous  n'ayons  donné  (|ue  la  formiilt-  (|ui  f\(HiiMc 

l;t  somme  des  puissances  n'"""  des  iiuantités  -■,  -■  -,■  ■  ■     n,  7,  r —  elanl 
r  1  p    (j    r  '     ' 

les  racines  d'une  c(|uarion  (jnelconcjue  donnée^,  il  est  facile  d'avoir  aussi 

l'expression  de  la  somme  des  puissances  n"'""  des  racines  mêmes  p.  rj. 

r,...\  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  changer  les  racines  de  ré(|uation  pid- 

posée  en  leurs  reci|)roques,  en  écrivant  —  à  la  place  de   r:  car.  iinm- 

manl  //.  «7',  r'....  les  racines  de  l'équation  transformée,  on  aura 


P' 
Puisque  (3j 


zr„  +...^ir  +  q-+ ,•"•  +  . 


X    =  XX-  -T-  X,X'  -T    .... 

X'  =  yx''  -i-  y,  a-'  + . . . , 


il  est  clair  que  si  l'on  fait  ic  =  — ,  et  qu'on  nomme  Y  la  fonction  de  v 
dans  laquelle  X  se  changera,  on  aura 

^■"-'-i-  x,y"-^-h. . ., 
=  ( m  —  3 )  j3 _)•"'-"  +  (  w  —  4j  ?><}'""'''  +  ■  ■  ■< 


Y,)-"=a_>- 

d(\' }■"•+') 

dr 

d'{Y\-r"--) 

-j^ =  ( m  —  4 ) ( w  —  5 ) y  )"'^  -^    «I  —  5 ) { »t  —  6 ) y, 


D'où  il  s'eusuii  qu'on  peut  melli'e  la  formule  du  mnnéro  cité  siuis 
celte  forme 


I  /  I         I         I  \       )•'" 

m  \  Vf"        a"'        r"  I        m 


dl\\)-"^']    ,      I     d'(\\y' 


m\p'"        q"'        r"'       '"  I        m  '  ?.         d}'  2.3         dy- 

pourvu  qu'on  y  substitue,  après  les  différentiations,  -  à  la  place  àv  y. 
et  (ju'on  ait  soin  de  rejeter  tous  les  termes  qui  contiendraient  des  puis-, 
sances  négatives  île  >•  ou  de  -■,  comme  nous  l'avons  pratiqué  dans  les 
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Exemples  précédents.  De  cette  manière  on  pourra  très-facilement  tr(Mi- 
ver  hi  somme  des  racines  d'une  ecjuatinn  (pielconque  élevées  à  telle  puis- 


saiii-c  Mil  nii  Miiiiira. 


î:^   II.   —   De  1(1  iiKiiiiere  de  trouver  par  les  séries  la  racine 
d' ime  équation  quelconque. 

S.   Repren(ln-^  rcfjuation  t;énérale 
(  A  )  o  =:  «  —  h.r  -^  c.x  '■  —  dx'  -(-..., 

dont  DU  suppose  (|ue  les  racines  soieul  ji.  q.  r ,  et  voyons  commcul 

on  pdiii  la  tron^er  la  valeur  d'une  île  ces  raciiies  en  particulier. 
On  aura  d'abord,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  §  I, 

■'  B'         a  —  hx  -I-  ex-  —  dx'  —  ex^  —  ...=-- rtli—  —  \  li ^)  li ^l- 

Qu'itn  divise  cette  équation  par  hx,  et,  en  y  changeant  les  signes,  on 


aura 


a         ex  —  <lx' 


hx  l  -      bx^      p)^      g)l'     /•)■•■ 

=^(-f)(-f)(-l)- 

Donc,  prenant  les  logarithmes  île  part  et  d'autre, 

,  ,       ;          n        ex  —  dx-  -t- . . .  \ 
P'^^-ïï -h ) 

Donc  taisant,  pour  abréger, 

X  = r  ex  —  dx-  -<-  e.r'  —  .  .  . , 

X 

^\.  V  X 

et  réduisant  en  série  les  logarithmes  de   '  —  y  '  ~  7'  '  ^  7""'  "" 
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aura,  a|)rc's  avoir  (•1kiiij;l'  k's  sii;iu's. 


15 


X         X'         X^ 

b   "^  3.6=  "*"  '36^ 


I      V       P        P'         P' 
a         X        ■i.x-       ix^ 


X 


:d) 


X''  I   I 


,q'       I-  I 

Or  cette  équalioii   doit  clic  iilciili(]iic,   puisqu'elle  \ieiit  de    re(|iialion 
identique  '^Bj;  donc,  si  i"ou  reuiel  ;i  la  place  de  X  sa  \alenr 

— h  ex  —  ax-  -+-  ex'  —  .... 

X 

et  qu'on  suppose 

X        X=         \^ 


=  (' 


È^i-^i 


)-{ 


\x  -+-  lix'  -1    Cx'  -+- . 


on  aura,  |)ar  la  comparaison  des  termes, 

1      l'P       î  P'       -       /'" 

Ainsi  l'on  connaîtra  iion-seiilciiiciit  la  valeur  de  la  racine /^  mais  aussi 
celle  de  son  carre,  de  son  ciilx-,  l'ic.,  comme  aussi  celle  de  son  loi;a- 
rithnie,  qui  sera 

\0gp^x  —  log  -  =  j:  -f-  log^- 

!L   ExEMPLK  I.    -  Soil  re(|uation  du  second  déliré 

ti  —  lix  -+-  ex'  =3  o  : 
on  aura  donc 


-  -  —  ex; 

X 
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X^  ^  —  +  J.ac  -+-  (■■  X''. 


\^=  — r  H h  3«f-.r  -r-  c'.r- 

■T^  X 


X*  x'' 


A'  =  —  +  ;!— ^ !-  bà'c'  -'--  ^acW  +  c-'.r*, 

t'I  :iiiisi  (If  suite;  donc 

_  -jac       4-3-rt'c        <).5.4.«'c'' 
^"~  T¥  "      2.4./)»'  "^'   2.3767/)'^  +  ■  •  •  ' 

r,_u       3a'(:       S^.a'c'       r.6.5.a'c' 
^^  b^    3  /;=    "^  ^57//    "^  '^37^.7r     "* 

«■        4''''<^'       6.5.«*c-       L).7.().fl' f-' 

'^  ~  ^'^  'JV  "^   2.6.//     "^    2.3.8.4» 

t'I  |);ir  ciiiiséquent,  en  mettant  a-  à  la  place  de  /j. 

,  ,      (i       (ic        ia-c-       S.â.a'c 

/'  /'•  7.0'  ■>..<.  h' 

a        d^c        i^a-c-       6.5.a'c' 


X    =:; 


l>         b'  Ob'-  2.3.  A" 

X'         a-         (fie        5  (fit"        ■■.ti.w't' 


2         2,/;^  b'  2//  2.3.  /)'  '  ' 

1  ~W^  li^  ^  TF'  "^    2.3.  /»'    "^  ■  ■  ■  ' 

<>l  ainsi  (le  suite;  de  sorte  (ju'on  aura,  en  général, 

^,  ^  ^^        «'"+'  c        (  »?,  -<-  3  )  «'"+■'  c-       (  »i  -T-  5  j  i  W(  -r  4  )  «'"^■'  <-" 
m        mb'"        h"'+-  2  6'"+'  2.3.//""^'^ 

Imi  etiét,  eette  équation,  étant  résolue,  donne 


2  f  a  c         ' 


MTTi:it  M.KS    l'\n    LK   MOYEN    DKS  SKKIKS. 

or,  en  icdiii.siiiil  cii  sciic  le  radicnl  v'^'' —  l\ac ,  on  a 

"i-ac       [lacy        \.'i[iacY        i.3.5(2ac)' 


17 


b  - 


on  hicn 


/;  ib^  7..?,. h'-  ?,.3.4./)' 

(te        a-c-        /^a'c'        6.5.«*C''    ^         \ 


/)'  9.  /)'  a .  3 .  A'' 


-f 


(le  sorlc  (|iic  les  dcLlx  valeurs  de  .r  scroiil 


r        b         b~  ■?.b''  3.3./*" 


(I        a-c        ^a^c^       6.5.«*(:-' 
b^  IF  ^  TT;^  "^    2.3./*' 


H- 


()!•,   cette  deniiôrc  csl   iuccisriiiciil   la   même  (|iir  celle   (|iie  iioii.s  avons 
trouvée  plus  liaut. 

10.   Connue  lonle  la  dillieulli'se  reduil  (8j  ii  Irouvei' les  coellieienls  ^, 
,3,  y,...  des  puissances  négatives  de  x  dans  la  série 

tâchons   de   rendre   la    recliei'clie  de   ces  coelReienls  aussi    facile   el    en 
même  temps  aussi  i;enérale  (|u'il  est  possible.  Poin'  cida.  je  reniar(pie 

(|UP 

t^;^  +  3-f^---=-'^'M'-t)^ 


de  seule  ipie,  c(unme 


X  = h  ex  —  (Ix-  -i-  e.r^  —  .  .  . , 


si  l'on  l'ait,  pour  ahreiicr. 


ex  —  dx-  +  ex^ 


111. 
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on  ;ini;i 


b    ~^  ib-  ~^  jF 


b.r 


dp  sorte  qu'en  réduisant  les  deux  loguritliines  en  série  on  nuv, 

a  II'  (û 


f  I.  |inr  (•iiiisi'i|iiriil    S 


/>a'       t.h-x- 


lix        ■?h-x-        il)' 


l>x 


hx)    ^y     bx) 


n  ^   a         X        ix-        ix^ 

lu. 


(E)  ; 


^  q       r  I        a  \  ^-       e-  ' 

'  ~  y  \-3 -^  7I  +  - ••  )-^ 

Or.  nous  avons  déjà  vu  plus  IkhiI    3    iju'oi;  a,  m  réduisant  en  sei'ie. 


I  a  a- 
=  I 


a" 


a 

hx-- 
I 


hx        b'x-        b^ 


a  \' 


I  + 


>a        3a-         4'''' 


-.(•■ 


bx        h-x-        b^x' 

2. 3. a        3.4-«" 


ij:  6-a:' 


el  auisi  ili-  Mille. 

Donc.  >i  Ton  suppose,  en  iiéneral, 

ç  =;  ro  --  ro,  .<■  —  w,  .J-'  ^  ro,,  x'  -i-  . 
ç-  =  p  —  il  X  -1-0:;  X-  -f-  p3  :);■'  +  . 


Il  iTKK  Ai.i:s  l'vi!  i.i:  M0\  i:  N  i»i:s  skriks. 


1!) 


on  Iroinci;!,  en  r:iis;uil  ;il)slra(  lidii  (1rs  Icr'iiics  (|ni  rcnrcriiiciMit'iil   des 
|Miis.s:iii(('s  |)(isili\('s  de  .»•, 


a  a-  a 

a  h  h'  h" 


bx 


\    (     a  fi'  a^  \ 

—     ro  -r  -i  m,  7-:,  -f-  cT  -,-  +  .  .  . 
X   \      b  II-  h^  I 


I    /     a- 

—    w  7-7, 
X-  \      h- 


-CTi 


y-  -H  ?ry .  -7- 


il-  — 
\        bx 


— -  -r  -       ip  -+-  Tp,  j 


1        " 


Ir         ''-■!, 


\?- 


-\- 


(1 

(1 

+  . 

3  **' 

+  . 

) 


H ^ —     a  .  3 .  CT  j  -i-  3  H  ■  7.  r:  -+  4  •  '  •  ■^^  -T. 


2.3.x-  \  6-  /;  A' 


pt  aiii.si  (le  .suite. 

Donc  cntin,  snhstiliiîint  ces  v;ilenis  dans  l'équation  (E    el  iiunparanl 

!es  termes  aH'oclcs  de  ,r",  j'"^',  .r~- ii  cause  de  Iny-^  =  lo"« —  loii-^« 

ou  ti-onvera 


«  a- 


5î:  -r-   -i-   ÎB^  -.- 


log/'  ^^  log  y-  H-  ro  +  ro,  j  - 

1  /  "        ,,      "■        ,      a 

"•"    "       P  +    ?.p,   y    +   .50.  -T-    -+-   4p,  y 


3. 
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I 
Ô73 


I .  ?  .  a   +  C  .  .i  . 


9.3 


b('-'^ 


"Â 


.3.4. 


a 


II- 


■■■  /.-• 


-, f-  m   7     +   7TT,    -T- 


rt' 


9p    ■;-    +    3p,    7- 


■4P-' 


+  :r^{^-^-^T-^-i-^.^.j.^l'^.^. 


a- 


a-  a-  tv 

h-  II'  -  l)> 


) 


H 3&7 \-  !\'j,  -, h5ù.  T-  -t-... 


-(3.4.^^+^.5 


a' 


a' 


/*'  W' 


3     /  ,    ..      a'        ^     .        Il' 


((' 


(i  ainsi  tie  .siiilc. 


11.    Maiiilriiiiiil.  jiiiis(|u'i»ii  a  suppose 


;    :=  ro  +  5^1  X  -I-  5J,  X- 

5"^  p  +  Pi  •*■  -I-  pL>.r- 

P  ^  y  -)-   T:  .r   -i-   ff,  X^ 


I.UTKUALKS   l'\K    l.K    M(t\i:N    l»i:S  SKIUKS. 

l't  iiitisi  (II'  siiilc,  il  est  i'iicilc  de  voir  (jn'oii  ;uirM,('ii  hiisaiil   ,t=^- 
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(ix 


lui;/;        Uv^x  +  iA —  —^7 — '   ^ -.:      '/-, — '-  H- 

^'  ■       ■>       (ix  ■>. .  i      dx- 

.    d[l'x^)  I     r/  =  (?'j-') 

'  ■  ?,        (/.r  -2 .  J       dx- 

r.  1    (/(2-;c')  I     d--{l'x') 

f  I'        dx  -2 .  j       f/x- 

»^  =  X-  -;-  i  I  £  jr=  H 5 ' 


.  3        </j:' 


'l,  Cil  général, 


K)  //"=  X'"  +  m  I  cx"  ^ 1 ..  , 

'  '  '  ■  -^         dx  ■?..id. 


I  (/(£-•*■'"+')       _i_  <7^  (£•>./■■+-) 

■}.  dx  9.-3  </^  - 


Ainsi ,  p  scia  une  des  racines  de  l'eciuatittii 

()  ^  a  —  bx  ■+-  ex'  —  dx^ 


(Ml  hicn,  a  canse  de 


dx' 


de  l'équation 

( G )  a  —  bx  +  bx c.^^  o, 

I  étant  une  Ibnclion  de  x. 

12.    ExEMPLi;  II.  —    Soil.  par  exemple,  réquatioii 

a  —  bx  -'-  ex"  :=  o  ; 


un  aura,  dans  ce  cas. 


et,  par  consé(|uenl. 


bx  5  :=  ex". 


^       ex"-' 


donc,  en  noiiinianl  j)  une  des  racines  de  cette  e(|Ualii)ii,  un  aura,  en  iiv 

lierai. 

,„_     „  / '■     ,„4-„-,         '•■'    dx'"+-"^'  c'       </\c"-*-"-'  ■ 

"  \b  ib-        dx  ■?..3.h'        dx-  '      1 
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a 


en  mpltiinl.  ;i|hts  les  (litlcrcnrKilions,  j  ii  l;i  [)l;ii-c  de  .»:  nins 
[  l'ii  cliaiiiic;!!!!  p  cil  ,r 


I    I   llll   Mlll'il 


ca'"-^'—'        i>H  -t-  Ti  //  —  I  )  c'a'^-"  -• 


(  w;  -(-  3 /(  —  I  )  (  «(  +  3 /)  —  7  )  c'a™ 


■J- 


5.3.  h"-^"' 
(  /»  +  4  «  —  '  j  (  m  -i-  4  «  —  ?  )  '  m  +  4  «  —  3  I  c^  „".-...- 

Si  I  un  liiil  a  ^^  —■  (Ml  .soric  (in'oii  :iil  rc(|ii;irKiii 

<iy"  —  />>•"-'  —  c-  ^  o, 

on  ;Hir;i   v'"  =  j~"';  :iiiisi  ii  ii'\  ;itii';i  i^n'-à  laii'f  ^n  iici^alir  (laii>  la  foiiiuilr 
précédente  pour  avoir 


y'"-- m 

a'" 


m 


in  -\-i]c- b"—'" 


1  a'"-'»+! 

(  /H  —  3  /i  -f-  I  )  (  m  —  3  «  -I-  ■.>,  )  <-^  6"—'" 

2.3.  W"  ^"+'  ■  ' 

Je  dois  remai(|mT,  à  r«^gard  de  celte  dernière  loriiiiilc,  qii'idlc  a  dcjii  elc 
Irouvec  par  M.  J.aiiilierl,  ijui  me  l'a  coninuini(|iiee  il  \  a  (|iic|(]uc  leinp.<; 
sans  démonstration. 

13.   Exemple  III.  —  Soil  l'éiination  à  quatre  ternies 
a  —  Itx  -^  ex"  —  x'    ~o; 


on  Ici;) 

et.  par  consc(|iient, 

donc 


bx  £  =  cxf  —  X', 


ex"-'  —  X'-' 


c-x'"-^  —  2ca.-"+'— •  +  x"'^- 


c'ar'"-'  —  ic-x'^-*-''-^  ■+-  ^cx"+^-'  —  a:"- 


el  ainsi  de  suite. 
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Donc,  cil  iiii'll;iiil  ■>■  il  l;i  [iLiir  ilr  p. 

( m  -h  -ir 

■+-    ^— 


1  )  ir^^^~-  I 
■'  J 


/Il    I  (  m  +  3h  —  I  i  (  Ml  -I-  3/t  —  •  )  £-'<j"'+3"-' 


11.    l'Ixi^Mi'i.i;  l\  .  —  Soil  ri'(|ii;ili(Hi  gciicialc 

a  —  /».r  -+-  r.r'  —  r/j'  -+-  ex'  —  fx' -(-  .  .  .  —  <> ; 
oll  Jilini 

hx'i  ----  ex-  —  </.r'  -!-  f.r'  — fx'  -+-..., 

l'I,  |);ii-  coiisciiui'iil, 

ex  —  fix-  ->-  ex''  —  fx'  -T- .  .  . 

^  c'-x-  —  >. edx^  -f-  [  (/-  -!-  ■>.  ce  i  x"'  —  ... 

,=  ._ ^^ L . 


f<:r<  —  .  .  . 


DiilH 


(C" 
jr"'       -   


a"'-^'c        n^^-tl        (i"''-^e        """^'.Z 


/  a e         n a         a       e         ii      ■  /  , 

/H  r(/;(  ~- 3)rt'"-^=c-        ;w -f- 4) «'"'^■'•■'■crf  _^  («H- 5) «"■+'((/-•-!- •>.<•<?}  1 


METiKjDli    l'ULIl    UÉSOUDHE   LES   ÉOUATIONS 

m   r[ni  -h  5){ m  +  4  )  «"'*'c'  _  (m  +  6){m  +  5)  «"'+'.  icd 

w      r(  w  +  ■-)(«(+())(  /7i  +  5  )  «'"+'  c' 


.3.4 1; 


!,'■ 


■} 


Si  w  ("Si  ('g:)!  ;i  i .  on  ;uii';i 

(I        n-c        ad        a'f         tr  f 


h  ^     Ir  l,>  h'  I,'-    ^  ■  • 

■?. (('■  <■-        5  a''  cil        3a^  {d-  -h  r>.  te  ) 


/r 


(•'(■si  l;i  toriiiiilc  ((ilimic  (le  Nt'W'Hin  |niur  le  icldiii  des  siiUcs. 
15.   Con.'^ifh'Tons  niaiiitcnaiit  l'éfjiiatinn  ^'iiéralc 

a  —  .»•  -t-  9  (  .r  J  =  o, 

çj'.r     claiil    une   luiittioii    ijUcIcoïKjUc  de  .r;  ((iiiiiiaïaiil  (■clic  c(|iialii)ii 
avec  rc(|uati(>n 


(In  M"  1 1 .  (in  l)icn 


(in  anra 


a  —  hx  -"-  ft.r  £  - 


.r  +  .r  £  ;=  o, 


2  =  j     ei     £  =  ^ : 


(l(inc,  si  l'on  dcndtc  |iar  p  nnc  des  racines  de  rc(|iuiliiin  |H'(i|)()sec.  un 
anr-a.  |iar  la  Inriniilc    F    du  niiiner-(i  cih'. 


H™  =  X'"  -t-  m     X"-'  'j(x)  -\ ^  '  '-  H 5 j~ — ^ 

'  [  2  flx  2.3  dx- 

en  t'aisanl,  après  les  dillerenlialions,  .r  ^  &;. 


H- 
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Or,  |iins(|iic  m.r'"    '  =       .       ^  il  est  visililc  (|ii('  hi  lurriiiilc  pi'cccdciilc 
pciil  se  iiicllrc  sous  (cllc  loriiic 

dx      '  •}.  dx  2 . 3  dx 

D'oii  il  l'st  t'ncilc  (le  (•(inclure  (|iriiii('  l'oriclKtii  (|ii('t(i)ii(|iic  de/;,  ((miiiic 
<h  { p),  s('i"i  cxjjriiiK'c  (le  lu  iinmii'i'c  siiiviiiilc 

+(/'>=  +  '")-^-T'^'^-)^:; d-x +  ^3 d^' — ^••- 

|)(>iii\ii  (jii'dii  cIkiiil^c,  ((iiiiiiic  nous  l'nvons  dil.  .»  en  c.  ;i|)i'ès  avoir  cxc- 
eulé  les  diflV'rentialions  iudi(|Ut'('s,  ce  (|ui  tournil  le  lli('(uvnic  suivant, 
(|ni  est  tr('s-i'('uiai(|nalil('  par  sa  siui|di(il('  cl  par'  sa  i;(''n(''ralil('. 

1().   TiiiioREMi;.  —  Soil  l'équation 

(H)  a  —  :i- -t- 9(jr)  =  (). 

o  [x )  étant  une  fonction  m(elcon(pie  de  x .   Que  p  soit  une  des  racines  de 

cette  équation,  c  est-à-dire  une  des  râleurs  de  x.   et  qu  on  demande  la 

râleur  d' une  Jonction  quelconque  de  p  comme  '\i(p)-  Qu'o/i  dénote,  pour 

I         I        ■        1-    ■    ■     I                   .    ,  d  d/  (.v)  .  ■      I- 

plus  de  simplicité,  la  quantité  — —. par  'h  ix).  et  je  dis  qu  on  aura  en 

général 

fl)         / 

1  ^  _._  d'^{'^[x)Y'\'{x)  ^       ■       <^[o(^)M'(a-) 

I  2.3  dx-  2 .3.4  dx^ 

où  il  faudra  changer  .r  en  a  après  les  dijférentuitions. 

17.   Si  l'on  t'ait  ,r  =  2<y,  en  sorte  (|ue  r(''(|uation    H    dcvieniu' 


i  —  y  +  i — ---^  =  o, 


III 


2(j  MI'lTIIonE   POUR    RÉSOUnUE   LES   ÉOLiATIONS 

e(  que  y  soil  l;i  valcui'  de  y,  <ni  ;mi;t  l'expression  (rmie  fonction  (|uel- 
conqne  'f  l'y),  <m  mctl;int  (hms  \;\  l'onnnlc  (I;  q  a  la  [tiacc  de  />.  y  ii  la 

nlacc  (le  .r,  '^ — '-= —  ;i  la  iilace  de  o  (  y),  cl  faisan!  cnsnilc  y  —  i  ainrs  les 

iliiii'rciilialiolis. 


Donc,  |)iiisi|ne  (/  =  y  ^=  —■,  on  ani'; 


:k', 


oii  la  variahic  1'  doit  être  supposée  éi>ale  a   1   après  tontes  les  ilillcrci 
tiations. 

18.   Donc,  cuiinne  'f  (jKy  =  {'Yh')^}''  ^'  '  '•'"  pi'i'iK^  l^'  fraction 


et  (|u"on  la  développe  suivant  les  puissances  de  z-,  ce  qui  donner; 

'V(r)  ^  ?(=^.r)^'(.r)  ^  ,  [o(ar)?  j^'(.r]  ^  ^.  [9(«r)?^'(r)  ^ 

z  OL  x'  CI? 

I  '  Tj  I    f/         „  i      d- 

(ju  eiisuilc   on   y   elianp,e  -  en   /  dy,    z  en  — ;— ■.   z-  en  — :;  -r^i   r'   en 


^.   r/)- 


9.3  r/) 


I         (/ ■  ...  .  .  ,        ,  . 

— T~7  "7—;'  •''  innsi  (les  autres  pnissam'cs  de  r;  et  (in  a|)res  avou'  exécute 

a .  o .  4  ".  I 

les  diirérentiations  in(li(juees  de  celle  niaiiii're  on  fasse  y=  1.  on  aura 


la  valeur  de  'b  (— )-   r  étant  une  des  racines  de  re(jnation  flli, 

a  —  X  H-  o.r  =  o. 

Ainsi  l'on  poiura  faire  en  sorte  (pu'  la  série  (|ui  représente  la  valeur 
de  '^  (  — )  soil  (U'donnée  piir  rapport  a  l(dle  lettre  (jn'nn  voudra;  car  pour 
cela  il  n'y  aura  (pi'a  oidonner,  pai'  rapporl  ;i  celte  même  lettre,  la  série 
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icsiill;iiilf  (le   hi   rnicrKUi         ,       ,■>  (•(imini'   dit    va    le    voir  (hiiis   les 

l'Acmpli's  suivants. 

I!>.    Kxi:mi'i.i:  V.   —  Rc|itcii(ms  l'c(nialion  j;oiu>ralc  di'  ri'"A('iii|ili'  W. 

savoir 

o  :=  a  —  lijr  +  cx^  —  tlx^  +  ex*  —  fx^  ~  .  .  ., 

cl  (■(uii[)ai"iiil  avec  l'ciiiialioii  (H),  on  aura,  apri's  avoir  divise  par  //. 

a  cV  —  dx^  -+-  ex'  —  fx^  -H  . 

Doni- 


^~V    '^^^'  — 


de  sorte  (]Ut'  la  fradion 


.  9  (  a.r) 


sera 


ca  r'  d(i-  r'  ''a  y' 

I  —  z  — r 1-  z  — ji z  — f^ h.  .  . 

b'  h-  b' 

Réduisons  celle  Traction  en  série,  et  supposons  d'al)ord  que  la  série  soil 
ordonnée  par  rapport  à  la  lettre  b,  il  est  clair  qu'à  cause  que  les  dimen- 
sions de  y  et  T  sont  partout  les  mêmes,  cette  série  sera  de  la  l'orme  sui- 
vante 

p,.:         Q,.3  Rj..         s^.s 

de  siirte  (|u'en  nniltiplianl  en  cmix  et  comparant  les  ternies,  dii  tionvera 

P  —  acz, 

Q  =  a'dz, 

R  =  a'ez  -(-  ticzP, 

S  =  a'fz  -f-  a'dz  P  -+  acz  Q, 

T  =  a'gz  -t-  a-ez  P  -•-  a-dzQ  -+-  acz  H, 


Or,  si  l'on  développe  ces  valeurs  en  les  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 

4 
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siiiicfs  (If  -..  il  est  facile  de  voir  (|ii'cllcs  simuiiI  cxiiiiiiicfS  de  n-lif  iiki 
nièie 

P  =  .\z, 

Q  =  Bz,        , 

R  —  Cz~  C,  z\ 

S  =D2  -  \).z-, 

T  =:Ez  -T- E,  z- -h  E,  z\ 


ri  I  iiii  li'(Ml\fl;i 


A  =  ac, 
\\  =  (r-d, 

(;  =  rt'e,      (],  =  ac.\, 

D  =  a\f\     D,  =  «' d  A  -I-  ac  B, 

E  =  «^^,     E,  =«'eA -h  av/B  H- f/fC,      E,  =  «c(:,, 


Ddiii-,  on  aur;i. 

■Vir) 


zo{ar) 


d-'f  r)       \  B  ("  -i-  Cz 

4^  -  ^  .'•=  •!'  (  r)  -  ^  r=  +'  (.>•)  -^  ^-^^  .,-  .V  (  r) 

Dh-D,z     ^  ,,,     •      E-t-E,z  +  E,z=       ,,,    , 

-  — p —  J' i'  (r)  + ^i r  ^'  (.)•)  - . . . . 


Donc,  cliaiiiJeanl 


^-^rujdj,  z 


,  z  en 


d 


(iSj, 


on  ania 


'^(^)='^ir) 


^y'.i'M^'}i.Ld[r'y(r)] 


j) 


-Sir'^'ir)  .  ^ 


/>'     a  dr 


dr 


+  j^r=^'0-)  + 


E.    1  c/[.>^tL'(r)]    ^    E.   _i_  ./H.>''f  C'-)! 


oii  il  n'y  aura  plus  qu'à  faire  y  =  i.  après  avoir  exernlc  les  dinerml 
lions  (|ni  ne  sont  <|n'indi(|uées. 


la- 


litti:hali:s  v\i\  i.i:  movkn  dks  skuies.  2!» 

()i-.  ciHiiinc  les  coclliciciils  A,  lî,  (',,...  ne  rciiforiiicnl  |Kiiiil  l:i  Iclltc  //. 
il  csl  clair  (\\\c  cctle  série  sera  orduiinee  reliitivemeiit  aux  |juissatiees  iie- 
i^alives  de  h. 

Si  i"(ni  fait  -i  (y)  =  j'".  t'»'  <|iii  il<iiine  <y  (y)  =  my'"^' ,  on  aiiia 

iii{/n  +  3)  ^.  ,^       m{ni  -t  .j  )  ,> 

li"'x"'  m\        inK  2  2 


«'"  '  h'  !>'    ^  /)<  fi* 

_       m  (m  -h  5)  ,^        mlm  -h  i){m  -\-  5]  ^ 
mE  H 5^ E,  H ^ ±L1 '  E. 

2  2.3 

Kl  si  l'on  t'ait  <L  (y)  =  \ogy,  d'où  6'  ' yj  =  —  •.  on  aura 

/,  ,        u       ^  -^  -^'       ^  "-  - 1^'       E  +  -  E,  +  14  K. 

.       ''.r  A         B  2  2  9,  2.3 

"^  "^  ^  '  ^  A^  ^  Â^  ^         b>  ¥         +  6^  •  •  •  ■ 

20.  Les  séries  (jiie  lions  venons  de  Ironver  sont  ordonnées  rcdaiive- 
iiient  aux  puissances  de  />:  si  l'on  voulait  qu'elles  le  t'us.senl  rcdaliveiiieiil 
à  celles  de  a,  il  n'y  aura  (iii'ii  ordonner  de  cette  nianii're  la  série  résul- 
tante de  la  fracti(ni 


ca  Y'  da-  r^  ea?  r' 

z  —^  -f-  z  — -rr z-       •' 


b'  b'  b*       '   '" 

Or.  comme  chaque  puissance  de  a  y  est  toujours  multipliée  par  une  pa- 
reille |)uissance  de  y-,  il  est  idair  (pie  la  série  aura  cette  rornie 


on  trouvera 


r>  "'•       ,^  fi-  y'       „  «'  )  '       £,  d'  y' 


Q^P^^r      d^y 


b        b  ' 

R-n^"*"       pdzr       ezy 


b  ^     b  b  b 
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Or,  t'ii  (lévcloppanl  ces  valeurs  suivaiil   les  diniensidiis  de  -j--  elles  se 
li'oiiverdiil  exprimées  de  celte  inaiiii'i'e 

II 
0  =  »x -»■(¥)'• 


K     .;¥ 


f-MTr-M¥) 


«  =  "¥-"'(¥)■-"■(¥)-"■(¥! 


De  sdile  (|iie  loii  aura 


A  =  c, 

D  =:-./; 


B,  =eA, 

C,  =^  -d\  +rB, 
D,=  t-A-^f/B^-cC, 

9 

D,=  — r/B,  +  c(:., 


Donc,  ou  aura. 


D,  =  c  C„ 


h- 


"■^"-^)+'01 


rt« 


Dr      D, zr'      Pi 2' r"       D3 ^^  r" 


)'Vly) 
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D'dii  l'dii  (h'dtiira  i  \Hj  l;i  lui'iiiiilc  l;(''iici-;iIc 


+('::) 


+  (.>■) 


15,    1  d[:r' 'Y  {,}■]] 


-'[Jir'l'(.>-)  +  ^   .       ./, 


I  •> 


/)  + 


6'     2.3         f/>-' 
F),     I  d[x"<],'{r)]       ih      I     d'[r-'y{,r)\ 


dr 


h'      3.  .3  f/^' 


Ih     _  

A»  ■  2.3.4  <{}■ 


dr'[y'Y{r]\ 


où  il  faudra  faire  y  :;-  i , 
Soient,  par  exeiiijile. 


+  (r)  =  .)■'"   ^i   ■]>'(.>•)  =  «//"'-', 


1)11  Irimvcra 


amA  a 

~ir  T, 

iiih    ^  m  (m  4-,  3)  B,  1  «= 

mC  ^  m (w -h  4)  Cl        »i(w< -f- 4)('H  +  5)^1  a'' 
~Â       '  26^^  ~  3 . 3 .  ft' 

«(  1)  W(  (  »)  +5)1),  /H  i  /H  +  5  )(//!+  6  )  I), 


]l 


h 


■y-b-  2.3.6' 

w  (  m  -+-  5  )(  m  +  6  )(/?>+  7  )  D,  ]  n* 


'1^ 
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Donc,  si  ///     -  I,  on  ;ini:i.  en  inMllipliiint  |);u'  -r-, 


A  ,f 

F  ¥ 

[  li       415, 

(1 

h 

"^  [TT  ^  IF  ^  a.  3.  6'  "^   2.  3. 4./;'  J  F 

Kl  SI  l'on  fail  'i  f  j'j  =  lug  v,  on  lionvcr;i.  à  cansc  de  logv^^o  l(ns(|uc 
V  =  I, 


loe 


ijT        A  « 


c      4<;,      4.2.(:,  >  « 


h         ■?.l)'  r>..'i.b''j  h 

,  1)        5D,        5.6.J).,        5.('..-.D,\  «< 


{j. 


:l>'  2. 3. A'    ^    2.3.4./''  /    /' 


An  ivstc,  les  valcnrs  de  .r'"  (|in'  nous  venons  de  ti'onvcr  ihins  ce  nnnicro 
cl  dans  le  [neccdcnl  son'  les  incnn's  ponr  le  fond  (jne  ((dlc  (|ne  nons 
av(Mis  dcj;!  Ironvcc  pins  liaul  dans  ri']\eniple  1\  ;  niais  ces  vaienrs.  cl 
snrtoni  la  deiiiiiTc,  sont  mises  ici  sous  une  fornie  pins  siiii|)lc  cl  plus 
coininodc,  par  Lupiidlc  on  voil  (dairenient  la  loi  i\i-  la  série,  en  sorle 
«pi'il  esl  très-aise  d'en  calculer  les  dinèrents  ternies  et  de  la  continuer 
aiilanl  (|u'on  vomira. 

21.    ExEMFLi;  VI.  —  Suit  proposée  l'eciuatio^ii 

0  =  0!  —  x  -+-  [il  .r''  -+-  y  .ri'-*-'i  +  o  xf^"!  4-  £  xi'^'i  +  .  .  .  ; 
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en  la  coinijin'iint  avec  l'c(|iiation  fH)  du  n°  16,  on  aura 

9  (  jc )  =  ^x''  -I-  yxi'-^'i  -+-  dxi'+'i  -+-  îxP-*-"!  +  .  .  . , 


(loue 


03  (iXV) 

•  ^    J  '  ^^  /âa/"-'  yP  +  yo^P+l"^  yP+l  -+-  oc(P~*-'"l-'  >-f-*-'7  ■+- . 


cl 

1  I 


9  (  a  j)        I  —  ^acP-'x''z  —  yxP-^i-'rP-^^z  — .  . . 
a 


Faisons,  pour  |)lus  de  sinipliiilé, 

0(.P-<l-' yP-1  z  —  u, 

el  l'on  aura  la  fraction 


I  —  P  M  (  a  j)?  —  y  M  [ayf^  —Su{  ayf  — .  . . 
laquelle,  étant  développée  suivant  les  puissances  de  «y.  deviendra 

I  +  P  (  a j)î  +  Q  ( %yyi  +  R  (  ayfi  +  S  (  xy^i  -i- . . . , 

où  l'on  aura 

P  =  (3«, 

Q  =  P(3<< -t-/«, 

R=;QPM-t-  Py«  +  Qu, 

S  =  R|3«  -f-  Qy;<  -I-  Pâ<<  -f-  tu. 


■I.  développant  de  nouveau  ces  valeurs  suivant  les  puissances  de  u. 
P  =  Am, 

R  =  Ch  ^  C,  m-  -t  C2M% 

S  =  D  «  ^  D,  ?<'  +  D,  u^  -^  Vi,  «-, 

T  =  E/<  -t-  E,  «^  -^  E. «3  -T-  E,  ;<'  +  E^ u\ 


\\\. 
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les  ('oelïiciculs  A,  B,...  elaiil  ilclcnuini's  de  ht  iiiiiiiière  siiiv;mle 

B:=V,  B,    3f-A. 

C  =  0.  C,    -7A  +  ^;B,  C,  .  ,';B,, 

D.--  :,  D,  =r':A  +7B4-[ir.,  D,  =^  -/B,  +  f:C,,  D,  ==  fiC,. 

E=?.  E,  =  =-A  +  rîB4  vC4-f:D.  E, --:  oB, +■/('.,  + f-D, ,     E,=  7C,  +  ;ilX-     H, -=  l'^D., 


Ainsi,  ii'ineltani  a  \;\  place  de  w  sa  \aleiir  y.''  ''  '  v''  '';,  mi  aura 


r     ?' 


ar 


Ddiic.  pratiquant  les  transformations  enseignées  dans  le  n"  IS,  on  aura 


la  valeur  de  •]> 


exprimée  par  la  série  suivante,  dans  laqutdle  il  la 


(Ira  se  souvenii'  de  faire  v  =  i   apri's  loules  les  did'érentiations. 


+  V,y.v*n-'Yr*'t  'V  (y)  +  B,  2'/--=  •  ^  ^^[r°^' 4*' (j)] 


</)• 


I  ri  f  r'''''*'' -J/' f  vil 


+  C.  y}P- 


1 .  i  dy- 


2.3  dr'  '  ?..3.4  dy' 
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£«/>+•'/-'  rP-^"i<h'  (  r)  +  E,  av+'^'z-^  •  -  -^^ — .  ^  ^'^^^ 

5.3  f/>'''  3.3.4  dy 


Si  l'on  l'ait  iL{j)—.  y'",  t'I  [nir  euiisin|ueMt  'h'iYj  -^  my'"   ',  (m  liouvera, 
en  faisant  y  ~-.  i, 


X'" 


-+-  m  A  oiP~' 

„  mini  +  ïu  —  I  )  _ 

2 

2 

!  (m  +  3/>  +  g  -  i)(/»  +  3/>  +  g  -  a)  ^  ^,^_^^_, 


2.3 


^  ffl(m  +  4/>— i)(/»  +  4/>-2)(ffi  +  4/>-3)  p^  ^.^_. 
2.3.4 

2 

2.3 

ni ( m  +  4/>  +  g  —  I ) ( m  +  4//  +  g  —  2)(wi +4/> +  g  —  3)        ,  _^,_. 

"^ ^rx4 

w)  (  w  +  5/;  —  1  ) (  w  +  5 j!^  —  2  )  ( m  +  5/>  —  3  )  (  m  +  5/>  —  4  ) 


5. 
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Va  si  l'on  t'îiit  'l^fy)  =  loi;  v,  on  aura  ,  à  cause  de  logy  =  o. 


log  —  =  A  af- 
y. 


BaP^i-'  +  V^ B,a'i'- 


a  2 .3 

2  2.3 

2.3.4 

+  Ea^+<»-'  +  ^^"'"     ^  ~  '  E.a'/'+'î-' 
2 

_^  (  3/,  +  2g-.)(3;>  +  2g-3)  ^^  ^,^^,^_, 

2.3 

2.3.4 

(5;>-.)(5;,-2)(5/>-3)(5j.-4) 
+  2-.  3^475  ^'°= 


22.   HlxEMPLE  VII.  —  Si  l'on  avait  l'équation 

0  =  X  —  x"^  -h  |3x''  +  yxi'-*-i  -+-  oxP^-1  +  îxP+^1  +  .  .  . , 

on  pourrait  la  ranienei'  à  celle  de  l'Exemple  précédent  en  taisant  oc^=  1. 
ce  (|ui  la  clianiierail  en  celle-ci 

Il         l'^'i         1'^"/         l'+^'i 

laquelle  est,  comme  on  voit,  dans  le  cas  dont  nous  parlons:  de  sorte 
qu'il  n'y  aura  (iii'à  changer  dans  les  lorniules  précédentes  x  en  t,  p  en  ^ 
et  f/  en  -  pour  les  appliquer  à  l'écjuatiou  dont  il  s'agit  ici. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,    c(  =  p'',  et  l'on  aura,  en    met- 
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lanl  .r^  ii  la  place  de  /  et  conservant  les  mêmes  valeurs  des  coetlicicnls 
A,  B,B 


^[f)='^i.r) 


\pp-\r'''\>'{r) 

P  +  1  ,     ,r    I  ,  ,     ., 

r  'f'*''        1 

2.3  «r^  '  2.3.4  ''>"■ 


où  il  faudra  faire  v  ^=  i  après  les  différentiations. 

m 

Si  l'on  suppose  <f  (j)  =  j'^.  on  aura 


donc  on  trouvera 


(f)'= 


—  \oP- 
r      ' 


H B  ùP+1-'  A = >- B,  o'P—'' 

r  ir-  ' 

H Cûf+^-'A ! 1- i -'  Co'-P+t--'- 

r      '  ir- 

m[m  +  -ip-r)(m-^Zp-o.r) 


;W  METHODE   POUR   RESOUDRE   LES   EQUATIONS 

;        '  2/- 

^  m  i  m  -  ^|>  ---q-r)lm-,-?,p-^q  -jxr)       ^ 
2. 3. H 

m  (w  H- 4/>  — /■)(/»  -f-  4;^  —  2/-)  (  m  -t-  4;;  —  3/-]  ^  , 

2.3.4-'' 


Kt  si  rmi  sii|i|)ose  d  'y   =  lug  ■>'.  co  qui  doniif 


(Il  (  —  \  =  los  "—  =  /■  los;  -  ■ 


m  ;iui;i,  eji  ilivisaiit  par  r. 


lo£!—  =  -  Aof- 


^  -  B&p+'-'H — i- B,  o-p--- 

■   , ,  2  o  -h  (7  —  ;•    ,  (  3  W  —  '■  )  (3  P  —  2  /■ 

r      '  11-  '■  2.3.;-^  '"' 

r      '  2r- 

2.3.7" 
I 

^  (4/>-')(4j^-2/-)(4/>-3r)  j^  ^^^^_,, 

^  2.3.4-'' 


23.  Lc>  tnrinules  quu  nous  venons  de  trouver  dans  les  deux  derniers 
Exemples  doivent  être  bien  remarquées,  tant  à  eause  de  leur  généralité 
que  (»ane  (|u'elles  peuvent  être  très-utiles  dans  la  recherehe  des  diiVé- 
reiitrs  racines  des  équations:  ee  qui  l'era  l'objet  du  §  III. 

Mais,  avant  d'v  passer,  nous  eroyons  devoir  encore  faire  une  observa- 
lion  t(undiant  les  coeflicients  A,  B.  B,  —  ;  c'est  que  ces  eoetficients  ne 
dépendent  nullement  de  la  quantité  a,  mais  seulement  des  autres  quan- 
tités jî.  y.  5,...:  de  sorte  (jue  nos  séries  seront  toujours  d'elles-mêmes 
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(ii'ddniK'cs  rchilivciiu'iil  ;t  l;i  Iclli'c  a,  (]ii('ll('  (]iio  soit  lii  loiididii  de  - 

(jd'clics  <'\[)iiiii('iil ,  |tnis(|ii('  hi  v;ii'iiil)l('  y  doit   tiMijoiirs  rli'c  sii|»|)(is«'c 
égalo  il  l'uni  le. 

Do  plus,  CCS  cocHiciciits,  une  iuis  trouves,  serviront  pour  tontes  les 

fonctions  possibles  de   — ^    et.  comme  Icni'  loi  est  assez  si'.nnie,  il  sera 

facile  de  les  calculer  aussi  loin  (|u'()ii  voudra;  on  trouvei'a,  par  exemple, 

B  =  7,  B,=(3s 

C=ô,  C,  =2py,  C,  =  P', 

D  r=  e,  D,  =-  :>,  (3 0  +  Y^,  D,  r,,  3^fi'y,  D,   --  Ti' , 

E  =  ?,  E,  :=  2  p £  H-  5 oy ,  E,  =  3 (3-^  0  +  3  ^f,     E,  ^  4 ,5 •  ■/,      E,,  -  p\ 


^  ITT.  —  Mdiliète  (le  trouver  par  les  séries  toutes  les  racines 
d' une  éqiiotioii  (jiielconqne. 

24.  Nous  avons  vu,  dans  le  ^  II.  comment  on  peut  trouver,  par  les 
séries,  l'expression  d'une  des  racines  d'une  équation  de  dci^re  (pul- 
conque;  nous  allons  voir,  dans  celui-ci.  de  quelle  manière  on  peut  par- 
venir à  trouver  toutes  les  autres  racines  que  la  même  équation  peut 
renfermer.  Pour  cela,  il  est  nécessaire  de  faire  (|uel(|ues  observations 
générales  sur  la  nature  des  différentes  racines  d'une  niènn'  ecpialion  et 
sur  la  manière  de  les  distina;uer  Tune  de  l'autre. 

Considérons  l'équation  générale 

o  =  rt  —  bx  -}-  ex-  —   dx^  -I-  ex"  —  .... 

laquelle  soit  d'un  degré  quelconque  m,  et  ({ui  ait  tons  ses  termes,  en 
sorte  qu'aucun  des  coe(ricients«,  />,  r....  nesoil  nul;  supposons  ijuc  l'on 
ait  trouvé  l'expression  de  chacune  des  racines  de  cette  é(|uation,  dont  I 
nombre  sera  m:  il  est  clair  que  ces  expressions  seront  des  foiu'tions  de 


e 
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l>,  (• — ;  mais  il  laiil  Vdir  ;i  (|ii('l  caracliTc  on  pniirra  disliiiguer  ces  dill'é- 
ri'iilcs  IViiictidiis  l'uiir  de  l'aiilrc. 

.Ir  i('iiiar<|iic  d'ahdi'd  (]IU',  si  l'dii  sii|i|)(ise  «  —  o  <laiis  l'c(|iiati(Ui  |ini- 
|iiis('c,  (die  dcviciil 

o  =  —  l)x  +  ex-  —  dx^  +  ex^  —  - .  . , 
de  soi'lc  (|ii'(dl('  se  (h'conipiisc  en  cfs  d(Mix-ri 

o  =  X, 

o  =:  —  /<  -K  ex  —  dx-  -+-  ex'  — .  .  . , 

d'où  roii  vuil  que  la  sii|)|ii)sili()ii  de  a  —  o  doit  rciidif  iiiillf  une  des  ra- 
cines de  l'équation:  par' conséquent,  parmi  les  fonctions  qui  expriment 
ces  facines  il  doit  y  en  avoir  une  (|ui  s'évanouisse  en  faisant  a  —  o;  et  il 
esl  (  laii'  (|u'il  ne  doil  y  en  avoir  (|u'une  seule  (|ui  ait  cette  propriété, 
puisque  l'évanouissement  de  a  ne  rediiil  a  zéro  (|u'une  seule  racine. 

Kn  conservant  la  su|)position  de  «  =  o.  et  faisant  maintenant  ahslrac- 
tion  (le  la  racine  a:  =  o  que  nous  avons  (W'jii  trouvée,  les  autres  racines 
siM'ont  détei'ininées  par  l'équation 

o  =  —  b  -i-  ex  —  dx-  -h  ex''  —  .... 

Supposons  de  plus  b  =  o,  et  rétjuation  précédente  se  décomposera  de 
nouvean  en  ces  deux-ci 

o  =  X, 

o  =  c  —  dx  H-  ex^  —  . .  . , 

ainsi  celle  supposition  téra  évanouir  une  nouvidie  racine;  de  sorte  (|uc 
parmi  les  foncli(uis  cpii  représentent  ces  racines,  il  faudra  (|u'il  y  en  ail 
une  (]ui  s'évanouisse  en  faisani  a  =  o  et  h  =  o. 

En  continuant  le  même  raisonnement,  on  verra  (|ne  parmi  les  fonc- 
tions doni  il  s"ai;il  il  y  en  aura  aussi  une  (|ui  s'évancmira  |)ai'  la  supposi- 
tion de 

«  =r  o,       b  z^  o,       c  :=  o. 
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une  (|iii  s'cviiniiiiii':!  |);ir  hi  sii|)|)()sitinii  do 

(l       <).      /'       <),      (■  —  o,      (/  ~^  o, 
cl  ainsi  de  siiilc. 

25.  (^ommc  il  csl  iiidilicifiil  dans  (|nel  ordre  les  lerincs  d'une  e(|iia- 
tion  soient  disposes,  nous  supposerons  loujours  dans  la  suite  (|u'ils  le 
soient  de  manière  (|ue  les  exposants  de  l'inconnue  forment  une  |)roi;rcs- 
sion  arithméti(|ue  ascendante;  ainsi,  par  premier  terme  d'nne  é(|uatiori 
il  f'ainli'a  entendre  celui  où  l'inconnue  ne  se  trouve  pas,  par  second  lernu' 
celui  où  l'inconnue  se  trouve  au  premier  degré,  et  ainsi  de  suite;  e(da 
pose,  nous  appidlerims  en  général  première  racine  d'une  é(|uation  celle 
tfui  devient  nulle  lorsi|ue  le  premier  terme  de  cette  é(|uation  est  suppose 
nul;  seconde  racine  celle  (pii  devieni  nulle  l()iS(|n'on  suppose  nuls  ii  la 
t'ois  h's  deux  premiers  termes  à  la  l'ois;  troisième  racine  celle  (jui  devieni 
nulle  lorsqu'on  suppose  nuls  \\  la  l'ois  les  trois  j)i'emiers  tei'mcs;  cl  ainsi 
de  suite. 

De  cette  manière,  on  pourra  toujours  distinguer  les  différentes  racines 
d'une  équation  entre  elles;  et  si  l'on  a  plusieurs  expressions  des  racines 
d'une  même  équation,  on  pourra  reconnaître  si  ces  expressions  repré- 
sentent la  même  racine  ou  des  racines  différentes. 

26.  Nous  venons  de  voir  (|ue  la  supposition  de  a  =  o  et  de  /!>  =  <>  doit 
rendre  nulles  deux  des  racines  de  l'équation  proposée,  lesquelles  seront 
déjà  par  celte  condition  même  distinguées  de  toutes  les  autres;  donc,  si 
l'on  suppose  d'ahord  l>  =  o,  il  est  visible  qu'en  faisant  ensuite  a  =  o.  les 
deux  racines  dont  il  s'agit  s'évanouiront  toutes  deux  en  même  temps; 
or,  voici  comment  m\  |ionrra,  dans  ce  cas,  distinguer  ces  mêmes  racines 
l'une  de  l'autre.  En  faisant  6  =  0,  l'équation  proposée  devient 

o^^  rt  +  ex-  —  dx^  -+-  ex''  —  .  1  .  ; 

maintenant,  au  lieu  de.  supposer  (/  nul,  sup|)osons-le  seulement  infini- 
ment petit,  il  est  claii'  que  les  deux  racines  dont  il  s'agit  devront  aussi 
devenir  infiniment  petites    autrenu'nl  elles  ne  s'évanouiraient  pas  lors- 
III.  '*  (i 
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(jue  a  =  o,;  ainsi,  en  faisant  x  infiniment  petit  et  négligeant  ce  qu'il 
faut  négliger  en  vertu  de  eette  supposition,  l'équation  précédente  de- 
viendra 

a  -t-  ex'  =  o, 

laquelle  donne  les  deux  racines 


V" 


a  !      a 

-     cl 

c 


y^y 


ce  (|ui  fiiuriiii  un  nouveau  caractère  pour  distinguer  les  deux  premières 
racines  de  l'équation  proposée,  tant  entre  elles  que  de  toutes  les  autres. 
Ainsi,  il  faudra  (jue  les  fonctions  qui  représentent  ces  deux  racines  soient 
telles,  qu'en  y  faisant  J>  =  o  et  a  infiniment  petit,  elles  deviennent  les 
deux  racines  de  l'éijuation  a  -f-  ex'-  =  o. 

On  démontrera  de  même  (|ue  les  fonctions  qui  représentent  les  trois 
premières  racines  doivent  être  telles,  qu'en  y  supposant  à  la  fois  h  =  o, 
c  =  o  et  a  infiniment  petit,  elles  deviennent  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion a  —  clx^  =  o,  et  ainsi  de  suite. 

De  plus,  comme  la  seconde  et  la  troisième  racine  deviennent  nulles  en 
faisant  />  =  o  et  c  =  o,  après  avoir  déjà  supposé  a  =  o  fnuméro  précé- 
dent;, si  l'on  fait  d'ahord  c  =  o.  il  est  visible  que  la  supposition  de  è  =  o 
rendra  nulles  ces  deux  racines  en  même  temps;  par  conséquent,  si  l'on 
sup[tose  seulement  b  infiniment  petit,  ces  mêmes  racines  deviendront 
aussi  iniiniment  petites:  mais  si  dans  l'équation 

o  ^  —  /»  -t-  cv  —  i/x-  -+-  e.r~'  —  .  .  . , 

dont  on  a  déjà  séparé  la  première  racine  pai'  la  supposition  de  a  ^  o 
(nnméio  précédent  ,  on  fait  c  =  o,  et  ^  et  ar  intinimeni  petits,  elle  se 
réduit  à  celle-ci 

ainsi,  il  faudra  que  les  fonctions  qui  représentent  la  seconde  et  la  troi- 
sième racine  de  recpiation  proposée  soient  telles,  qu'en  y  faisant  a  =  o. 
c  =  o  et  />  infiniment  petit,  elles  deviennent  les  racines  de  l'équation 

—  h  —  dx-  =;  o  ; 
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co  (jui  |)cul  servie  encore  a  l'ecdiinailre  ces  racines  el  ii  les  (lislini^iier  de 
tontes  les  antres. 

Pareillement,  si  l'on  t'ait  c  =  <>,  (7  =  0  et  b  intiniinent  pelil  a  elanl 
toujours  supposé  nulj,  on  verra  (|iie  les  fonctions  (|ni  représentent  la 
seconde,  la  Iroisiiiiie  el  la  (juatriènie  racine  de  ré([uation  proposée 
doivent  devenir  les  racines  de  l'équation 

—  />  -t-  ex^  :=  o, 

el  ainsi  de  suite. 

En  procédant  de  la  niénie  manière,  on  prouvera  aussi  que  la  Iroisiéuie 
et  la  (|uatrième  racine  de  l'équation  proposée  doivent  être  exprimées  |)ar 
des  fonctions  (elles,  (|u'en  v  supposant  d'abord  a  =  o,  h  =  o,  et  ensuite 
^  =  o  et  c  intiniinent  petit,  elles  deviennent  les  racines  de  ré(|uation 

<■  -+■  ex-  ^^  o, 

et  ainsi  des  autres. 

Cette  méthode  de  distinguer  les  racines  d'une  équation  est  plus  géné- 
rale que  celle  du  n°  24,  laquelle  ne  saurait  être  employée  dans  bien  des 
cas;  surtout  lorsqu'il  manque  dans  l'équation  quelqu'un  des  termes  in- 
termédiaires, parce  qu'alors  l'évanouissement  d'une  seule  lettre  fait  éva- 
nouir plusieurs  racines  à  la  fois,  comme  nous  venons  de  le  voir. 

Après  ces  réflexions  sur  la  manière  de  distinguer  les  diflerentes  racines 
d'une  équation,  voyons  la  méthode  qu'on  peut  employer  pour  les  trouver; 
pour  la  faire  mieux  comprendre,  nous  l'appliquerons  (Taliord  aux  e(|ua- 
tions  que  nous  avons  déjà  examinées  dans  le  s^  III. 

27.    On  demande  les  deux  racines  de  l'équation 

a  —  bx  +  ex-  ^  o. 

Première  solution.  —  Nous  avons  déjà  trouvé,  dans  le  n"  9.  (]ue  l'une 
des  valeurs  de  .r  peut  s'exprimer  par  cette  série 

a       d-c       ^ci^c^ 

or,  avant  de  chercher  l'autre  valeur,  il  est  lion  d'examiner  (|uelle  est  la 

6. 
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l'iiciiH'  (|iii  ('Si  i('j)i'('S('iil(''(^  |)ar  celte  série;  poiii'  l'cl  ell'el,  je  suppose 
(l';ilnu(l,  siiiv;iiii  la  luélliode  (lu  n"  24,  a  =  o,  et  couiuie  je  vois  (|ue  celle 
supposilioii  (letriiil  tous  les  termes  de  la  série  dont  il  s'ai^it,  j'en  conclus 
(|ue  celle  série  expi'iiue  la  pceiiiière  racine  de  l'cMjuation  proposée;  de 
sorte  (|ue  c'est  la  seconde  (|ui  reste  encore  à  ti'ouver'. 
Pour  y  parvenir,  je  donne  il  la  proposée  celle  t'oruie 

,  h  —  ex  —  —   —  o, 

.r 

(|ui  |)eul  se  rapporter,  comme  (Ui  voit,  ii  reipialion  du  n"  12;  en  y  faisant 

//  =  —  I ,  et  cliaui;eaul  a  en  h,  b  en  c  et  c  eu       a.  De  celte  manière.  (Ui 

aura,  par  la  l'ormule  du  même  numéro  (en  v  faisant  /.v  =  i;,  x  égal  ii  la 

série 

I)       (i       a-c       ^à''c-       5.6.rt'c' 

~ï'~  7i         T?'  P  5.3.  />'        ■  '    ' 

Or.  en  faisant  d'aliord  a  —  o,  cette  suite  se  réduit  à  son  nremici-  leruie  -•> 

'  <■ 

lc(|uel  s'évanouit  ensuite  lors(|u'on  suppose  />  =  (>;  donc  25;,  cette  série 
exprimera  nécessairement  la  seconde  racine  de  ré(|nation  proposée;  c'esi 
ce  qui  s'accorde  avec  ce  (jue  nous  avons  îi'ouve  dans  le  n"  !)  |)ar  la  ré.so- 
lution  même  de  ré(jualion  proposée. 

Donc  en  général,  si  l'on  nomme  a\  et  .» ..,  la  preuiii're  et  la  seconde  ra- 
cine de  ré(jualion 

(t  —  hx  -+-  ex'  =^  o, 

on  aura,  par  les  arlicles  cités, 

m  _  ""'        ma"'-^'  c        m  (  //*  -t-  3  )  «"'+=c'        /"  (  m  +  4  )  (  '«  +  5  )  a"'-^^c' 
■^>  —  i,,„  /y„+2      '^  2  //-n-i-»  '  2 . 3 .  i°'+«  -•-■••. 

//"        mb"'--a        m(m—S]l)'"-'a'        ni(ni  —  i)lm  —  5)b"'^''c^ 

Cl  si  l'on  \('ul  avoir-  les  logai'itlimes  de  x,  et  ■»■..,  on  auia 

,        ■       ,       it        (te        3  ((■(■-       j.5.n'c'        5  Ai .  n .  a' a' 
Il        I)-  ->,o'  i.i.l)'-  a.3.4-t' 

,  ,      /'       <ic        yn-f-       i.S.rt'c'       5.6.';  .a' c' 

\i\iy  r    \l'\CT  1 ' 

lo^x.^iu^^        i^  .h'  2.3.ft«  2.3.4.6»    "■■•' 
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Skc(>m)k  soLiiiojv.  —  Je  lais  a"  —.  t,  cl  par  roiisc(|U('iil  t  —  \  f .  ce  i|iii 
rcdnil  rcciualion  proposée  ii  celle-ci 

«  +  et         I)  y/7  r=  o, 

laquelle  peut  se  comparer  de  nouveau  avec  celle  du  n"  12,  eu  y  cliaiigeaul 
l>  eu  —  r,  c  eu  —  h,  x  eu  /,  et  laisant  n  =  -;  ainsi,  faisant  pour  plus  de 

simplicité  i  / — ^  ^  p,  ou  aura 

f  b  \        2 m. 2 m  /  b  \  • 

I'"  -.  o""  —  2  m  o-"*'     —  ]  -i ■ p'"*'    — 

2m(2m  —  i)(2wi-i-i)  /  6\ 


2.3 


>"{^.) 


2.3.4  ^ 

2  /H  (  2  «7  —  3  )  (  2  m  —  I  )  (  2  m  +  I  )  (  2  m  +  3  )    ,       /   b 


(À)' 


2.3.4.5 


\  2  «  / 


Or,  £c  étant  égal  à  \/t,  il  u'v  aura  (|u'ii  taire  /??  =  -  poiif  avoir 

w'  6   \        •      /  6  \''       '.1.3    .  I   h  \*       1. 1.3.3.5    ,  (  b  y 

Mais,  puis(|ue  p  =  1/ >  il  est  clair  que  la  valeur  de  p  sera  également 

positive   et  négative;   de  sorte  qu'en  substituant  eetti'  valeur  ou  aura 
pour  X  la  double  série 

b    ^    I  i     b'         I.I.3      6'^  1.1.3.3.5      b" 


f       \         2  4«t'       2.3.4  2*rt-c^       2.3.4-5.6  2''rt'e' 
laquelle  représentera  par  conséquent  les  deux  racines  de  l'équation 

a  —  bx  +  cx^  =  o. 
En  effet,  eu  faisant  h  =  o,  les  deux  séries  se  réduisent  li 


^-' 
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ce  (|ui  montre  (26)  que  ces  séries  représenlenl  eliecliveiiuMil  l;i  première 
et  l;i  seconde  racine  de  requation  dont  il  s'aj^il.  (l'est  aussi  de  quoi  on 
peut  se  convaincre  facilenienl  à  posteriori  ('W  résoUant  en  série  le  l'adical 
\Jb-  —  l^ac  qui  entre  dans  l'expression  de  ,r  f^O  j.  mais  en  |)renanl  —  \ac 
pour  le  premier  terme  du  hiiiôme  et  h'-  poni'  le  sec(nHl 
Donc,  i'aisani 

ou  aura,  en  général,  dans  ré(|nalion 

a  —  bx  -+-  ex'  :=  o 
celle  dimhle  valeur  de  r'",  savoir 

[m-'    tt-         m-{m-  —  4)      h' 
?    i\ac  a.j.4        ■?.Ui-c- 

ni' [m''—  4 )  (  ni'  —  1 6 )      A'  ~1 

?,.3.4-5.6  2"fl'c'  J 

ni' — I     /*■         {m' — !)("'■  —  9)      ■''' 


m  p"'+'  — 


{  ni'  —  I  )  (  m-  —  i)  )  (  m-  —  7.5)      b"  T 

2.3.4.5.6.7  -y'-aU'^  -H-  .  ■•  J  • 

Va  si  l'on  veut  avoir  le  loi^arithme  de  x,  on  trouvera 

,  ,  l>    ,         i.i     b'         I.I.3.3      /.*  1.1.3.3.5.5      b"  v 

*"  *^2rt\  2.3   4rtC  2.3.4.5    2'rt'C--  2.3.4.5.6.7    2»rt'('  / 

Remarque.  —  Les  séries  trouvées  dans  la  |)remière  solution  (inl  l'avan- 
tage de  ne  renfermer  que  des  quantités  rationnelles,  au  lieu  (|ue  (elles 
de  la  seconde  solution  renferment  la  (|iianlile  irrationnelle 


v-i 


laquelle  devient  même  imai^inaire  lurs(pie  a  et  c  sont  de  même  signe. 
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(]iioi(|ue  (railleurs  les  racines  de  l'équation  puissent  être  réelles;  de  sorte 
(|u'à  eel  éi;ard  les  séries  de  la  première  solution  paraissent  préférables, 
puis(|u'elles  se  présentent  toujours  sous  une  forme  réelle;  cependant  ni 
les  unes  ni  les  antres  ne  peuvent  être  regardées  comme  bonnes,  à  moins 
qu'elles  ne  soient  convergentes;  c'est  ce  (|ue  nous  examinerons  plus 
bas,  §  IV. 

28.  Pour  peu  (ju'on  ait  l'ait  d'attention  à  la  manière  dont  nous  avons 
résolu  le  Problème  précédent,  on  verra  qu'en  général,  quelle  que  soit 
l'équation  proposée,  on  pourra  toujours  trouver  autant  de  dillerentes 
séries  pour  exprimer  les  racines  de  cette  équation,  que  l'on  [lourra  taire 
de  combinaisons  deux  à  deux  des  termes  de  la  même  équation;  et  que  de 
plus  chacune  de  ces  séries  sera  simple,  ou  double,  ou  liiple,  etc.,  suivant 
(ju'elle  répondra  à  une  combinaison  où  les  exposants  de  x  dans  les  deux 
termes  dilléreront  l'un  de  l'autre  de  l'unité,  ou  de  deux  unités,  ou  de 
trois,  etc. 

En  efï'et,  il  est  évident  (]u'on  peut  trouver  autant  de  séries  pour  la  va- 
leur de  .i-  (lu'il  V  a  de  manières  de  comparer  l'équation  proposée  à  la 
formule  générale 


o   j;  =  o 


(lu  u"  16;  or,  comme  on  peut  prendre  pour  ^i-r]  une  fonction  quel- 
conque de  X,  il  s'ensuit  qu'on  pourra  prendre,  pour  les  deux  premiers 
termes  a  —  xàe  cette  formule,  deux  quelconques  des  termes  de  la  pro- 
posée à  volonté;  et  qu'ainsi  la  comparaison  pourra  se  faire  d'autant  de 
manières  difl'érentes  qu'il  y  aura  de  combinaisons  possibles  des  termes 
de  cette  é(iuation  pris  deux  à  deux. 

29.   Soient  en  général 

deux  termes  (|uelconques  de  l'équation  proposée;  et  soit  désigiïée  par  X 
la  totalité  des  autres  termes,  en  sorte  que  l'équation  soit  mise  sous  cette 
forme 
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On  (livist'iii  d'alMiid  |);ii- Nas'",  ce  t|ui  hi  l'éduir-i  ii  («■Ile-ci 


M 


X 


X^-'" 


N  N 

ensiiile  on  t'ei'a  x'  =  t.  el  par  ciiiisequenl 

X  =  V  / . 


el  désignant  par  T  la  londion  de  /,  dans  lai|uelle  se  clianiicia  la  (|nan- 
lile  X  par  la  substitulidU  de  \t  à  la  place  de  .r,  un  anra  la  Iranst'niinée 


M  T^ 


la«|nelle  renlre  evnleninienl  dans  la  foiniule  genei-i 

y.  —  jc  +  9  (xj  ^  o, 
en  taisant 


On  aura  donc  (16),  en  mettant  /  ou  x'  à  la  place  de  p. 

--  r  --    I 


^{x')^^[t) 


N  2N=  (h 


l-\  Vi      ''  |'{oJ 


1 . 3  N'  dP 


M 


où  il  faudra  taire  /  =  ïe-:  après  avoir  exécuté  les  ditrérentialiuns  indi- 
quées. 

I 

Donc,. faisant  'i  it)   -  i',  el  par  conse(|nenl 


■j^'  n  = 


/  ' 
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|)()iir  avoir  6  ix")  —  x,  on  aura 

(L)  X      t'+~^Tt      ■'       +  -4r  , ^^• 


(^i-sl  l'expression  de  la  racine  a-  qui  résultera  de  la  eonihinaison  des 
termes  Mx'''  —  '^x'"'^''  de  ré(|ualion  proposée. 

30.  Maintenant  il  est  visible  (|ue  l'expression  de  x  (|ue  nous  venons 

de  trouver  eontiendra  nécessairement  le  radical  \/ t^  '1'"  pii'viendra  de 

M 

la  substitution  de  ^  ^*  '''  place  de  t,  et  il  est  facile  de  se  convaincre  (jue 

cette  expression  ne  contiendra  |)oint  d'autre  radical;  car.  puisi|ue  X  est 
une  fonction  rationnelle  de  a-,  T  sera  aussi  une  fonction  rationnelle  de  v^. 
et  par  conséquent  toute  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  .r  sera  une  tonc- 

tion  rationnelle  de  \t,  c'est-à-dire  de  y^- 

Or,  on  sait  que  le  radical  l/j^  a  v  valeurs  diH'érentes  qui  sont  les  ra- 
cines de  l'équation 

M  -  Nx"  =  o, 

et  (jui  par  le  théorème  connu  de  Cotes),  peuvent  .se  repré.senter.  en  gé- 
néral, par  la  formule 

/         /.  x3Go"        , .     ?.  xSeon    VM 

(cos  — ^  -^  v'-i  s.n  —^)  \J-^- 

X  étant  successivement  égal  à  i ,  â,  3 jusqu'à  v. 

Donc,  si  l'on  substitue  cette  quantité  à  la  place  de  i/^'  la  série  (|ui 

représentera  la  valeur  de  x  se  transformera  en  v  séries  qui  donneront 
autant  de  différentes  expressions  de  x. 

31.  Je  dis  présentement  que  les  v  séries  ou  expressions  de  x  qui  ré- 
sultent de  la  considération  des  termes  Mic"  —  Na;''"^''  de  l'équation  pro- 
posée, c'est-à-dire  celles  qu'on  trouve  en  prenant  ces  deux  termes  pour 

m.  - 
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iêK  pieiiiic'is  <I(!  I;i  l'onniilc  génih'ak'  (Hj,  icpi-éseiitent  nécessairenienlv  ra- 
cines (iinércntes  de  celle  équation,  et  qu'en  particulier  '25j  elles  repré- 
senlenl  les  racines  p.''"",  (fj.-i-if""',  (y. -i-  2/'"",...,  jusqu'à  la  f/j.-i- v  —  i  j'"'" 
lie  la  Miénie  équa[i(»n. 

Poui'  le  pi'ouver,  il  sulFil  de  l'aire  voir,  suivaiii  la  inélliode  du  n"  26, 
qu'en  supposant  dans  l'expression  générale  de  ,v  de  la  formule  (Lj  les 
coetlicienCs  des  lei'mes  de  l'équation  proposée  où  les  exposants  de  x  se- 
raient moindres  que  [j.,  chacun  égal  à  zéro,  comme  aussi  chacun  des 
coeflicients  des  termes  intermédiaires  entre  les  deux  M.x''  et  Nx'''^\  et 
faisant  en  même  temps  M  intinimeiit  petit,  cette  expression  se  réduira  k 

celle-ci  \/ »7'  qui  est  la  racine  générale  de  l'équation 

M  — Na-'^o. 

Or,  après  la  destruction  des  termes  dont  nous  venons  de  parler,  il  est 
clair  que  la  quantité  X  ne  renfermera  plus  tjue  des  puissances  de  ,r  plus 
grandes  que  x''"*"',  et  qu'ainsi  la  quantité  T  ne  renfermera  (|ue  des  puis- 

sauces  do  t  plus  grandes  que  /  "  ;  d'où  il  est  facile  de  voir  que  les  fonc- 
tions '  '     . 

'      I -•>/'■ - 

I— u  — V  


dt 

de  la  formule  (L)  ne  seront  plus  composées  que  des  puissances  de  t  plus 
I 

grandes  que  t'\  donc,  faisant/—  ^»  et  supposant  ensuite  M  intiniment 
petit,  c'est-à-dire  l  infiniment  petit,  il  est  évident  ([ue  toutes  ces  puis- 

sauces  de  t  s'évanouiront  vis-à-vis  du  premier  terme  /'  de  l'expression 

1 

de  X,  laquelle  se  réduira  par  conséipient  à  l'  ou  à  (  — j   •  à  cause  de 

N  • 

32.   De  là  il  est  aisé  de  conclure  que,  pour  trouver  toutes  les  racines 
d'une  équation  donnée,  par  le  moyen  de  nos  séries,  il  n'v  aura  ([u'à  cou)- 


LlTTKKALliS  PAU   LE  MOYEN  DES  SÉKIES.  31 

biner  h;  |)r(;iiiu!r  Icriiic;  dv,  ccllf  (filiation  avec  le  deriiior,  uu  iiiiiiicdialc- 
ment  ce  qui  donnera  une  série  qui  renfermera  toutes  les  racines,  ou 
moyennant  les  leriues  iulcruiédiaires,  c'est-à-dire  en  combinant  d'aburd 
le  premier  lernu'  avtH'  qu(d(|u'uii  des  suivants,  ensuite  celui-ci  a\ec  le 
dernier,  ou  avec  (|uelqù'un  de  ceux  qui  le  pi'écèdent,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  (|u'on  arrive  au  dernier  terme  (  par  cette  expression  de  cum/n- 
ner  deux  termes  de  l'équation  proposée,  nous  entendons  qu'il  faut  [)rendre 
ces  deux  termes  pour  les  deux  premiers  de  notre  formule  générale  (H); 
nous  nous  servirons  aussi  dans  la  suite  de  celte  même  expression  abrégée] . 
Cliacune  de  ces  combinaisons  donnera  une  série  simple,  ou  double,  ou 
triple,  etc.,  qui  représentera  par  conséquent  une,  ou  deux,  ou  trois,  etc., 
rarines,  suivant  l'intervalle  (ju'il  y  aura  entre  les  deux  ternies;  de  sorte 
que,  quels  que  soient  les  termes  que  l'on  comparera  successivement 
ensemble,  on  obtiendra  toujours  autant  de  racines  ni  plus  ni  moins  que 
l'équation  en  doit  avoir. 

33.  Il  est  bon  de  remarquer  que  les  séries  ([u'on  trouvera  en  coiobi- 
nant  deux  termes  quelconques  de  l'équation  proposée  auront  uiilanl  de 
valeurs  réelles  et  autant  d'imaginaires  qu'il  y  aura  de  racines  réelles  el 
d'imaginaires  dans  l'équation  qu'on  pourra  faire  en  égalant  ces  deux 
termes  à  zéro  (30);  de  plus,  il  est  clair  que  l'on  ne  trouvera  de  séries 
toutes  rationnelles  que  lorsqu'on  combinera  des  termes  tels  que 

ainsi,  si  l'équation  a  tous  ses  termes,  on  pourra,  en  combinant  cliaque 
terme  avec  celui  qui  le  suit  immédiatement,  trouver  des  séries  toutes  ra- 
tionnelles pour  l'expression  de  cliacune  de  ses  racines;  mais  s'il  nian(jue 
quelque  terme  dans  l'équation,  comme  si  l'on  suppose  que  le  terme  M.r'' 
soit  suivi  immédiatement  du  terme  —  Na;'''^",  en  sorte  qu'il  uianquc 
V—  I  termes  intermédiaires,  alors  la  combinaison  de  ces  deux  lermes 
consécutifs  donnera  une  série  (jui  renfermera  le  radical 


V'M 

Vn" 
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*'t  (jui  r(^préscntcr;i  par  conséquent  les  difFérentes  racines  (ju'du  aurait 
trouvées  par  la  considération  de  tous  les  ternies  intermédiaires  si  ces 
termes  n'avaient  |)as  man(|ué. 

Donc  on  auia  dans  ce  cas  aulant  do  séries  imaginaires  (|ue  le  radical 


^f 


aiua  de  valeurs  imaginaires,  c'est-à-dire  (ju'il  v  aura  de  racines  imagi- 
naires dans  re(|uation 

M 

Or.  ou  sait  (|ue  dans  une  équation  qui  uian(|ue  de  quelques-uns  de'ses 
termes,  il  y  a  nécessairement  aulanl  de  racines  imaginaires  qu'il  y  en 
aurait  dans  l'équation  qu'on  pourrait  faire,  en  égalant  à  zéro  la  somme 
des  deux  termes  de  cette  équation  entre  les(|uels  devraient  se  trouver  les 
termes  man(juants;  de  sorte  qu'en  su|ii)osanl.  comme  plus  haut.  (|ue  le 

terme  yia"  soit  suivi  immédiatement  du  terme  —  Na;"^'.  il  y  aura  né- 
cessairement dans  l'équation  autant  de  racines  imaginaires  (ju'il  y  en  a 
dans  l'équation 

Mx"  ~  Hx''-'  =  o, 

ou  l)icn 

M 

De  l;i  il  s'ensuit  ([n'en  combinant  deux  à  deux  tous  les  ternies  consé- 
cutifs d'une  écjuation  quelconque,  on  ne  Irouvei'a  jamais  d'expressions 
imaginaires  pour  les  racines  que  lorsqu'il  y  aura  réellement  des  racines 
imaginaires  dans  l'équation.  Il  n'en  est  pas  de  uiéuic  liusqu'on  combine 
des  termes  (|ui  ne  sont  pas  ininiédialeuu'Ul  consécutifs;  dans  ce  cas.  il 
arrivera  souvent  (|ue  les  racines  se  présenteront  sous  une  foi'uie  imagi- 
naire, (]Uoi(|u'elles  soient  d'ailleurs  réelles,  comme  nous  l'avons  déjà  vu 
dans  la  Remar(|uc  (|ui  esl  à  la  tin  du  Pi'o])lèuie  |trecedent. 

■il.   Enlin.  il  résulte  de  ce  (juc  nous  avons  dit  dans  le  ir'31,  ([ue  les 
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séries  trouvées  dans  les  (lilïérents  Kxemples  du  §  II  ne  re|)résenlent  (pie 
les  premières  racines  des  équations  proposées,  puisque  toutes  ees  séries 
ont  été  trouvées  par  la  combinaison  des  deux  premiers  termes  des  mêmes 
équations;  ainsi,  pour  tiouvei  les  autres  racines,  il  n'v  aura  qu'à  coinhi- 
ner  le  second  terme,  ou  immédiatement  avec  le  dernier,  ou  ave(  ([uel- 
(in'iiii  des  intermédiaires,  et  ensuite  (clui-ci  avec  le  deruicf.  loinine 
nous  l'avons  expliqué  dans  le  numéro  cité. 

Problème  II. 

35.    On  demande  toutes  les  racines  de  l  équation 

a  —  hx  -+■  ex"  -=  o, 
n  étant  un  nombre  entier  positif. 

Première  Solution.  —    En   combinant   d'abord    les  deux   premiers 

termes  de  cette  équation. 

a  —  bx, 

on  trouvera  pour  x  la  même  série  que  nous  avons  déjà  trouvée  dans 
l'Exemple  II  du  n"  12;  cette  valeur  de  x  sera  donc  la  première  racine  de 
l'équation  proposée  'numéro  précédent  que  nous  nommerons  .r,:  ainsi 
Ton  aura,  en  "énéral. 


ffn  I 


rnca"-'        m[m  +  in — i)c^a' 


b"  2  b--" 

m  [m  +  3 n  —  i ) ( m  -f-  3 n  —  2 ) c'a" 
2.3.6'" 


--    ]• 


Pour  trouver  maintenant  les  autres  n  —  \  racines  de  la  même  équation, 
il  faudra  combiner  les  deux  termes  — bx-{~cccf^\  c'est  pourquoi  nous 
mettrons  d'abord    29,  l'équation  sous  cette  forme 


b  ax~' 

X"-' =  o  ; 

c  c 
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et  ensuite  sous  celle-ci 

t 

h  at~" 

/ =  o, 

c  c 

en  faisant  /  —  3c"~\  et  par  conséquent  a;  =  ?""'. 

Or,  cette  équation  étant  de  la  même  forme  que  la  précédente  en  x,  on 
pourra  faire  usage  de  la  même  formule  pour  en  tirer  la  valeur  de  /;  on 
mettra  donc  h  à  la  place  de  a,  c  h  la  place  de  è,  —  o  à  la  place  de  c,  et 

clKumeant  x  en  t,  et  n  en »  on  aura,  en  ûénéral. 


c" 


[■ 


_  6"  I  mal) 


(-S) 


m  [m  -^ ]  Im-i )  «'o 

\  I  —  «y  \  I  —  «  / 


.3.0 


3 
(  —  n 


] 


Or,  puisque  /  =  ,r""',  mettons à  la  place  de  m.  et  faisant,  pour 

plus  de  simplicité, 

nous  aurons 

'     l       {n  —  \)bp         ?.(«  — i)=è'p=  2.3.(n  — if6'p5  •  -..J- 

Or,  puisque  la  quantité  p  est  égale  à  la  racine  (n  —  i)"""  de  -^  elle  aura 

n  —  i  valeurs  différentes,  qui  pourront  s'exprimer  en  général  de  cette 

manière 

y        À  X  36o°        .     X  X  36o"    , \  "—  /h 

0  =    ces 1- sin v— I      \/-^ 

\  n  —  1  n  —  \     ^        I    \  (■ 

X  étant  égal  à  1,  ou  2,  ou  3,  ou...,  jusqu'à  n  —  \ . 

Donc,  substituant  cette  expression  de  p  dans  la  formule  précédente. 
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un  aura  n  —  i  valeurs  difréreiites  de  af;  ce  seront  les  valeurs  de  x":. 
.r'j,...,  x^",  et  désignant  para;,,  0-3,...,  a;„  la  seconde,  la  troisième,  etc., 
ius(|u'à  la  «'*""  racine  de  l'équation  proposée. 

Ainsi  l'on  aura  chacune  des  n  racines  de  cette  équation,  et  même  une 
|juissance  quelconque  de  ces  racines.  On  pourra  trouver  aussi  par  nos  for- 
mules une  l'onction  quelconque  de  ces  racines;  c'est  sur  quoi  il  ne  parait 
pas  nécessaire  d'entrer  ici  dans  un  plus  grand  détail. 

Seconde  Solution.  —  Prenons  maintenant  les  deux  termes  extrêmes 
a -h  ex",  et  cette  combinaison  nous  donnera  immédiatement  toutes  les 
n  racines  de  l'équation  proposée. 

Pour  cela,  on  mettra  l'équation  sous  cette  forme 

a  bx 

— h  X" =0, 

c  c 

et  l'on  fera  ensuite  a:"  =  t,  et  par  conséquent  x  —  l",  pour  avoir  celli-ci 

I 

a  bt" 

-  +  < =0. 

c  c 

Cette  équation  pouvant  se  rapporter  à  l'équation  primitive 

a  —  bx  -i~  ex"  =;  o, 

on  pourra  déduire  aisément  la  valeur  de  f"  de  celle  de  x'"  trouvée  ci- 
dessus,  en  changeant  seulement  x,  en  /.  b  en  —  c,  c  en  —  b,  et  n  en  -  • 
Ainsi  l'on  aura  sur-le-champ         "  , 


,    a" 


[■ 


,     „         m    m  H 6-  a 

mba                  \              n     / 

(-C)                                  2(— c) 

/          3  —  «X  /          3  —  2«\  ,,      „ 

Mi    m  H m  H 0'  a 

\             n        \               n      ) 

-j 

3                             '  ■ 

2.3.{-cr 
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Or,  t^=x"\  donc,  si  l'on  met  —  à  la  place  de/»,  et  (ju'on  fasse,  pour 


m 
n 
ahrecer. 


on  aura 


[nihc       m  ni ->-2  ~  n]b-o-       «jiw-i-S — rt)(m-r-3 — 2.nh'o  1 

I ■   -, 1 '- 'J __'    ^-...    - 
na                   in-a''                                   2. 3.  n'a'  J 

Mais  on  a,  en  général. 

/  /  X  36o"         .     /  X  3t)o°    V    "  ,    a 

À  étant  égal  à  i,  ou  2,  ou  '),  ou...,  jusqu'à  n;  donc,  substituant  cette 
valeur  de  0  dans  l'expression  précédente,  on  aura  n  valeurs  diflérentes 
de  .r'".  qui  seront  celles  de  ,r"',  .x",  j:, <". 

PROBLÈ:\rE    III. 

36.    On  demande  toutes  les  racines  de  l  équation 
a  —  bx  -~  ex"  —  ex"  =  o, 
n  et  s  étant  des  nombres  entiers  positifs,  et  s  ^  n. 

Première  Solition.  —   i^'  Puisque  cette  équation  peut  se  rapfiorler  à 
celle  de  l'Exemple  VI  du  n"  21,  en  faisant 

a        ,        c  e        ^ 


""■^v  ^=r   ^  =  -6'  ''  =  ''' 


p  z^n,     q  ^  s  —  n, 


il  H  y  aura  qu'a  faire  ces  substitutions  dans  les  formules  de  cet  Kxem[)le 
et  l'on  ama  sur-le-champ  l'expression  d'une  fonction  quelconque  de  - 
où  .r  sera  nécessairement  la  première  racine  de  l'équation  proposée   34 
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2"  h)ur  trouver  niaiiiU'iiiint  les  iuilrcs  raciiio,  (iii  prciidia  les  deux 
termes  —  bx  -+-  ex"  pour  les  preuiiers  de  la  t'oruiule  géuérale,  en  donuanl 
à  l'équalioii  eelle  l'oinie 


Ou  fera  ensuite  a;""'  = /,  e<'  (|ni  la  ramènera  à  la  même  Inrinc  (|iic  cclli' 
de  l'Exemple  eité;  ou  bieu,  ee  (|ui  revient  an  même,  on  lomparera  eelle 
équation  a  eelle  de  l'Exemple  VII,  en  faisant 

^       a       — «  e 

a  = -»      p= î      y=-'      0  =  0,..., 

c  c  '        c 

r=^  n  —  i,     p  ^  —  i,     q  ^^  s; 
et  l'on  aura  sur-le-eliamp  la  valeur  d'une  Coiu  lion  (|iieU(in(|ue  de  — ; 

'■/-      (l'    ~ 
p  étant  =  y/a  =  ( - 

ainsi,  donnant  à  o  les  r  valeurs  que  cette  quantité  peut  avoir,  el  (jui  s'ex- 
priment, en  général,  de  cette  manière 

/        Xx36o°        .    T.xSeo»    — \,.- 
p  =  I  cos 1-  sin ^ V  —  '     V^  • 


À  étant  égal  à  i ,  ou  2,  ou  3,  etc.,  jusqu'à  /•,  on  aura  /■  ou  n  —  i  lormules 
différentes  qui  se  rapporteront  à  la  seconde,  ou  ii  la  troisième,  etc., 
jusqu'à  la  n'"'"'  racine  inclusivement  de  l'é(|uation  doni  il  s'agit. 

3"  On  prendra  enfin  les  deux  derniers  termes  ex"—  ex'  poui'  les  pre- 
miers, en  écrivant  l'équation  ainsi 

V  —  ex'~"  —  bx^-"  -+-  ax  "  =  o  ; 
laquelle  étant  comparée  de  même  à  l'équation  de  l'Exemple  VII.  on  aura 

a=-j      p= 7      y=-'      0  =  0,..., 

e  e  e 

s  —  n  =^  r,      I  —  n  =^ p,     q  =^i; 
III.  8 
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e;t  l'on  trouver;!  l'expression  d'une  lonetion  queleoncjue  de  — > 


:  V 
p  étant  toujours 


e  I 


dans  la([iielle  mettant  successivement  les  r  ou  s  —  n  valeurs  différentes 
de  0.  on  aura  autant  d'expressions  dilfV'renles  (|ui  se  rapporteront  aux 
s  —  n  dernières  racines  de  l'écjuation. 

Ainsi  l'on  aura  trois  formules  dont  la  première  se  rap|)ortera  ii  la  pic- 
mière  racine,  la  seconde  comprendra  les  n  —  i  l'acines  suivantes,  el  la 
troisième  renfermera  les  s  —  n  dernières  racines;  de  sorte  qu'on  con- 
naîtra par  ce  moyen,  mui-seulement  la  valeur  de  cliacune  des  s  racines 
(If  l'eiiuation  proposée,  mais  aussi  une  fonction  (|uclcon(|ue  de  cliacune 
de  ces  racines. 

Secoîvde  Solution.  —  Dans  la  Solution  piécédente  nous  av(m^  consi- 
déré deux  a  deux  les  termes  consécutifs  de  ré(|uation  proposée;  or.  la 
comhiiiaisiui  des  termes  ([ui  ne  sont  pas  immédiatement  voisins  nous 
donnera  encore  d'autres  Solutions. 

Et  d'abord  il  est  clair  qu'après  avoir  combiné  les  deux  premiers  termes 
a  —  h.r,  comme  nous  l'avons  l'ait  ci-dessus  pour  avoir  la  première  racine 
de  l'équation,  on  peut  combiner  immédiatement  le  terme  —  bx  avec  le 
dernier  —  ex'^  pour  avoir  les  auti'es  racines.  Pour  cela  on  regardera  donc 
ces  deux  termes  comme  les  premiers,  en  écrivant  l'écjuation  ainsi 

/(  -+-  ex'^'  —  ax~^  —  ex""'  =  o, 

la(|uelle,  et;uil  comparée  à  celle  de  l'Exemple  Vil.  donnera 

l>       „  «  c       ^ 

3!=-î         3= 1         ■/  = 1         0=0,..., 

e  e  e 

r  :=  s  —  I ,     p  ^  —  I ,     (j  =  n  —  .$  -+-  I  ; 

de  soile  qu'en  substituant  ces  valeurs,  on  aura  l'expression  générale 

d'une  fonction  (luelcoïKiue  de  —■> 

9 

9  ''lani  =  '''  =  (  î)       ■' 
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donc.  nictUmt  |)fiiir  o  cliaciiiic  de  ses  vnleurs  particulières,  qui  sont  an 
nombre  de  *  —  i ,  on  aura  aulaul  d'expressions  dillérentes  qui  se  rappor- 
tei'onl  aux  s—  i  racines  chercliérs. 

Ainsi,  en  conihinaiil  la  roiinule  du  i"  de  la  Solution  |ii'écédenle  avec 
celle  dont  nous  venons  de  |iail(r,  on  trouvera  la  valeur  d'niic  riincliiui 
quelconque  de  (liacune  des  .v  l'acines  de  l'équation  proposée. 

TiioisiÈMii  Soi.i  iio.N.  —  Cond)inons  inaintcnanl  le  premier  terme  a  de 
l'équation  avec  le  terme  cor'\  c'est-à-dire,  prenons  ces  deux  termes  |)our 
les  deux  premiers  de  notre  formule  i;énérale,  et  rapportant  récpialioti 
sous  ce  poini  de  vue  ii  la  t'orniule  de  i'Kxemple  Vil.  on  aura 

a  b  e       ^ 

c-       '^  c        '  c 

r  =  n,     p  ^^  î,     q  :=^  s  —  i . 

ce  (|ui,  étant  substitué,  donnera  une  formule  i|ui  e\|)rimera.  en  i^énéral. 
une  l'onction  quelconque  de 


.r 


/  n 

p  etaiU  =  ya  =  ^  -      : 

donc,  introduisant  à  la  place  de  o  chacune  des  n  valeurs  différentes  que 
cette  quantité  peut  avoir,  on  aura  autant  de  formules  particulières  qui 
se  rapporteront  aux  n  premières  racines  de  l'équation  proposée. 

Pour  trouver  les  5  —  «  racines  restantes,  il  faudra  combiner  le  terme  ex" 
avec  le  dernier  terme  —eœ';  or,  c^'tte  combinaison  ayant  déjà  été  faite 
dans  le  'i°  de  la  première  Solution,  il  n'y  aura  qu'à  em|uunter  ici  la 
formule  trouvée  dans  cet  endroit. 

Donc  on  n'aura  en  tout  que  deux  formules  générales  comme  dans  la 
Solution  précédente;  et  l'on  pourra,  par  le  moyen  de  ces  formules,  trou- 
ver non-seulement  chaque  racine  en  particulier,  mais  aussi  une  fonction 
quelconque  de  chaque  racine. 

Quatrième  Sou  tion.  —  Il  reste  encore  une  combinaison  à  faire,  c'est 

8 


tiO  MÉTHODE  POUR   RESOUDRE   LES   ÉQUATIONS 

colle  fies  deux  termes  extrêmes  a  et  —  ex',  laquelle  donnera  immédiate- 
ment toutes  les  s  raeines  de  i'é(juation. 

En  rapportant  donc  sous  ee  point  de  vue  l'équation  proposée  à  celle 
de  l'Exemple  VII,  on  aura 

a  h  c       ^ 

3!=-)      p^ 1      y  =  -»      0  =  0,..., 

e  e  e 

r  ^=  s,     /'  ^  I ,     (j  =:  n  —  1 , 
et  l'on  trouvera  une  formule  iiénéi'ale  |»oin'  l'expression  d'une  (bnetion 


X 


(|iirlcon(|iii'  de  '— •  oi 


'-(:)■ 


(IC 


^  sorte  (|u'en  y  substituant  successivement  les  s  valeurs  de  0,  on  aura 
autant  de  formules  particulièies,  dont  chacune  se  rapportera  à  une  des 
racines  de  l'équation  dont  il  s'agit.  Ainsi  une  seule  formule  générale  suf- 
fira dans  ce  cas  pour  trouver  la  valeur  d'une  fonction  quelcon(pie  de 
chacune  de  ces  racines. 

("-omnie  nous  avons  épuisé  toutes  les  c(mil)inaisons  possihles  des 
termes  de  l'équation  proposée,  pris  deux  à  deux,  on  ne  pourra  pas  trou- 
v(>r  d'autres  solutions  que  celles  que  nous  venons  de  donner,  au  moins 
par  nos  formules;  ainsi  nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  cette 
matière,  les  Exemples  donnés  ci-dessus  nous  paraissant  suffisanis  pnut 
faiir  voir  clairement  l'application  de  notre  méthode. 

§   I\  .  —  Sur  la  coiivergenrc  ou  divergence  des  séries  qui  repré- 
senteut  des  Jonctions  quelconques  des  racines  des  équations. 

37.  Il  ne  suffît  pas  de  pouvoir  exprimer  les  racines  des  e(]ualioiis.  ou 
leurs  fonctions  quelcou(|ues,  par  des  séries  régulières,  cl  dont  la  loi  soil 
bien  développée;  il  faut  surtout  pouvoir  reconnaître  par  la  loi  même  de 
ces  séries  si  elles  S(Uil  converaentes  à  l'infini  ou  non:  car  il  est  clair  (iiie 


LITTERALES  l' A U   LE  MOYEN   DES  SERIES.  (il 

poiii'  (in'uno  série  puisse  être  regardée  enmme  représentant  réellement 
la  valeur  d'une  (|uaiililé  ehereiiée,  il  faut  qu'elle  soit  eonvergente  à  son 
extrémité,  e'est-ii-dire  (|U('  ses  derniers  termes  soient  intininu-ul  |)etits, 
de  sorte  (|ue  Teneur  [uiisse  devenir  moindre  qu'aucune  quantité  donnée. 
Vovoiis  donc  comment  on  pourra  recounaitre  si  cette  condition  a  lieu  nu 
non  dans  les  séries  des  paragraphes  précédents. 

Pour  icndre  notre  reclierclie  aussi  générale  (ju'il  est  possijjle.  rnms 
considérerons  ré<]ualion  générale  (H)  du  n"  16.  savoir 

a—  x  +  9(.r)  =  o, 

laquelle  donne  en  général  i  n"  17,  tormule  K) 


^-Q  =  +  (>•) 


•2  a'  dj- 

r>. .  3 .  a'  dx^  '  '  '  ' 

la  variable  y  devant  être  faite  égale  à  i  après  les  différentiations. 

Soit  donc 

1  ^/'-'[9(g,r)'4/''(,r)] 

1.2.3. .  ./.a'  d}'-' 

un  ternie  quelconque  de  cette  série,  dont  le  quantième  soit  i-^  t;  et  sup- 
posons que  la  fonction  os  (a?)  soit  représentée  par  une  suite  quelconque 
de  puissances  de  x,  en  sorte  que  l'on  ait 

(p(^)  =  kx'^  Ba;'H-  Caf^.  .  ., 

A,  B,  C,...  étant  des  coefficients  quelconques,  et  a,  b,c,...  des  exposants 
aussi  quelconques;  on  aura  donc  de  même 

o(aj)=  Aa")-"  +  Ba'_)-'-f-  Ca' v'-)-.  •  -, 

par  conséquent  un  terme  quelconque  de  la  puissance  «'""*  de  cette  (nnin- 
tité,  c'est-à-dire  de  la  valeur  de  o{(/.y)'  sera,  comme  on  sait. 

A"  B"  C/" .  .  .  (  a  j  )<"'-^"-"''+- •  • , 


i.^.3...»iXi.2.3...mXi.2.3.../>X. 
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m.  n.  p....  ('tant  des  iiomlircs  entiers  positifs,  tels  que 

m  -i-  Il  -i-  p  -h  .  .  .  =^  i. 

Siij)|)(is(iiis  (le  pins  ()iie  hi  ionciioii  Vf  r)  soit  aussi  représentée  par  une 
snilc  (le  termes  tels  (pie  Fv^;  et  multipliant  la  (piantité  précédente  par' 
\'v'.  (Ui  aura  puni'  ini  lernie  (pieliMUKpu'  de  la  \ateurde  '^(  cyf  ^'(vj, 
l'expression 

1 .2.3. . ./ XF.A"'B"(>. .  .a"  . 

>■""*'■', 

1 . 2 . 3 . . .  m  X  1 . 2 . 3 . . .  w  X  1 . 2 . 3 .  .  ./>  X . . . 

en  Taisant  pour  plus  de  simplicité 

ma  -+-  ni)  -h  pc  ^  .  .  .  ^=  ii. 

Donc,  dilTerentiant  cette  (juantité  /  — i  l'ois,  en  laisanl  }' variable  et  dv 
lonslant,  et  divisant  ensuite  par  i  .23...i.v.'dY'~\  ou  aui'a  poiu'  la  valeui- 
d'un  terme  (|n(dcorn|ue  de 

j_ d'-'[(f{ocry']''{r)] 

1 .2.3. . ./.«'  dy'~' 

a|)ri's  V  avoir  t'ait  v=  i,  la  (juantité 

1 . 2 . 3 . . .  m  X  1 . 2 . 3 . . .  n  X  1 . 2 . 3 .  .  .^  X  . . . 

Ainsi  la  dilliculte  se  réduit  maintenant  ii  voir  ce  ([Uc  cette  (puintile  de- 
vienl  lors(pi'(in  suppose  /  intiniment  i^iand. 

:)H.    Pour  cet  elTel ,  je  remar(|ue  (|ue  l'iui  a.  en   prenant  w  pour  le 
rapport  de  la  cir((Uirereiice  au  ray(Ui. 

iogi  -+-  \ogy.  -t-  iogj  +  iof<4  -*-•••  +  \o^x 
.  =    .r  +  -     lo}>  .r  —  X  -f-  -  logîTi  H — :  -I-  .  .  . , 

comme  MM.  Stirlinij;,  Moivre  et  d'autres  Géomètres  l'ont  démontré  (tyovez 
siirloiil  le  Calcul  différentiel  de  M.  Euler  i:  de  sorte  (|ue,  lors(|iie  .r  est 
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iiifiniiiicnt  i^iaiid,  on  ii,  siiiis  criciir  sciisililc, 

loy  I  4-  l()g-.>.  H-  log3  +  .  .  .  -f-  li)g.r  =  (  X  H —  J  log*-  —  .r  +  -  loge? 


—  (r  H —  j  logx  —  log(''  +   -  l(j}j 


d'où,  en  passant  des  logarithmes  aux   noinhrt's,  on  lire  dans  l:i  inriii 
liypollièse 


1 .2. 3. .  .;r 


y  CTX 


On  a  de  pins,  en  généi'al.  (|H('ls  (pic  soient  r  et  v, 

log.f  H-  log(x  —  i)  +  log(*-  —  3.)  +  .  .  .  +  log(.r  —  ,r  4  i) 
=  (  .r  H —  )  log^r  —  ^  + 


2/  12^        36oar' 


—  (x  —  r-  +  ^  )  log (x  —  r)  +  X  —  .r —^ ^^  +  ,^-7-^ r,  + . . . , 

de  sorte  qu'en  supposant  x  et  y  intininiont  grands,  on  aura 

logx  H-  log(x  —  i)  -I-  log{.r  —  a)  +  .  .  .  +  log(ji-  —  ,}•  +  '} 

=  U  +  M  logx  -  U'  -  r  +  ^)  logf^  -  .'■)  —  }■' 

e(  par  conséquent,  en  passant  des  logarithmes  aux  nonihres, 

x(.r  —  i)(.r  —  a).  .  .(.r  —  )•  +  i)  = ,  ■ 


De  là  il  s'ensuit,  pour  le  dire  en  passant,  que  le  eoelTieient  du  (y  -+- 1]'"'" 
terme  du  hinome  élevé  à  la  puissance  or  sera,  lorsque  r  e|  v  sont  très- 
grands. 


V  ro  X  (  07  -  rf'^'^  '  X  r^^  '  ' 


de  sorte  qu'en  faisant  v  =  yoa;  ce  coeiricieni  deviendra,  en  divisant  le 
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IkiuI  et  le  l);is  ji;ir  x^'^'' 


r-,  ,x4-i  /     p      Y    - 


'.V.K  Cela  posé,  puisque 

m  -h  rt  -t-  y;  4- . . .  =  /, 

cl 

am  -+-  bii  +  cp  + .  .  .=^  u, 

il  est  clair  qu'en  supposant  /  infiniment  grand,  m.  n,  p ii  le  seront 

aussi,  (le  sorte  (|u'on  aura 

i  .1.  i.  .  .m  - , 


cl  ainsi  des  autres. 

De  plus  en  taisant,  pour  abréger,  g  =z  f  -\~  i,  ou  aur; 

(u+f)(i,+f-  i)(u+f-^)...(a^f-i  + 


u+g)(u^g~i] 


[u  +  g—  2)...(U^  g-  i  -hi] 


:u  +  sr'- 


(«  +  g--0 
De  sorte  qu'on  aura,  lorsque  «  =  oc  , 

(«+/)(«+/-!)  {U  +/-  3).  ■■(«+/-/+  2) 

i.2.3...mXi.2.3...nXi.2.3.../)X... 

=  — -. — ? 

;. 
m"  {il  -I-  g—  i)     ^        'm      ■  n      -  /r     - .  .  . 

).  étant  le  nombre  des  quantités  w,  «,  p ''est-à-dire  le  noiulire  des 

ternies  de  la  fonction  «p  [x). 
Donc,  faisant,  pour  abréger. 


V  = 


:«  +  g)'^-' 


rs^{u  -^  g—  /)•'?•*"  mnp .  .  . 


LUI  i:kvlj:s  i'ak  li:  moyen  des  seiues. 

I:i  (|M;iiililc  proposée 

(M+/)(«^/-l)(«  +/-  2).  ■■(«+/-;•+ 2)  p^„  B„  (^^    _ .  ^,.- , 

1 . 2 . 3 . . .  m  X  1 . 2 . 3 . . .  «  X  I  •  2 . 3 . . .  />  X . . . 


(io 


flfvi('ii(lr;i.  I()rs(|iu'  /  =  ce  , 
Fs/Vx 


(m  +  g-)"A"'B"C''. .  .a"-' 
M  +  g-  —  !  )""'  ni"'  ii^pP .  .  . 


40.   Supposons  iiiaiiilciiani 


m  n  p  u 

-7-  —  U.,        -   —V,      V   =  71,  ...  ,       -   =V, 
l  '  l  l  t 


et  l'on  aura ,  à  cause  de  m  -i-  «  +  /*  -t- . . .  =  «  et  «m  h-  />«  +  c/;  -t- . . .  =  «, 

p.  +  y-i-7:+...=  i, 
a  a  +  V  6  -I-  -  c  +  ...:=  ij, 

d'oii  l'on  voit  (jue  les  nombres  p.,  v,  ;:,...  seront  ties  fraetions  plus  |)e- 
tites  que  l'unité;  donc,  taisant  ces  substitutions  dans  l'expression 

{u-h  g)"k'"B"CP. .  .oc"-' 


(u  —  I  +  g)"-'m"'n"pP .  .  . 
elle  deviendra,  en  divisant  le  haut  et  le  bas  par  i". 


l\'A'"B'-'C''...a" 


—  I  +  2.|  .U.'"  V -"  .  .  . 


OU  bien,  en  négligeant  le  ternie  ^  qui  devient  nul  lorsque  / 

"a^-'A^'B-'C'. 


r     i;"a"~'A'"B-'C'...     1' 

[(.-.r-'.;''/-^..J" 


Par  les  mêmes  substitutions  la  quantité  V  deviendra,  en  divisant  le  liaiil 
et  le  bas  par  i-^'~' , 


.4-f 


H- 


i'-^-'ro^(i;  — 1  + -Cj        iJ.vn. 


m. 
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ou  l)ii'ii.  en  négligeant  le  terme  intininient  petit  ^5  et  remettant  pour  g 
sa  valeni/+  1 , 


i''^-zn^[v—iff*'ii.vT.... 
41.   Donc,  si  l'on  l'air 

M 


TS'  [v  —  i)'/'^'fy.v-.  .  . 


'  i^Y'  l^^''  '''^^'^ 


on  aura,  pour  nn  terme  (|iieleonqne  de  la  valeur  de 

'  d-'  [  V  (  «„>•)'  ^'  (  J)] 


r .  2  .  -) .  .  .1  .ql' 


lors(|ue  i  est  intininieni  grand,  cette  expression  fort  simple 

FvM.N' 


/l-t-2 


dans  laquelle  À  est  le  nombre  des  tern)es  de  la  fonction  o   .r  ,  el  où  a,  v. 
7: sont  des  nombres  quelconques  positifs,  tels  que 

y.  H-  V  +  -  -r-  .  .  .  =  I 

et 

«  a  +  />  V  -f-  CT  -f- .  .  .  =  ;>. 

Ainsi  cette  cpiantité  sera  infinie  ou  nulle,  suivant  que  .N  aura  une  valeur, 
soit  positive  ou  négative,  plus  grande  ijue  l'unité,  ou  non. 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la  série  (|ui  représentera  la  valeur  de 

(f  f  — I  f37j,  sera  convergente  si  l'on  a,  abstraction  faite  du  signe. 


N=  ou  <i; 


autrement  elle  sera  divergente. 


Or,  comme  la  ([uantité  N  dépend  seulement  des  coefficients  A,  B,  (],... 
et  des  expc.sants  a.  b.  i\...  qui  eulicnt  dans  l'expression  de  la  fonction 
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f  (x),  fl  iiiillciiiciil  (le  teiix  (|ui  a|)|>;ii'lieiint'iit  à  la  ruiiclioii  •!>  '  x^,  t-t  (|iii 
sont  F,  /".....  ii  s'rrisiiil  (|iic  si  la  scrii'  (|ui  cxpriiiie  la  valeur  d'iinc  fonc- 
tion (|n('li()ii(|uc  (le      l'sl  convcrgeiUc,  rllc  If  sera  aussi  pour  toulc  aulrc 

CnucrKm  lie  — • 

42.  Au  ii'stc.  il  est  liou  de  rcniarc|UC'r  (|uc.  (|uui(|Uf  les  coclïiciciits  A, 
B,  (],...  puissent  cire  positifs  ou  négatifs,  ainsi  (pic  la  (|uanlilc  y.  cepen- 
dant, coiuuic  il  ne  s'agil  ici  t|ue  de  la  valeur  absolue  de  la  (|uaulit«''  ('il } 

il  est  indilTéient  de  les  prendre  positivement  ou  négativeiucut:  ainsi, 
p(HM'  cvitei-  les  imaginaires  dans  la  valeur  de  N.  nous  supposerons  (|ue 
les  coellicicuts  A,  B,  C...  soient  pris  positivement,  a  cause  que  ;x,  v, 
;:,...  doivent  être  positifs  |)ar  leur  nature,  et  à  l'égard  de  y.  nous  suppo- 
serons (lu'il  soit  pris  en  sorte  (|uc soit  positif;  [)ai-  ce  moyen,  (|ucls 

que  soient  les  nombres  rv..  v,  n,...,  -j,  la  valeur  de  N  sera  toujours  sous 
nue  forme  réelle. 

43.  Supposons  que  la  fonction  o  [xj  ne  renferme  (ju'uu  seul  terme 
Xx",  en  sorte  que  l'équation  soit 

y.  ~  X  -h  \x"^^  o, 

dans  ce  cas  on  aura 

et 

dont 

//  =  I ,     ^  =  rt  ; 


(loue 


N  =  «(-^l      A; 


donc  la  série  sera  convergente  si  l'on  a 

A=.ou<'-(«— ')" 
a  \    y.u    I 
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Ce  cas  est  celui  du  Problème  II.  §  III:  or,  dans  la  première  Solution,  on  a 
d'abord 


a  e 

^=6'      ^=6'     «  =  "' 


doue  la  prcuiière  série  de  cette  Solution,  c'est-à-dire  celle  qui  se  rapporte 
à  la  j)remière  racine,  sera  convergente  si  l'on  a 


=  -<7,[' 


1  rc»  —  II/' 


c'est-à-dire  :  abstraclimi  faite  des  signes^ 


a'^'c                  {n  —  if-' 
—i:^=  ou  < , 


en  prenant  a,  b  et  c  positivement. 

Soit  /?  =  2.  on  aura  cette  condition 


(IC  I 

=   ou   ■<  —, 

2- 


h 


c'est-à-dire  //-  =  ou  >4rtc;  or,  c'est  précisénieut  la  condition  qui  rend 
convergente  la  série  provenant  du  diveloppement  du  radical  yè'  —  4ac, 
et  qui  est  la  même  que  celle  (|uenous  avons  trouvée  par  notre  méthode  f9j. 
Dans  la  seconde  série  de  la  même  Solution,  on  a.  en  comparant 
l'équation 

h  a    T^, 

/ /         =0 

c  c 

a  la  l'ormule  ijénérale  ci-dessus, 


h       ,  a  , 

a=-7      A= 1      a  ^  : 

c  c  I  —  n 


donc  la  ciuiditiiui  de  la  convergence  de  cette  série  sera  i  abstraction  faite 
des  sicnes , 


ou  <{i 


<Ti 


IJTTKHALES   PAU    LE  MOYKN    DES  SERIES.  U9 

on  l)ifii 

ca"-'  ^  (  n  —  I  )"-' 

h"  n" 

(jui  est  hi  iiiriiic  (iiiiilirum  (juc  la  j)r(''('édenlP. 

Dans  la  seconde  Solution  on  aura,  en  comparant  l'équation 

I 

a  bt" 

-  H-  < =  0 

C  C 

à  la  même  formule  générale, 

a       ,       b  I 

a  ^ »      A  =:  -      (H     a  ^  -  ; 

c  c  n 

d'où  la  condition  de  la  converçence  des  séries  de  cette  Sidiilion  sera. 
abstraction  faite  des  signes, 

b  ^ 

-  ^  ou  <; 

c 
laquelle  se  réduit  à  celle-ci 


.^j^]  ■ 


=  ou  >. 


n" 


qui  est  l'opposée  de  celle  que  nous  avons  trouvée  pour   la  première 
Solution. 

Donc  : 

i"  Si  dans  l'équation 

a  —  bx  A-  ex"  =  o, 

on  a  (abstraction  faite  des  signes  de  a,  b,  c) 

a'-'c                  (h  — i)"-' 
— = —  :=  ou  < : ) 


il  faudra  employer  la  première  Solution  du  Problème  11,  laquelle  donnera 
toujours  des  séries  convergentes,  et  par  conséquent  vraies  pour  toute- 
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les  racines;  de  soiMe  (|U('  ces  racines  seront  réelles  on  imai;iiiaires,  sui- 
vant que  les  séries  (|ui  les  représentent  le  seront. 

Donc  ^33)  ré([uation  proposée  aura  dans  ce  cas  autant  de  racines 
réelles  el  aulanl  d'imaginaires  qu'il  y  en  aura  de  telles  dans  les  équa- 
tions qu'on  pourra  l'aire  en  combinant  ensemide  deux  termes  consécutifs 
de  celle  é(|iialion.  el  les  égalant  à  zéro;  c'est-à-dire  dans  les  équations 

(i  —  hx  z=  o     et     h  —  ex"'  '  :=  o, 

d'où  l'on  voil  (ju'il  y  en  aura  toujours  au  moins  une  de  réelle. 
2"  Si  l'on  a 

b"  -^         n" 

alors  il  faudra  employer  la  seconde  Solution  dont  h's  séries  seront  néces- 
sairement convergentes:  de  sorte  (|ue  dans  ce  cas  ré(jualion  aura  autani 
de  racines  réelles  el  autani  d'imaginaires  qu'il  y  en  aura  de  hdiesdans 
l'équation  qu'on  fera  en  égalant  à  zéro  le  premier  el  le  dernier  lernie  de 
la  proposée,  c'est-à-dire  dans  ré(|uation 

a  -\-  ex"  =  o. 
44.   Si  l'on  avait  ré(|uation 

n  —  hx"'  -H  cx"'^"  ;=  o, 

il  n'y  aurait  qu'à  faire,  comme  dans  le  n"  22,  .r'"  — /,  ce  qui  la  cliange- 
rail  en  lelle-ci 

m  -t-  n 

a  —  ht  -+-  et         =  o, 

(|iii  est  dans  le  cas  de  l'equalion  du  numéro  [uecédent.  Ainsi,  mellaiil 
à  la  place  de  //,  on  trouvera  que  la  première  Solution  sera  l)onne 


m  -t-  n 

m 
lorsqu'on  aura 


a   c 

-i:rr7  =   OU 


i^ 


m  +  n 

m  -\-  n 
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savoir,  en  clcviinl  les  dciiN  iiienibres  ii  la  |)iiissiinc('  m, 


«"c™  nfn" 

ou  <C  ;— 


v/«      ^*^^    , 

'"+«  (  m  -1-  « 

cl  (iiii'  la  seconde  sera  bonne  iors([n'(>n  aura 


a"  c"'  m""  n' 

=  ou  >> 


6"'+"  (m  -h  II 


.m-f-zi 


(le  sorte  (|ne,  dans  le  premier  cas,  réqnatioii  aura  anlanl   de   l'arines 
réelles  et  autant  d'imaginaires  (jii'il  y  eu  aura  de  telles  dans  les  (\ft\\ 

équations 

a  —  l>.r"'  =:  o     el     h  —  c.v"  r=  o, 

et  que,  dans  le  second,  le  nombre  des  racines  réelles  el  des  imaginaires 
sera  le  même  (33)  (]ue  dans  réipiation 

a  -h  cx'"^"  —  o. 
45.   Si  l'on  avait 


alors  les  deux  conditions  seraient  les  mêmes;  de  sorte  qu'il  t'audrail  dire 
que  l'équation  aurait  dans  ce  cas  autant  de  racines  réelles  el  autant 
d'imaginaires  (ju'il  y  en  aurait  de  telles  dans  les  équations 

a  —  bx"  =r  o     et     b  —  ex"  ^=  o, 

et  dans  l'équation 

a  -+-  cx'"^"  ^=.  o  ; 

donc,  s'il  arrive  que  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  ces  deux 
équations-là  soit  différent  de  celui  de  cette  équation-ci,  il  s'ensuivra 
iju'il  y  aura  dans  la  proposée  autant  de  racines  égales  qu'il  y  aura  plus 
de  racines  imaginaires  d'un  côté  (jue  de  l'autre;  car  les  racines  égales 
étant  les  limites  entre  les  racines  réelles  et  les  imaginaires,  peuvent  être 
regardées  en  quelque  sorte  comme  appartenant  aux  unes  ou  aux  autres. 
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id.  Nous  avons  vu  41;  que,  i)our  que  la  série  soit  convergente,  il 
l'aul  (|ue  N  ne  soit  pas  >  i;  on  cherchera  donc  dans  chaque  cas  la  plus 
grande  valeur  de  N,  en  regardant  les  quantités  a,  v,  n,...  comme  va- 
rialiles.  et  si  elle  ne  se  trouve  pas  plus  grande  que  l'unité,  on  en  conclura 
(|ue  la  série  est  convergente;  sinon  elle  sera  divergente. 

Faisons  varier  seulement  u.  et  v,  et  l'on  aura 

— ^  =  f/j  log  — i-  du.  ilog- I  I  —  </v  ( log 1 1- 

iN  v  —  i'\iJ.J  \        v  I 


niais  il  faut  qut 


donc 


(1  ou 


- -I- . . .  ^  I     el     au. -i- b-j -h  c- - 

du.  -t-  d:/  —  o,     adu.  +  hd'j  :=:  c/. 


,            dv  ,  </-w 

au.^  T'      «>  =-  -, — 


donc,  sultstituant  ces  valeurs,  et  égalant  la  ditlerentielle  ^N  à  zéro,  on 
aura 

,      A       ,      B 

les log  — 

.a:-./  u.  y 

log ! ■ -. =  O, 

(l'on  i'im  tire 

/   x-j    Y  A  _  /■    x-^     v'  B 

On  tniuNcrait  de  même,  en  faisant  varier  u.  et  -, 

I   X.J    "i"  A  l    ^'•^    V  ^ 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  (|ue  les  conditions  du  maxinuim  ou  niiniiiiiiin 
seront  renfermées  dans  ces  équations 

/  xj  \°  A  _  /  au  y  B  _  1  ocj  y  c  _ 


LU  TEKALKS   l'A  H    IM   M0\  EN    DES  SEUIES.  73 

On  iiiifii  donc,  en  pti'iKiiil  un  idcllicicnt  (|ni'l((in(|n('  À, 


h)' 


^  =  IC'    " 


)nc.  siilistiliKiiil  CCS  valeurs  diins  les  équations 

U.  -t-  V  +  -  -t-  .  .  .  =:  I ,       !J.a  -^  vb  -f-  -(•■+...=  Ll, 


(in  iitira 


d'où  l'on  tire,  en  chassant  )., 

M»--.(^V-B('.-.){^)Vc„-„,(-î^) 
équation  par  laquelle  on  déterminera  -j,  après  quoi  on  aura 


. .  .  =  0, 


et  ensuite  a,  v,  -,...  par  les  formules  précédentes. 

Ainsi  l'on  pourra  toujours,  par  ce  moyen,  juger  de  la  convergence  ou 
(le  la  divergence  de  chaque  série. 


111.  10 


SIR    IV 


FORCE  DES  RESSORTS  PLIES. 


SUR  LA 


forci:  des  ressorts  plies 


Mi-moirfis  di'  V .liadcnuc  royale  des  Sciences  et  Brlles-Lelli) 
de  Berlin,  t.  XXV,  1771.) 


On  sait  que  la  force  d'un  ressort  plie  s'ati'aiblit  toujours  à  mesure  (jue 
le  ressort  se  ilébande,  mais  on  ignore  la  loi  suivant  laquelle  se  (ait  cet 
affaiblissement  :  or,  c'est  de  cette  loi  (jue  dépend  la  figure  des  fusées  que 
l'on  applique  aux  montres  et  à  la  plupart  des  horloges  à  ressort,  et  dont 
la  propriété  est  de  maintenir  l'action  du  ressort  dans  l'égalité  au  moyen 
de  la  différente  grandeur  des  rayons  qui  forment  la  rainure  spirale;  car, 
selon  que  la  corde  qui  se  désentortille  se  trouve  appliquée  à  une  plus 
grande  distance  de  l'axe  de  la  fusée,  l'action  du  ressort  devient  aussi 
plus  grande,  et  il  faut  que  cette  augmentation  compense  exactement  la 
diminution  de  force  que  le  ressort  souffre  en  se  déroulant.  Dans  les  res- 
sorts qui  agissent  en  s'allongeant  ou  en  se  raccourcissant,  il  parait  que 
la  force  est  proportionnelle  à  la  quantité  dont  ils  se  dilatent  ou  se  con- 
tractent, ou  du  moins  à  une  fonction  donnée  de  cette  quantité;  mais  ce 
principe  n'a  pas  lieu  dans  les  lames  élastiques  inextensibles  et  pliées  en 
spirale  telles  que  celles  qu'on  applicjue  aux  horloges:  le  seul  principe 
■qu'on  puisse  employer  pour  ces  sortes  de  ressorts  est  que  la  force  avec 
laquelle  le  ressort  résiste  à  être  courbé  est  toujours  proportionnelle  à 
l'angle  même  de  courbure;  et  c'est  d'après  ce  principe  que  de  très-grands 
Géomètres  ont  déterminé  la  courbe  qu'une  lame  élastique  doit  former 

(*)  Lu  le  20  septembre  1770. 
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l(ii's(|ii"cllc  csl  l);iii(léc  j);ir  des  forces  (|ii('lconqufs  données.  Or,  voici  le 
Fi-ol)li'iiic  (|iril  l'iiiil  résoudre  pour  pouvoir  eonn;iitre  la  loi  de  la  iorce 
(les  ressoiMs  |)liés  : 

/  //('  lame  à  ressort  de  lungiieiir  donnée  et  Jixe  par  une  de  ses  extrémités 
'tant  bandée  par  des  forces  quelconques  qui  agissent  sur  l'autre  extrémité, 
't  (jui  1(1  relieniu-nt  da/is  une  position  donnée,  déterminer  la  quantité  et  la 
lirection  de  ces  forces. 


O  Pr(dil('iue  n'a  encore  élé  résolu,  (|ue  je  sac  lie,  par  aucun  Gtnunt-lre; 
c'est  ce  {|ui  m'a  délerniine  ii  eu  l'aire  l'cdijel  de  ce  Mémoire.  La  seule  res- 
Iricliou  (|iie  j'y  mettrai,  c'est  (|iie  la  lame  soit  iiuilormement  épaisse,  et 
(|ue  sa  tii^ure  primitive  cl  uainrcdie  soit  la  lii^ne  droite.  Ce  n'est  pas  que 
le  calcul  ne  puisse  s'apprupier  a  des  resstuls  de  ligure  et  d'épaisseur  (|uel- 
coiu|ues,  mais  les  équations  (pi'ou  aurait  sciaient  tiop  compliquées  pour 
(|n'on  en  pût  tirer  qu(dque  lumière. 

S  I. 

Le  j)rincipe  ordinaire  d'après  le(|uel  on  résout  le  Proldémc  de  la 
courbe  élastitine  est,  (|ue  la  force  du  ressort  à  chaque  point  doit  être 
proportionnelle  ii  la  sonnne  des  moments  de  toutes  les  puissances  ten- 
dantes. Or.  (iuoi(|m'  ce  principe  pai'aisse  n'avoii'  pas  besoin  de  démons- 
Iratioii,  cependant,  comme  un  très-i^rand  Géomètre  a  cru  pouvoir  le 
révoquer  en  doute  par  cette  considération  (|u'un  ressort  ne  devant  être 
rciiarde  ni  connue  un  corps  parfaitement  llcxilile,  ni  couime  un  c()r|)s 
absolument  iutlexible,  on  ne  saurait  se  formel'  une  idée  nette  des  nio- 
iiienls  des  forces  tendantes,  moments  ([ui,  selon  lui,  ne  peuvent  avoir  lien 
(|ue  dans  des  ccu'ps  absolument  inflexibles.  Je  vais  tâcher  d'abord  d'éta- 
blii'  la  vérité  de  ce  principe  d'une  manière  aussi  simple  que  rigoureuse. 

Imaginons  plusieurs  verges  droites  et  inflexibles  AB,  BC,  CD,  DE,... 
Jig.  I),  lesquelles  soient  jointes  l'une  ii  l'autre  par  des  charnières  à  res- 
sort aux  points  H,  C,  D....,  et  dont  la  prciuii'ie  BA  soit  fixée  liorizonta- 
leuieul  au  |ioint  A,  et  la  dernii're  EF  soit  chargée  au  point  F  d'nn  poids 
(|Uelcoii(|ue  P:   on  pnqiose  de  trouver  la  ligure  du   polygone  AB(>DEF. 
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Four  cola,  je  rc  m  arque  (|ue,  (jucllc  (|uc  soil  la  uiauière  doul  le  rcssori  eu  B 
agil  sur  les  deux  verges  AB,  B(;  pour  les  étendre  en  ligne  droite,  on  peut 
toujours  substituera  l'action  de  c(^  ressort  celle  d'un  autre  ressori  Ce. 
qui  serait  attaché  d'un  côté  au  point  (',  de  la  verge  BC  el  de  l'aiilre  ;ui 


point  c  de  la  verge  AB  prolongée  en  c  eu  sorte  (|ue  BC.  —  15c,  el  qui  au- 
rait une  force  de  contraction  équivalente  ii  la  loree  du  ressoil  de  la  cliar- 
nière  B.  On  pourra  de  même  substituer  aux  ressorts  des  autres  cliar- 
nières  C,  D,...  des  ressorts  Dd,  Ee, ...  qui  agissent  sur  les  |toiiits  D,  h],... 
des  verges  CD,  DE,...  et  sur  les  points  d,  e,...  des  verges  BC,  CD,...  pro- 
longées en  d,  e,...,  de  manière  que  CD  =  C</,  DE^D^', Cela  posé, 

soit  AB  =  BC  =  Bf  =  CD  =^  C(/. . .  =  [ ,  et  soit  F  la  force  du  ressort  en  B, 
F'  en  C,  F"  en  D,...  ;  soit  R  la  force  du  ressort  Ce,  R'  celle  du  ressort  Dd, 
R"  celle  du  ressort  Ee,...  ;  enfin,  soit  l'angle  CBc  =  >,  l'angle  DC(^=  o', 
l'angle  EDe  =  as",...,  et  a  la  distance  BK  du  point  fixe  B  à  la  verticale  KP 
suivant  laquelle  agit  le  poids  tendant,  a  la  distance  C).  du  |)oiul  C  à  la 

même  verticale,  a"  la  distance  Du. Il  est  évident  (pie  le  ressori  Ce 

agissant  obliquement  sur  les  ligues  BC,  Be,  ne  fait  sur  chacune  de  ees 
lignes  qu'un  effort  égal  à  Rcosy  pour  les  rapprocher  l'une  de  l'autre,  el 
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comino  ccl  clluil  doit  vU'o  ('gai  à  celui  du  ressort  placé  en  B,  on  aura 
Rcoss  =  K;  on  proiivcia  de  la  même  manière  (|u'on  aura  R'cosy'  =  F', 
R"('0S9"—  F",....  Considérons  maintenant  les  deux  verges  BC,  Bc comme 
moliiles  en  J5  et  tirées  l'une  vers  l'autre  par  le  ressort  Ce  placé  entre 
deux;  (ju'nii  pr(donge  ces  deux  verges  jusqu'à  la  ligne  verticale  PK,  et 
(jifoii  joigne  les  deux  extrémités  K  (^t  L  par  un  ressort  KL  (|ui  ait  une 
l'oice  dilalative  ("([jahle  de  faire  équilibre  à  la  Ibrce  contraetive  du  res- 
soi'l  (le,  il  est  aisé  de  prouver  (|iie  si  l'on  nomme  p  la  force  du  ressort  KL, 
on  aura  fà  cause  de  BC  =  Bc  =  i ,  liK  =  a  et  KL  perpendiculaire  à  BKj 
pa  —  R  cos'i  ;  donc,  si  l'on  suppose  (|ue  la  force  dilatative  p  devienne  con- 
traetive, le  ressort  KL  sera  équivalent  au  ressort  Ce,  et  par  consé(|uenl 
aussi  au  ressort  de  la  charnière  B,  pourvu  que  la  force  p  soit  telle  que 

prt  r^  R  COSO  =r  F. 

On  peut  prouver  de  même  que  l'on  peut  substituer  au  ressort  Dr/  un  autre 
ressoil  ÎML  cpii  agisse  aux  extrémités  M  et  L  des  verges  BC,  CD  prolon- 
gées ius(|u";i  la  verticale  PK,  et  (|ue  la  force  de  ce  ressort  que  je  déno- 
terai par  p'  devra  être  déterminée  par  l'écjnation 

p'a'  =  h'  roso'  =  F'. 

Nommant  parcillenienl  o"  la  foi'ce  d'un  ressort  (|u'on  imaginerait  placé 
aux  extrémités  M  et  N  des  verges  pridongées  CD,  DE,  et  qui  serait  équi- 
valent au  ressort  Ee,  on  trouverait  l'équation 

p"rt"  =:  R"  OOS  9"  :=  F", 

el  ainsi  de  suite.  On  aura  donc  par  ce  nutyen  un  assendjiage  de  verges 
AK,  BL,  CM,  DN,...  dont  la  première  est  tixe  en  A,  et  dont  les  autres 
sont  nioi)lles  autour  des  points  B,  C,  D,...,  et  dont  les  extrémités  K,  L, 
M,  N,...  sont  unies  par  des  ressorts  KL,  LM,  AIN,...  disposés  en  ligne 
droite,  et  qui  sont  en  é(iuilibre  tant  entre  eux  (|u'avec  le  poids  P.  Or  il 
est  visible  (|ue  cet  équilibre  ne  saurait  subsister  à  moins  que  les  forces  p, 
P  .  0" —  des  ressorts  ne  soient  éijales  entre  elles  et  éi^ales  aussi  ii  la  fiwce 
du  poids  P;  c'est  pour(|uoi  on  aura  nécessairement 

p  =  l\    p'  =  l\    p'  =  P,..., 
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(IdMC 

l'=«l',     F       a'V,     F'^rt'P,..., 

(■'(■sl-ii-dii'c  (|iic  les  luiccs  des  ressorts  qui  agissent  à  chacun  des  angles 
i\u  polyguue  AI5CI)...  doivent  èli-e  proportionnelles  aux  moments  du 
poids  tendant  par  ra[)[)orl  à  chacun  de  ces  angles. 

S'il  y  avait  plusieurs  puissances  tendantes,  alors  on  démonlrcrail  par 
un  raisonnemcnl  seuihlalile  (|ue  le  ressort  ;i  cIkkiuc  angle  du  polygone 
devi'ail  èlre  pro|)orlioini('l  ii  la  somme  des  momcnls  de  toutes  les  puis- 
sances. Supposons  maintenant  {|ue  les  verges  (pii  lormeul  le  polygone 
élastique  deviennent  iutiuiment  petites  et  (|ue  Inir  luuubre  augmente  ii 
l'infini,  il  est  claii'  (|ue  le  polygone  se  changera  en  une  courbe  continue, 
et  (jue  l'on  aura  le  cas  d'une  lame  élasti([ne  pliée,  dans  hujuelle  il  faudra 
pai'  conséquent  (|ue  l'action  du  ressort  à  clia(|ue  point  soit  proportion- 
nelle à  la  somme  des  moments  des  forces  tendantes  par  rapport  à  ce 
point,  comme  on  l'a  toujours  supposé. 

A  l'égard  de  l'action  du  ressort,  c'est-à-dire  de  la  force  avec  la(|uelle  il 
tend  à  se  débander,  on  convient  généralement  qu'elle  est  en  raison  de 
rana;le  de  c(uirbure,  c'est-à-dire  en  raison  inverse  du  l'avon  oseulatenr; 
ainsi  il  faudra  ([ue  la  somme  des  moments  des  forces  teudaules  par  rap- 
port à  chaque  point  de  la  courbe  élastique  soit  récipr(>(|uement  propor- 
tionnelle au  rayon  osculateur  lorsque  l'élasticité  absolue  est  partout  la 
même,  et  lorscjuc  l'élasticité  est  variable,  il  faudra  que  la  somme  des 
moments  dont  il  s'agit  soit  en  raison  directe  de  l'élasticité  absolue  et  en 
raison  inverse  du  rayon  osculateur. 

.^  II. 

Soit  donc  ABC  (Jig-  2)  une  lame  élasticjue  fixée  par  une  de  ses  extré- 
mités C,  et  courbée  par  des  puissances  quelconques  qui  agissent  sur 
l'autre  extrémité  A.  Ayant  tiré  par  ce  point  A  la  tangente  PAN,  et  par  un 
point  (iuelcon(|ue  B  de  la  courbe  l'ordonnée  BM,  perpendiculaire  à  la 
droite  AN,  (|ue  nous  [)ren(lrous  pour  l'axe  des  abscisses,  on  fera  AM  ^=a\ 
MB  =J',  l'arc  AB  égal  à  s,  le  rayon  de  couiliure  en  B  égal  à  p.  l'angle  que 
111.  Il 
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l;i  tiingcnli'  en  15  Ijiil   ;ivcc   la  taiigeiUf  AN,  c'esl-ii-dirr  riimplitmlc  de 
l'arc  AH.   i'i^al   ;i   -,,   l'aljscissc   A\  éi-alc  îi  a,   rdnldiiiit'c  C.N  éffalê  à  /y. 


Fig.  -1. 


P  A 


l'arc  AC,  c'est-à-dire  la  loni^ueiir  de  la  lame,  égal  à  /.  cl  l'angle  (|iic  la 
tangente  en  C  fait  avec  AN,  c'est-ii-diic  ran)[»litmle  totale  i\v  l'aie  AC. 
égal  il  m;  on  anra 


par  consé(|nent 


dy  =:  sin  9  <h,      dx  =  roso  ds,     —  ^=  do 


pz= -j~,      r=  fs'iiiods.     ,r  =  (coso  ds. 


ces  intégrales  étant  prises  de  manière  (pi'el les  soient  nu lli's  lois([ue  '^^o. 
Cela  posé,  on  peut  reduii'c,  en  général,  toutes  les  l'orces  qui  agissent  au 
point  A  à  deux  forces  uni(|ues  dont  l'une.  (|ue  j'appcdierai  P.  agisse  sui- 
vant la  direction  AP,  et  l'autre,  i\nv  j'appellerai  Q,  agisse  suivant  AQ 
perpendiculaire  à  AP;  or,  il  est  clair  que  la  force  P  donne,  par  rapport  au 
point  Jî,  le  moment  P  v,  et  (|ue  la  force  Q  dcnme,  par  rapport  au  nuMne 
point,  le  nn)ment  Qx;  donc  on  aura,  par  la  nature  de  la  eonrl>e  elasti(|ue 
jiaragraplie  précèdent^,  ré(|uation 

P 
2K-  étant  un  coellicient  <'onstant  (pii  diqu'nd  de  l'élasticité  alis(due  de  la 
lame. 

Substitmms  dans  cette  (''(piati(Ui  ;i  la  place  de  .r,  y  et  p  jeiirs  valeurs 
en  '^,  nous  aurons 

•Kv/c; 


P  I  siiio'/.ï  H-  O  1  <(iso  ds 


ds 


iti;s  lu:  s  s  OUÏ  s  plu:  s.  «:{ 

(•il  l'dii  n'iii;ii(|Mci:i  (|ii"cm  l'iiisaiit  "j  --  f),  un  aiii'a 

I  siiiy  ds  --^  o,       /  ros9  ds  =  o, 
cl  (liii-  ((uisciiiiciil  aussi 

DillÏTcn  lions  iiiaiiilcnani  (('lie  (''(|ualioii  en  |)r('nanl  r/,v  ((iiislaiil,  cl  l'dii 

ani'a  ccilc-ci 

„   .  „  o-K-d'o 

P  siiio  +  Q  cos©  —  -, — -1 

^  ds' 

la(|ii('lic,  claiil  niuUi|ilici'  [vm  ilo  cl  ciisiiilc  iiilcyicc,  donnera 

K'df 


C  —  P  COS9  -+-  Q  sin9  = 


(/5- 


C étant  une  conslanh  arbiliairc  iiiToii  dclciinincra  par  la  condilicni  (|n'( 

...  .do  , 

taisant  (ï'  =  c),  on  ail  —-  =  o;  c  csl  poiircinoi  on  aura 
'  ils  '  ' 


Ou  aura  donc 


et  de  lii 


C  =  P. 

Krfcp 

yP- 

—  P  cos  9  +  Q 
Ksin9rf9 

sine 

V  P 

-  PC0S9  +  Q 
KC0S9  df 

sin9 

ds  = 

dy  = 

dx  :=     , 

V  P  ~  p  ^os  9  H-  Q  sin  9 

.Mainlcuant,  si  l'on  pouvait  intégrer  ces  trois  équations,  il  est  évidcnl 
(|u'en  faisant,  après  l'intégration,  s  —  l,x  —  a,y  =  l>  et  'f  =  m,  on  aurait 
tj'ois  é(jualions  par  lesquelles  on  pourrait  déterminer  les  lorccs  P.  Q  cl 
raniplitude  m.  les  quantités  /,  a  cl  b  étant  données,  et  le  Problènic  serait 
résolu;  mais  il  est  aisé  de  voir  (|uc  l'intégration  dont  il  s'agit  dépend  en 
général  de  la  rectification  des  sections  coniques,  et  ([u'ainsi  elle  échappe 
il  toutes  les  méthodes  connues. 

Il  y  a  cependant  un  cas  où  l'intégration  réussit,  c'est  celui  où  Q  =  o: 
nous  allons  l'examiner  dans  le  paragraphe  suivant. 
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SupiKisoiis  Q  i^  o,  eu  sorte  ([uc  la  laiiK'  AC  iif  soit  lirrc  au  [xiiiit  A 
(HIC  pai-  la  fiircc  P.  suivant  la  dircc  lion  de  la  tani;ento  AP:  on  ;iu!a.  dans 
Ci'  cas. 


fh  — 

K 
vP 

do 

V  I  —  cosa 

dy  = 

K 

si- 

sino  do 

\  I  —  coso 

dx:^ 

K 

cosof/9 

yP  V  I—  fOSO 

Faisons,  pour  plus  de  siuiplicito,  — ^- = /',  et  mettons  2;  à  la  place 

de  '^;  on  aura,  à  cause  de  ces 2c  ^  i  —  2  sin'-;,  sin  2;  =;  2sin;  cos;,  on 

aura,  dis-jo, 

^        /'^^ 
«•s  =  —. —  ■> 

81112 

dy  =-  2fcosz  dz, 

dx  =  —. 2  fsin  z  dz, 

sniz         •' 


d"oii  l'on  tire  |)ar  l'intéLiration 


^/logy^ 


cosz 

+  A, 


cosz 
j=2/sinz  +  B, 

x=^  s  -V-  if  cosz  -h  C, 

• 

A,  B,  c  étant  des  constantes  qui  doivent  être  déterminées  en  sorte  (|ue  s, 
x  et  y  soient  nuls  l(us(]ue  i  =  o;  ce  (|ui  donnera  lî  =  0,  C=  —  2/  et 
A  =  —  /"  log  o.  c'est-à-dire  A  =  oc  . 

D'où  l'on  voit  que  ce  cas  ne  saurait  avoii-  lien  à  moins  (jue  l'anifle  ;  ne 
soit  intiniment  petit,  pour  que  l'arc  s  puisse  étie  fini:  de  sorte  (|ue  la 
couri)ure  de  la  lame  sera  intiniment  petite. 
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Or.  puisque  Q  =  o  diiiini'  y  o,  il  est  chiir  (|ue  Q  très-petit  (lonneni 
aussi  0  très-petit;  donc,  taisant  'v  — Qw  et  su|)posanl  Q  dès-petit,  les 
('(piations  ilu  ])iirai;raphe  précédent  deviendront,  ;i  caii>r  de  sinv  =0// 

et  cosç.  =  1 5  à  très-peu  près, 

,  Kdu. 

as  = 


n/^ 


.    P    , 


,  QKuJu 

dy  = 


dx  =  ds 


V" 


p  . 

—  H- 
2 


équations  intégrables  par  les  logarithmes  lors(|ue  P  est  |)ositif,  et  par 
les  arcs  de  cercle  lorsque  P  est  négatif. 

Considérons  ce  dernier  cas,   et   faisons,    potu'  phi^   de   .sini|di(ile. 


cQsr  —  I 
u  =  i: ?  on  trouvera 


ds  =^  — -^ —  dz, 
v-P 

dr  =  — - —  (  cos  z  —  i  dz, 
■'      P  V  -  p 

,  ,  0=Kv2    /C0S2Z  3\    , 

dx=  ds — 1C0SZ  ~. —  I  dz, 

2P=^/_p\       2  2/ 

d'où,  en  intégrant  en  sorte  que  y.  r  et  v  soient  nuls  loi'sque  ;  =  o,  on 
aura 

j=.—^,smz-zi, 

(>Kv2    /sin22  33\ 


2P 


Kv2     /SU122  :iz\ 

v'—  P  V     4  2  / 


8G 


SUH    LA   FORCE 


Vm 


uiiil  t';iii(li;i  faire  niaintcn;inl5  =  /,  T— /^.  xr-a,v{  z  tel  que  (•os;^:  ^^ 
(le  Sdlle  (lll'oll  aiiia 


P«(  U'-P 

—^  =  ros  ^ — —■, 

Q                K  V  2 
ft  =  —     * —     sin  --^ — = * 


l>v-P 


,  Q-ky/2     /    1     .      ■''  V 


P^v-I' V4 


/^'~P 


•-',  sin    '-^    ' 


K, 


?K  i   2 


§  IV. 

('(•nulle  la  posiliou  des  C(i(Ji'(l()nnPes  AN  —  a  et  NC  =^  b  'fig.  2  (le|ieii(l 
(le  celle  (le  la  tangente  AN  au  point  A  de  la  courbe  élastiijue  AB(>.  il 
sera  Ixui  d'introduire  à  leur  place  la  corde  AC  el  Fangle  ACT  qu'elle  fait 
avec  la  tangente  (]T  au  point  C  oi'i  la  lame  (dastique  est  supposée  t'ixe. 
Soient  donc   fig.  3;  AC  =  r  et  ACT  =  c/.,  l'angle  CTN  sera  égal  \\  la  valeui' 

Fie.  ^■ 


de  o  au  pdint  C,  c'esl-;i-dire  égal  à  m\  de  sorte  (ju'on  aura 

anele  CAN  =  m  -—  y.. 


■I  de  là 


a  =  ;•  cos  ;  m  —  ai,     b  =  r  sin  m  —  x  . 


Clianijcons  aussi  les  deux  forces  P  et  Q,  qui  agissent  suivant  AP  et  AQ, 
en  deux  autres  (jui  agissent  suivant  AR.  c'est-à-dire  dans  la  direction  de 
la  corde  C.\  prolongée  et  suivant  AT  per[)en(liculaire  à  AR:  et  n(uiiniaiit 
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I;i  |ticiiii('it'  lie  ('«'S  forces  U  cl  l;i  seconde  T,  on  iiiirii 

P  =  R  cos  I  m  —  a I  -t-  'I"  siii  (m  —  al, 
Q  =:  —  It  sin  ni  —  x)  ^-  T  cos  i  m  —  a:  '  ; 

OU  bien,  on  faisant  pour  plus  de  simplicité 

K=/3C0sç,     T  =  /^sinfy, 
eu  sorte  que 


on  aura 


P  =  pcos{q  -h  X—  m), 
Q=z  p  sin  (g  -I-  a  —  /»  1. 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  faire  ces  substitutions  dans  les  é(|nali(nis  trou- 
vées ci-dessus,  et  chassant  ensuite  m,  on  aura  deux  équations  |(:ir  les- 
quelles on  pourra  déterminer  p  et  q,  c'est-a-dire  R  et  T  pai'  /,  /■  el  a. 

S  V. 

Pour  rendre  le  calcul  plus  simple,  nous  remarquerons  d'abord  (|ne  Q 
devant  être  par  l'hypothèse  une  quantité  très-petite,  il  faudra  aussi  (|ue  /> 
soit  très-petite;  donc  on  aura  tant  sin  (m  —  a)  que  sinfq  -+-  y  —  nr  très- 
petits:  mais  m  est  aussi  un  angle  très-petit  du  même  ordre  (|ue  Q:  donc 
les  angles  oc,  m  et  q  seront  tous  très-petits  du  même  ordre,  de  sorte  (|ii'(ui 

aura  à  très-peu  près 

r        im-x]n 

6  =  ;•  (  m  —  x), 

Q  =  P  [q  -hx—  m  ; 

par  conséquent,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  e(|uali(Uis  du  !;  111 
et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 
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on  :iiii-;(,  cii  néa;lii>êant  ce  ciiion  ddil  néyliirer. 


([  -^  y.  —  ni 


y.    =   q 


rose.). 


iV 


{q -k- a. —  «n-  /sina'jj       asino)       3 


4o)  &) 


)■ 


Or,    cette  (Iciiiii'i-e  étiuaticm   (Idiiiic,  en   négligeant  les  (jiiantites   tiès- 
[letites  an-dessus  du  secuiid  urdrc. 


/'              ini  —  a-        \u  —  y. —  m  -  ;  sinaoj        ssiii'»        3 
y  =  ,  -h h  -ï u  _ 

/  2  2  \      40)  r>1  7. 


de  sorte  (jLic  la  seconde  ecjiuilinn  deviendra  celle-ci 

/sino)         \ 
m  —  y.  ^    q  -^  y.  —  «il r  |  : 

or  la  première  donne 

m  =  \n  -^  x)  (  I 1 , 

^  \  COSùi  I 

et  celte  valeur  étant  substituée  dans  ret|uation  précédente,  on  aura 

g  sino) 


a        w  COS&)  —  sino) 

m M   cosw  —  I 

y.        '.)  coso)  —  siu'j) 


donc,  faisant  ces  substitutions  dans  i'cqualion  (]ui  donne  la  vaieni-  dt 


on  aura 


/  0)51112  01  .  3o)- 

I        isnioj  —  o)i-H 2  0)SUioi  H 

r  4  2 


X- 


2  (û)  coso)  —  sino)''- 


Ainsi,  en  supposant  /  et  /■  donnés,    la  dernière   e(|nation   donnera 

(l'abord  oj  en  y.  d'où  l'on  connaîtra  aussi/?  en  y.  à  cause  de/;^  —  ^^-v- '-: 
ensuite  les  deux  antres  éi|uations  doninTont  m  et  fj. 
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8  VI. 


Piiis(|uc  iKiiis  itvoiis  supposé  q  trcs-pdil,  les  deux  furccs  H  cl  T  (§  \\] 
devieiulroiil  R  ==/>  et  ï  ~pq,  c'cst-à-din' 

R  =  --^     et     T=--^7; 

ainsi  l'on  connaitra  les  deux  t'orccs  T  cl  R  pour  cIkuiuc  angle  a. 

Supposons  que  la  force  perpendiculaire  T  soit  nulle;  il  faudra  donc 
que  y  =  o;  donc  aussi  sincj  =  o,  pourvu  (jue  oj  ne  soil  pas  égal  à  zéro; 
autrement  le  dénoniinaleui'  ^jocosw  —  sino;  le  deviendrait  aussi;  donc  on 
aura  w  =  [xn,  u  étant  l'angle  de  i<So  degi'i's  et  u.  un  norulire  (|ueleon(|M(^ 
entier  positif  ou  négatif  excepté  zéro.  Donc  on  aura,  dans  ce  cas, 

d'où  il  s'cnsuil  ([ue  si  le  ressort  n'est  tendu  (pu'  par  une  seule  l'orce  AR 
(|ui  agisse  dans  la  direction  de  la  corde  AC,  il  faudra  i\\\v  cette  force  soit 

dirigée  de  A  vers  C,  et  (|u'elle  ne  soit  |)as  moindre  (|ue  - — rr^'  c'est-à- 

aK-r' 

dire  moindre  que  — p^i  pour  (|u'elle  puisse  produire  dans  le  ressort  une 

très-petite  courbure  quelconque;  et  toute  force  qui  sera  moindre  (|ue 

"  ne   produira   absolument   aucun    effet   dans   la    lame    élaslicpu-. 

M.  Euler  a  déjà  fait  cette  curieuse  remarque,  et  il  en  déduit  des  consé- 
quences relatives  à  la  force  des  colonnes  dans  un  excellent  Mémoire  sur 
ce  sujet,  auquel  nous  nous  contenterons  ici  de  renvoyer.  [Mémoires  de 
l'Académie  Royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres  de  Berlin,  t.  XIII.  année 
1757.) 

Or,  puisqu'en  faisant  oj  =  -  la  force  T  disparait,  supposons  oj^ti  — /, 
/  étant  un  angle  fort  petit,  et  l'on  aura 

f- 
suio)  =  sin/  =  ^     cosM  =  —  cost  =:  —  i  H ; 

ni.  12 
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donc,  en  n(''i;li^c;inl  ce  (|ir(m  doil  ii(''i;Tigcr  dans  les  ('(piaruins  du  s;  \  ,  on 


aura 


d'où  l'on  aura 


i>l  de  lii 


d(in( 


/ 
a        TT  a-  4        4''^ 


5       3a 

a-  4        ^''^ 


^  = 


4(7--'/      5. 


3a  3 


Ainsi,  tant  (|nc  l'ani^dc  y.  sera  rgal  ii   v!  y       ^  -^  la  t'orcc  |)('r|i('inlicii- 

laii'cT  (//'g.'^,  p.  86)  sera  nnllc;  mais  lorsiin'mi  augmentera  ou  diminuera 
eet  angle  x.  e'est-à-dire  l'angle  .VCT.  le  ressort  exercera  perpendiculai- 
rement il  la  corde  At;  une  Ibrce  T  qu'on  |)uuria  déterminer  par-  la  torunile 
précédente,  pourvu  (|ue  a  soit  tort  pelil. 


§  Vil. 

Prenons   maintenant   dans   la   tangente  (IT  un  point   (|U(dcon(iue  C 
[Jig-  '\)  et,  ayant  tire  la  ligne  (l'AR  ,  réduisons  les  loices  P  et  Q,  (jui 


Fig.  4- 


agissent  au  point  A  i^llj,  ii  deux  autres  IV  et  1",  dont  l'une  H   lire  sui- 
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Viiiit  \:t  direction  AR' cl  l'iuiln'  T' suivant  la  direction  AT'  perpendiciE- 
lairc  à  AR';  il  csl  l'ucile  de  lidiivcr  par  une  méthode  senihliilile  ii  (elle  du 
i^  IV  (|U(',  si  l'on  noninic  y   l'angle  AC'T,  et  ([u'on  tasse 

K'  =  //(os</',     '1' =/;'sin^', 
on  aura 

P  =^ p' cos{(j'  -t-  x'      m  , 


S 


Q  =  p'  sin  (  ç'  +  a'  —  m  i . 
Soienl,  de  |)lns.  la  lii;ue  AC  =  /''  et  la  ligne  donnée  CC  =  h,  on  aura 


d'aliord 


\(;  =  ;■  =  t/h'-h  r'-+  a/jr'cosa' 

et 

,,    .        -            ('siiia' 
siiiaisnia;  =l  r  .  r,     flou     sma^;  ; 

ainsi,  avant  rel  y.  en  /'  et  u  ,  on  aura  aussi  a  el  b  en  r  el  a  .  eu  suhsli- 
liiant  les  valeurs  de  /-et  y.  dans  les  formules  du  §  IV, 

a  =z  r  cos  [in  —  a),     h  ^  r  sin  I  m  —  a) . 

Or,  comme  les  angles  a  et  m  sont  supposés  très-petits  de  l'ordre  de  la 
force  Q,  il  est  clair  que  les  trois  angles  a',  q'  et  m  seront  tous  très-petits 
du  même  ordre;  ainsi  l'on  aura  à  très-pèu  près 


P 


P 
r=z  /i  -h  I 


i  —  -i ^    ,     Q  =  p'  [q'  +  a'  -  w :, 


et  de  la 


iir  X  -■ 

X  = 

/'  a 

■?.   h  -h  ;■'  ;  ' 

/• 

2{/l  +  r' 

2 

('» 

rx'    \ 
m  —  -, T 

1- 

h  ■+-  ;■' 
h  z^  '  h  +  r'  \  I  m 

De  sorte  qu'en  faisant  ces  substitutions  dans  les  équations  du  §  III,  et 
supposant,  comme  plus  haut, 

K  V  2 


92 

(III  aura 


q  -^  OC  —  m 

[h  +  r'  I  m  —  r'a' 
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=  cosw'. 


/si  11'.)' 

=  (  ^'  +  a'  —  /n  )  ( ■ I  I , 


Il  -t-  /■'  [  h  r'a."  ■+-  [m  [Il  +  /•')  —  rVp 


n 


7.{li-hr')'  J 

q'-hcx'  —  m)- 1  s\n?.r,i'        2sin'i)'       3\ 


4  m' 


SujiiMisoiis  maiiilcnant  //-!-/•'  =  /,    et  les  ('■(|iialioiis  pivcrdciiti's  ilc 
vicndriint  (cllcs-ci 


m 

q'  -h  oc'  — 

m 

Im  —  r'a.' 

COSr.)  , 


/ 


</'  +  a'  —  /"  1  ( 


SIIIM 


lir'x'^+  (ml —  r'x'y- 


Sinaw'         :>.  sillc)  3 

[g'  +  <x'  —  my  I  —7-^ -, 1- 


V  4  ''•' 


;)■ 


Les  deux  premières  donnent  d'abord 


m       r      oy  (cosm  —  i 


a'        /    m'  cos  m'  —  sin  w' 


x' 


I  I  w'cosw'  -f  sine.)' 


w'  cosw'  —  sinoi' 


et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  troisième,  on  aura,  à  cause  di 
r  4  2 


/ 


J  w'  COS'-.)'  —  siiT-o'P—  '  sinr.)'  —  w'V 


r 
Ainsi,  dans  ce  cas,  l'angle  oj' sera  donne  par  la  seule  (|uaiililc    -  •  cl 

par  consequeiil  la  uuanlite  A  deviendra  aussi  une  foiiclion  de  -7-^   «'l 
comme  /?  = j-, —  5  il  s  ensuit  (|uc  la  force  I  ,  ([ui  est  a  tr<'s-peu  près 


DES  RESSORTS  PLIES.  93 

égale  'a  p  q' ,  S('i"i  toujours  cNiiiiiiicc  \y,\v  une  roiididii  (Ioiiik'c  de        iiiiil- 

a' 
tipliéc  \y,\Y  -p- 

IJuur,  si  l'on  ;i  iiiic  lame  ('lasli(|iii'  AliC,  tixée  en  C  ijig-  '>j.  <'l  «li'iil  l:i 
position  naliiiclle  cl  libre  soil  la  droite  CA',  et  que  l'extrémité  A' de  celte 

Fig.  5. 


lame  soit  forcée  de  décrire  autour  du  point  ('/,  pris  dans  la  droite  CA', 
l'arc  très-petit  A' A,  en  sorte  (|u'(dle  vienne  dans  la  situation  ABC,  on 
fera  CA'=  /,  A'C  =  r',  A'C'A  =  a,  et  l'on  trouvera  par  les  formules  pré- 
cédentes les  deux  forces  //  et  p' q'  que  la  lame,  dans  l'étal  forcé  ABC. 
exercera  à  l'extrémité  A,  la  première  de  ces  forces  agissant  suivant  la 
direction  du  rayon  AC,  et  la  seconde  suivant  celle  de  la  tangente  en  A. 
Et  connue  on  a  ici  /  et  r'  constants  pendant  (jue  u  varie,  il  s'ensuit  que 
00  sera  constant  aussi,  et  (|u'aiusi  la  force  tangentielle  T  ser-i  t(uiiiMirs 
proportionnelle  à  l'arc  AA';  d'oii  il  s'ensuit  (jue  si  un  corps  était  attaché 
à  l'extrémité  A,  ce  corps  ferait  autour  du  point  A'  des  oscillations  iso- 
chrones, dont  on  pourra  déterminer  la  durée  par  les  équations  ci-dessus. 
On  pourrait  se  servir  utilement  de  cette  propriété  des  lames  élasti(|ues 
dans  les  balanciers  des  montres  si  l'on  voulait  se  co^itenter  de  leur  faiic 

Fig.^6, 


faire  des  oscillations  très-petites;   car,  supposant  {Jig.6)  que  A'FGH 
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soil  II'  l);il;iii(.it'i-  (loiil  C  soit  le  centre,  il  n'y  aura  (|u'à  tixer  une  lame 
riastiquc  d'une  longueur  ([uelconque  A'C,  d'un  eôté  à  un  point  fixe  C  et 
lie  l'iuitreau  point  A'  de  la  circonférence  du  balancier,  et  l'on  sera  assuré 
(|ue  ses  vil)rations  seront  isochrones,  au  moins  tant  (ju'elles  seront  très- 
petites,  ce  (]ue  personne,  que  je  sache,  n'avait  encore  démontré  en  toute 
riiiiieur.    ]'uyez  le  XXXVP  Mémoire  des  Opuscules  de  M.  d'Alembert.y 

^  VIII. 

Nous  avons  suj)[)osc  jusi|u'ici  (|ue  la  couihure  du  ressort  devait  être 
très-petite:  voyons  maintenant  comment  on  peut  résoudre  le  Problème, 
en  général,  quelle  que  puisse  être  la  tigure  de  la  lame  élastique.  Or. 
comme  les  équations  trouvées  dans  le  §  II  sont  absolument  inintégrables, 
il  est  impossible  de  détermine)-  les  forces  P  et  Q  en  /.  a  et  />.  ou  bien  les 
forces  R  et  T  en  l,  r  et  y.  f§  IV  par  des  équations  finies;  mais  peut-être 
pourrait-on  les  déterminer  par  des  équations  différentielles  qui  donne- 
raient les  variations  de  T  et  de  R  répondantes  à  celles  de  r  et  y.  c'est  ce 
(|u'il  est  bon  d'examiner. 

Reprenons  donc  les  trois  écpiations  du  §  II,  et,  mettant  d'abord  à  la 
place  de  P  et  Q  les  valeurs  trouvées  dans  le  §  IV,  elles  se  changeront  en 
celles-ci 

as 


dr 
dx  -. 


V  p  \  ces  \q  -i-  X  —  ni\  —  ces  iq  +  x  — 

m 

-f-o! 

Ksinorfo 

\  /'  \  'OS    q-^  X  —  m    —  cos    q  -r  x~ 

m 

—  o) 

Kcosorfs 

V  p  \  cos   q  —  X  ~  m    —  cos   q 


La  seconde  de  ces  équations  étant  multipliée  par  sin   q  —  y.  —  w    et  en- 
suite retranchée  de  la  troisième  multipliée  par  cos   q  —  v.  —  nt  .  on  aura 

cos   q  ^  X  —  m    d.i'  —  sin    q  —  x  —  m   dr 
_  K  cos  [q  -h  X  —  m  -i-o  do 

\  P  V  f  os    q  -i-  X  —  m  *  —  cos  '  q  —  X  —  m  ^-  -^ 

De  même,  en  multipliant  la  seconde  par  cos^—  a  —  m    et  l'ajoutant  a 
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la  troisii'itic  iinilli|ilii'('  pai' siii  :  y  4   ;<  —  m;,  on  aui'a 

fos  [q  -i-  ac—  m)  dy  -t-  si  11   y  -t-  a  —  ni    dx 
_  Vism{q  +  a.  —  /n  +  <p)</9 

V  /'  V  ''"^   (f  +  IX  —  m)  —  cos  î  (/  +  a  —  m  -1-  01 

é(|iiati(»n  qui  esl  absolument  inlégral)l(' et  dont  rinlégralc,  prise  en  soilc 
(|ne  v  elj'  s'évanouissent  lorsque  0  =  o,  est  eelle-ei 


reos  [q  +  a.  —  m]  -{-  X  sin  (7  —  y.  ~  m\ 

_    K  vcos  (7 -4- a  —  ni)  —  cos(7  +  a— ffn- 9) 


Ainsi  il  faudra  eonihiner  celle  équation  avec  ees  deiix-ei 

K     /'  rf?  . 

s^^     _  

\ P  J  V '^os  (7  -î-  a  —  ni\  —  cos  [q  +  x  —  m  +  o) 

X  ros  iq  -i-  X  —  m    —  )  sin  \q  -\-  a  —  m] 

cos    ly        ^  -    /;/  —  (p)  rfç) 


\P  J  \;^os  \q  -h  X  —  m)  —  cos  q  -h  ex  —  m.  -f-  9) 
Soil,  pour  ahrégei'.  q       y.  ~  m.  --;  «,  el  snpp(»sons  que  les  intégrales 

frfcp  /''      cos  in  H- ©)  </» 

y'cosw  —  cos  m -i- 9;  ,'  y  cos  7? 


■  cos  I  n  -\~  o  ■' 


prises  eu  sorte  qu'elles  soient  nulles  lorsque  9  -- o,  deviennent  A  ei  1*. 
lorsque  o^^in,  et  l'on  ani'a,  en  faisant  .i=a,  y=^h,  s  ^=  /  t'I  '^=^m, 
ees  trois  équations 

^  {b  cos  iq  ~  X  —  ni     î-  as'ui  q   :-  x  —  ni)]^  \/'cos  fç  +  z—  m)  —  cos  [q  +  x), 

b'i  -    A 

K    ~     ' 

^  [a  cos  I  (/  +  3!  -  m    -   />  sin  ^  <y  -4  a  —  /»  )  ]  ^  B, 

(*)  Dans  le  texte  primitii'.  le  l'acteur  1  se  trouve  piaré  au  ilénoinuuileur  de  cette  l'orniule  . 
linadvertance  commise  ici  par  l'illustre  Auteur  a  pour  effet  d'altérer  les  résultats  qui  suivent. 
Nous  avons  cru  devoir  faire  les  rectifications  nécessaires  pour  l'exactitude  des  formules. 

(  Note  fie  l'Érlilriir.  ) 
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i>ii  Iiicii.  en  substituant  pour  a  et  h  les  valeurs  du  ^  H 


^-4 


^cos^  =  B. 


-~  siii^  ^  v^cos  iq  ~  1/.  —  m)  —  cos  q  —  x 
Maintenant,  |)uisque  l'on  a 

J  ^  cos«  —  cos   n-i-o) 
^'  \  cos« 


_        ,        ros  «  -i-  c   (/s 


cos   «  -I-  9  ) 

>i  l'nn  t'ait  varier  dans  ces  expressions  tant  ç  que  //,  on  aura 

,    rfo  sinndn    /"  dç, 

v'cosn-coso-^o  2      J   - ç^^ „  _  ^.^^   ,^  ^  ^^ ^ -jl 


</«    r       sin  «  -I-  o  </-. 


rfB: 


i    /*       sir 
^   [cosn 

?    /*       cos   n  —  o'i  ( 
J    I  cos  rt  —  cos  n 


cos  (  «  -1-  9  ■  ]  ' 
cosfn-î-o   </o  sinrt(/n    /*       cos   n  —  o' </o 


;cosn  —  cos  n  -)-  o, 

iin   «-i-o'itfo  ^//i    /"sin  in -1- o)  cos  in-f- o)  rfo 


,     /^      sin  «-i-oiao            tf/i    /•; 
'"  -  / 

J    V  cos  «  —  cos    «-r9J  ^      / 


Or 


I    /•        sin   n  -i-  9 
"^  [cosn  —  cos  « 


[  I  cos  n  —  cos  I  rt  -r-  o  I  ]  " 


J-  -j!        v^osrt  —  cos  «  —  o 

cos  in  -T-  o)  d.c 


p      sin  ( n -t- 9 '  rfo  i    /"sin  i  n  +  9   cos  i/i -H  s 

j  NfOSrt-cos  n  +  9         2/       f^.os„_(.os  „^o  ■ 


cos  {n  -+-  o) 
V  cosrt  —  cos  n  -I-  0) 
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Donc  on  :inrii 

dn  +  do  sin  II  du    /'  </<p 


d\ 


J  [posn 


V/COSK-COS  .«  +  <?«  2        J[pos„_(.osf„^.y)]ï 

cos  n -f- o)  {</«  +  rfq>)       sin/ïrfrt    P       cos{n-h  <D]do 

(/  B  =  -  --=  -f  I ï — '■ 5  • 

Kcosn-cos  n-^0  ->■      J  [cos«  -  ros(«  +  ?)]' 

Supposons,  pour  pins  de  siniplicilc, 

f                do                       „        /*      cos(«  +  o)<f© 
F=    / ,'       b=    / ^» 

J  \  ces  n  —  ces  (  n-i-  9  )  ]  '  ^,/  [  cos  «  —  ros  i  h  -t-  o  )  ]  * 

ol  connnt'  on  ne  peni  pas  tionvcr  les  v;ilcni's  tle  F  et  G  par  rinlciiiation 
il  faut  tàilier  de  les  déterminer  par  le  moyen  des  quantités  A.  B. 
Pour  cela,  je  remai(|ue  i\w  l'on  a  : 

do  cosnda  cos(«  +  o   do 

I"  = ~ 1 ^^ '■ ■■ 7; 

v'cos«-cos(n  +  ?)       [cos«-cos(«--cb)]=       [cos«  -  cos («  ■+?)]  = 

d'oii.  en  intégrant,  on  aura 

A  =  Fcosn  —  G. 

cos  '  n  +  o)  do  cos  n  cos  n  -^  o  )  do  cos'  ti  ^  o  do 


2° 


v'cosn-cos(«  +  <p)  [cosn-cos(n^9)]'       [cosn  -  cos(n  +  ç)^ 

et 

sin(n  +  9)  cos(/i  +  (p)rfy sin-(«-t- 9)  </» 

vccrs/r-cosf«-+-9  vfos"-cos(w  +  9)       2  [cosh  -  cosin -^  9I]'' 

par  conséquent 

sin  re  -4-  o 


2 


d- 


y'cos/i  —  cos  n  -'-  o 


cosncos(n  + 9)  rfo  eos(w  -f-  9)  (fa 


[cos«-cos(n  +  9)]'       v'fosn-cos  «  +  ?         rcos«  -  cos  :  «  -  9 
Donc,  en  inlétirant.  on  aura 


2sin  M  +  oi  ,,  _      „ 


^/cos/t—  cos(«  -+-  9) 
m  f3 
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Ainsi,  ('oml)inaiit  cette  é(jUiilioii  avec  la  précédente 

A  =  Fcosrt  —  G, 

fin  tii'cra 

'  siii    /(  +  cp  I 


R  —  A  cos  n 


„ \icosn  —  cos(«  +  ai) 

■f  —  '. — :; 5 

sin-« 


_                 .           2C0SH  sui  n  -h  o) 
B  cosH  —  A — 


ii  = 


yCOSW  —  cos{n  -t-  9) 


Donc,  sultstitnant  ces  valeurs  clans  les  expressions  de  dÂ  et  <le  r/h 
trouvées  ci-dessus,  on  aura 

,,  dn-hd(çi  sin{n-h  (ù)  dn  iB  —  Acosw)  f/« 

'/  A    =      ^^^=^^-=1=^-4^= ~     -+- ; , 

\/cos«  —  ces  M -1- 91       sin«Y  cosn— cosire -+- 9*  3.sin« 

cos  [n  -h  cp)  (dn  +  do)  cosn  sin  in  -^  o   dii  {B  cos  h  —  A  du 


,/B 


ycostt— cos(rt -(- 9)       sinny/cos«— I  M-  //      9)  ?.sin« 


Donc,  reniettani  ;i  la  place  de /î  sa  valeni' y -t- î,r  ~  m,  et  taisant  9=  m. 
on  aui'a 

dA  - ^i^t^^ 


v'cos (g  -h  a  —  m)  —  cos iq  4-  a) 

sin  [g  -h  a   [dq  -h  da  —  dm] 


s\n  q  +  a  —  OTi  y/cos(g  -i-  «  —  wi)  —  cos(ç  +  a 
B  —  A  cos  (q  -^  a  —  m) 


■y.sin tq  -t-  a  —  m) 


[dq  +  (ly.  —  dm.). 


JB 


cos  [q  -i-  XI  \dq  -^  dx) 
s/cos{q  -h  X  —  m)  —  cos(q  +  x) 

cos  iq  -^  X—  m)  sin(q  -h  x)  (dq  -i-  dx  —  dm) 


sin  (^  -h  X  —  m  y  cos  q  -h  x  —  m   —  cos  [q  -h  x) 

,    Bcos(a +  a  —  w)  —  A  ,  .  ,  ,    . 

H .— Uhi  -+-  ilx  —  am\. 

3.sni(^  +  a  —  m] 

Donc,  faisan!  pour  plus  de  simplicité  c/.  —  m  =^  [i,  on  aiiia  enlin  ces  trois 


« 
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éqiiHlions 

î_!_  uni  /i  —  . 


siiwy  =  v'cos(^ -f- P^  —  cos  ç  4- a), 


d[ilE\- dq^cl 


\/cos{q  -f-  (3)  —  coslg  -t-  ai) 

sin  q  -\-  x)[dq  +  d!^ I 


d[  -jJlrosq 


sin(^  -i-  (3)  v/coslç  4-  (3)  —  cos(^  -(-  a) 

/•coso  — /cos  cf -t- (3      -,         ,, 
2Ksin(^ -4- (3:        ^'^      '         '^ 

cosiq  -h  (X  !  dq  -^  dy. 

^fosfg  4-  (3  :  —  Co^   .y    •    -A 

cosig  -I-  P)sin(g  -i-a)  [dq  -h  d^) 


sin,,q  -+-  (3)  ycosig  -i-  (3)  —  oosig  h-  al 

rcosq  cosiq -h  &)— I    -     ,  ,. 
^iT-- — ^ V  P  '  dq  -t-  (/  a  . 


§  IX. 

Telles  sont  les  équations  |)ar  lesquelles  on  doit  déterminer  les  loices 
R  =:pcosq  et  T  =ps\nq,  que  la  lame  élastique  ABC,  fixe  en  C  ! /?^.  '^, 
p.  86),  exerce  à  l'extrémité  A,  en  supposant  donnés  la  longueur  /  de  I 
lame  ABC,  la  corde  AC^/"  et  l'angle  TCA  =  «.  Pour  faciliter  le  calcul 
prendra  la  valeur  de  cos  (q  +  |3)  de  la.  première  équati(ui  et  on  la  siijtsli 
tuera  dans  les  deux  autres,  lesquelles  deviendront  par  là 


on 


•\p  smq 


HK^ r  ^p  sinq d  [r  ^'p  sïnq)  -t-  i6K*rfcos(ç  +  a 
i6K'—  [r^;?  siii-q  ^  4ï^^fOs(9  -i- a  ]^ 
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rfl  '-—-cosq 


a  K  cos  {g  -i-  awdq  +  dixi 


r-psm'q 


-\-cos  q-hx 


X 


8R=f  vp  s,inqd'  r  s,'p  sin  </  )  +  i()k'^  cos  g  +  g  , 
i6K'  —  [/•=/?  sin=^  -I-  î  K-  cos  ^  +  a  ]' 


Os  équatioiis  sont,  cornnu'  on  voil,  [\i\[)  complKiuées  pour  qu  on 
puisse  en  tiicr  (|Ufl(iue  kiniièrc  sur  hi  loi  des  forces  tcndiintes  RetT: 
(•('pendant  (dies  pourraient  servir  à  deteruiiuer  la  vraie  figure  de  la  l'usée 
au  moins  par  une  équation  (iiirérenti(dle. 

Pour  cela  on  supposera  que  ('.  fig.  >.  p.  ^^y  soit  le  centre  du  i)arillet 
ou  taïuhour,  où  le  r.essort  est  renlerme.  et  à  la  circonférence  duquel 
l'extrémité  mobile  A  est  attacliee;  de  celle  manière  r  sera  le  rayon  du 
tambour  qui  est  constant,  et  a  sera  l'angle  ijne  le  land)ouraura  parc(»urii 
eu  Imirnanl  autour  de  sou  axe  punr  liaiidcr  le  ressort:  de  sorte  que  ry. 
sera  ésal  a  la  lonarueur  de  la  corde  desciildrlillcc  d'aulour  du  tainlMiiir 
el  entortillée  autour  di-  la  t'usee:  donc,  si  l'on  considère  la  courbe  qui, 
parsa  rev(duliou  autour  de  son  axe,  produirait  le  s(dide  donton  doit  t'aiiv 
la  tusée,  et  ([u'ou  nomme  v  l'ordunuee  de  cette  courbe  et  ds  l'élément  de 

l'arc,  on  aura  l  \ ds  pnur  la  portion  de  surface  de  la  fusée  qui  sera  cou- 
verte par  la  corde  el  (]ui  devra  par  conséciuent  être  égale  à  la  longueur  cir 
de  la  corde  entortillée  à  la  fusée,  cette  longueur  étant  divisée  par  le  dia- 
mètre même  de  la  corde;  ainsi,  nounuaul  e  le  diamèlre  ou  l'epaisseni'  de 
la  corde,  ou  aura  d'alnird 

fyds 

ev 


Maiulenaul  il  est  claii'  tiuc  la  corde  ne  seia  lendue  par  le  lessorl 
qu'avec  une  force  égale  àT^/^sinr/.  l'aulic  force  R  ne  faisant  (|iu'  [tres- 
ser la  surl'ace  du  taud)our  au  point  on  l'exlrcmile  du  ressort  est  atlacbée; 
donc   le  moment  de  la  force  du  ressort  pour  faire  tourner  la  fusée  sera 
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Tr=  v/^siiiiy.  l("(|ii('l  (IcvMnt  virr  l'onslaiil,  on  ;mr;i  ["('(iiiMliim 

ainsi,   il   n'y  aiiiM  (|ii';i  sulisliliicr  diiiis  les  deux  ('(|iiMlii»iis  iiiccidciilcs 

o-  j  )'  ils 

— ^    -  ;i  lii  phicc  (le  I)  l't  ~ il  la  iilace  de  v.  ol  clinssaiil  cnsiiilc  la  va- 

jsiiu/  '  '  er  ' 

l'iiihlc  c/,  on  auia  iiiic  (■(iiialiim  l'iili'c  y  li  r/.v,  (|iii  (Idcciiiiricra  la  iiiiliiir 
(le  la  (■(Mirlx'  de  la  riiscc. 

Dans  les  rcclu'rclH'S  pircf'dcnit's  nous  avons  snpposé  (|U('  le  rfssoi'l 
(Manl  fixe  par  luu'  de  ses  extrémités,  rautre  était  l'elenue  dans  une  posi- 
tion donnée  par  denx  forces  appliquées  à  cette  extrémité,  et  nous  avons 
cherché  la  vah^ur  de  ces  forces;  mais  si  l'on  voulait  que  la  laiiifente  à 
cette  même  extrémité  tut  aussi  donnée,  alors  il  faudrait  qu'une  troisii'inc 
force  agit  sur  la  lame,  et  (|u"elle  fut  a()pli(iuée  à  quelque  distance  de 
l'extrémité  dont  il  s'agit  pour  (|u'elle  pût  avoir  quelque  mouieiil  par  rap- 
port à  celte  extrémité. 

Ainsi  l'on  imaginera  qu'une  verge  inflexible  AP  '  Jig-  2,  p.  S2  soi! 
jointe  à  la  lame  élastique  en  A,  et  que  cette  verge  soit  tirée  au  point  P 
par  une  nouvelle  force  M,  dont  la  direction  soit  perpendiculaire  à  AP. 
c'est-à-dire  parallèle  à  la  force  Q  qui  agit  suivant  AQ  §  II  >:  et  il  résul- 
tera de  ces  deux  forces  M  et  Q  une  force  unique  M  -1-  Q  agissant  perpen- 
diculairement à    la  verge  AP,   et   à   une   distance  du   point   A   égale  à 

TT-^ — T  AP.  Or  la  force  P  donne,  connue  nous  l'avons  vu  dans  le  para- 
M  -1-  Q  ' 

graphe  cité,  le  moment  P  v  par  l'apport  au  point  B,  et  la  force  M  —  Q 

donnera  par  rapport  au  même  point  le  moment  M  ^Q   1  jr^ —  AP  —  ,r)- 

c'est-à-dire,  en  faisant  AP  --  c  et  .Al  -f-  Q  —  N,  le  moment  Me  -j-  N.r:  d'où 
il  s'ensuit  qu'on  aura  [lonr  ri'wjiiation  de  la  lame  clastiijue 
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Donc,  faisant  Ips  mêmes  siil)stitulinns  que  dans  le  §  II.  on  aura 


M  c  -r-  N  /  cos  ç/  (/i  —  P  /  sin  o 

(If  sorle  (|ue  lors(|Uc  o  =  o,  on  aura  iei 

7.K-d 


ds  -—  — , 
as 


ds 


Mr. 


(j'tle  ecjuatiiui  étant  (lillricutiée,  et  ensuili'  niulti|jlife  par  ~  et  inlé- 
gréc  ili'  nouveau,  donnera 

C  —  Pcoso  —  ^  sino  =  — p-^5 

ds^ 

oii   la  constftute  C  doit   être  ilclrrininee  par  la  conditiou   i|u"i'n   taisant 

.,  d'.         Me       .      .  ,. 
-^  =  ()  on  ail  -p  =  — f— ;  ainsi  I  un  aura 
as        2  K- 


donc 


ds 


C  =  P-^- 


\/  -r-, ^  P  I  —  coso)  —  >  sino 

V  41^' 


j  Ksinorfo 

dy'=z 


/M^f--       „  .       X-    ■ 

V/  -TT^ — ^  F  I  —  coso)  -H  j\  sino 


j  kcoso(/c 


P  (i  —  coso  I  —  N  sino 


i'i|uations  qui  ne  dilTèrent  de  celles  du  §  II  que  par  le  ternie  constant  'j^,- 

§  XI. 

Si  les  quantités  P  et  N  étaient  nulles,  c'est-à-dire  si  la  force  tnngen- 
tielle  s'évanouissait  et  que  les  deux  forces  perpendiculaires  fussent  égales 
entre  elles  et  de  direction  contraire,  alors  la  lame  élasticpie  prendrait  la 
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'    tiglllT  d'iiii  (crclc,  car  on  aiii;iil,  dans  ce  cas, 

,        aK'rfo         ,         ?.  Iv-sino(/o         ,  .>,K^cos9</o 

Me  -^  Me  Me 

d'oii  l'on  liicrail  par  l"n:lci;rali(iii 

Me   '  Me  ^  Me 

ce  (lui  inoiitrc  (iiic  la  coiiilic  csl  un  cccclc  dont  le  raxoii  csl  ^^— • 
'  '  Me 

Donc,  si  les  (|iiaiUitt's  P  cl  N,  ;ui  lien  d'clic  nulles,  elaicnl  senlenienl 
li'ès-petitcs  vis-à-vis  de  la  quantité  ttt'  '"  '"U'I"'  sérail  à  lrès-|ien  [irès 
circulaire,  et  (die  ne  serait  autre  chose  qu'une  espèce  de  spirale  fort  peu 
dillérente  d'un  cercle. 

(iiomnie  ce  cas  mérite  d'être  examine  en  détail,  nous  allons  en  l'aire 
l'oiqet  du  paragraphe  suivant. 

§  XII. 

M'c" 
Supposons  donc  P  et  N  très-petites  vis-à-vis  de  y-^^  '''  '''  "n''""''*^ 

radioale 

K 


1  /  y-jT-  H- P 'I  —  noso)  +  N  sincp 
deviendra  à  très-peu  près 

2k=r  2K=P  2K^N     .        I 

Me  I  .M'e^  ^  M^e'  | 

Soit,  pour  abréger. 

2K^  2k-P  aK^N 

Me  ~  Me-   ~    '        M=c=   ^    ' 

et  les  e(juations  du  §  X  deviendront  celles-ci 

ils  =  R  [i  —  T  i  I  —  coso)  —  \sincpj  da, 

(/r  =  R  [i  —  T  1 1  —  C0S9   — Vsincp]  sin  9  </&, 

f/^=^  R  [1  —  T  1 1  —  roso  I  —  V  sino]  ros9  rfç,, 


104 


SUR    LA    FORCE 


lesquelles  ('ta II (  intégrées  eu  sorte  (|iie.r,  vet  s  soient  iiiils  lorsque  0  =  0, 
on  aui'ii 

5  =  R[(p  —  T(9  —  sincpi— V(i  —  costpi], 


.r=Kr. 


cos  9  —  T  (  -^  —  cos  o  -I-  -^  ces  2  9  j  —  V 


I/O  I 

sin9  4-  T    -  —  sin9  -h  -  sin?.  : 


O  1 

I      I 


SUI'C 


4 


-  cos  2  9 \ 


De  sorte  ({u'en  faisant  s  ^  /,  v  ^----  />,  .r  =  a  et  'v  =  m  f  §  Ily,  on  aura  ces 
trois  é(|nati(Mis 

/  -=  R  \[m  —  T  (w  —  sinw^  —  V  (i  —  cosm)], 


/<  =  R     I  —  cos»;  —  T  (  -  —  cosOT  -v-  -,  cos2/?(  1  —  V  ( -,  siiia/» 


4 


a  =  R    sin  »(  +  T  ( sin 


I 


ni  +  y  Slll 

4 


2  «M  ~  ^  l  7  ~  7  '^'*^*  ^  '" 


§  XIII. 

Maintenant,  si  l'on  tire  par  les  extrémités  A  et  C  \fig.  -] )  de  la  lame 
élastique  les  perpendiculaires  AH  et  CH  aux  tangentes  AN,  CT,  il  est  clair 


que  l'angle  AHC  sera  égal  à  m;  de  sorte  que  si  l'on  fait  AH  =/j,  CH  =  y, 
on  aura 

AN  =  a  =  g  sin  m     et     NC  =  6  =  /?  —  g  cosm, 
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'et  les  équations  dii  paragraplic  préccdeiit  donneront  celles-ci 

/ 


R  = 


m  —  ï  (  m  —  sin  m  i  —  V  i  —  ces  m 


I  —  ces  m  —  T  \-j  —  cos/n  +  -r  ros?.  w  )  —  V  ( -j  sin  ?  m  \ 

■Il  \  4  4  '  \  '-        4  / 

m  —  ï(m  —  sin/;/        \    i  —  cosml 
sin  m  -+-  T  ( sin  m  +  -r  sin  a  m  1  —  V  f  -    —  -  r-os  2  m  1 

\2 4        y       4    4 i 


q  sin  ni 

/  m  —  T(»i  —  sinm) — V(i — cus//i 

Si  l'on  fait  T  =  o  et  V  =  o,  on  a 


p  ~  q  cosm 1  —  ces  m       q  sin  m       sinw 

— , — , 

/  m  l  m 

d'où  l'on  tire 

/ 
n  =  q  =  —■ 


Donc,  tant  que  V  et  T  seront  très-petits,  on  aura 


l{i-ht)  l(i-hu) 


P=       „.      '     ?  = 


m  m 


t  et  u  étant  des  quantités  très-petites  de  l'ordre  Y  et  T.  Donc,  si  l'on  sub- 
stitue ces  valeurs  dans  la  seconde  et  la  troisième  des  équations  précé- 
dentes, et  qu'après  avoir  multiplié  en  croix,  en  négligeant  les  (juantités 
très-petites  du  second  ordre,  on  fasse,  pour  abréger. 


on  aura 


'm  sin  m  ^  \ 

A  =  sin  ni I  -T-  cosm    ? 


u.=;  Il  —  cosm  I- m  —  smm  cosm\ 

V  ^  —    m  -i-  sinni  cosm)  —  sin-w, 
2 

m 
p  :=   I  —  cosni    siiini (m  -i-  i  —  asin-ni 


[  /  —  «  ces  m  m  ^  AT  -f-  u  ^^ 
uni  sinni  =^  vT  ■+-  oV, 


III. 
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<l'i)ii.  (Ml  faisant  encore 

sin'/nii  —  cosm)       sinni  /msinm 

ff  = : z —  ,/?!  +  I  —  asin'ni I  -t-  cosm 

24  V      2  j 

—  'i  —  cos»)  '  'sin/?(  fos/«  -I-  /h"! 

»!  sin-OT 

-t-  -r    m  —  s\n-ni  cosni' m  —  sinm  cosm  , 

4  2 

011  auia 


„  _  p  t  —  M  cosm)  —  a u  sîn m 


lu  sinm  —  m   t  —  u  cos/n) 

V  — » 


et  (le  là  on  trouvera  aussi  R  par  la  [iremière  (^(]uation. 
Ainsi,  connaissant  R,  T  el  V.  on  aura 


§  XIV. 

Donc,  si  l'on  suppose  cjue  C  {fig.  7,  p.  lo'i  i  soit  le  centre  du  tambour 
ou  barillet  dont  le  rayon  soit  C'A,  et  que  le  ressort  CA  soit  fixé  par  l'extré- 
mité C  d'une  manière  (juelcon(]uc  à  l'axe  dubarillet,  et  que  par  l'autre 
extrémité  A  il  soit  fixement  apprK|ue  à  la  circonférence  du  barillet,  en 
sorte  que  la  courbe  du  ressort  toucbe  la  circonférence  du  barillet  au 
point  A;  nommant  y.  l'angle  parcouru  pai'  le  barillet  en  tournant  autour 
(le  son  axe  depuis  la  ligne  fixe  CC,  c'est-à-dire  l'angle  AC'C,  et  faisant 
le  rayon  du  barillet  AC  égal  à  r.  la  ligne  CC  égale  à  0  et  l'angle  C'CH 
égal  à  A,  on  aura 

osina  îsinA 

m^y.-\,     ^=-777- 7-'     P  = 


siii   a  —  A         '  sin  uz  —  A  > 


Ainsi,  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  du  paragraphe  pré- 
cèdent, on  trouvera  la  valeur  de  la  force  tangentielle  P  en  x,  et  de  là 
on  pourra  déduire  la  figure  de  la  fusée  comme  dans  le  S  IX  en  faisant 


}r 


ds 


V.  =  — et    y—%- 
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f       II  faut  cependant  nl)seivei'  que,  cdmine  nons  avons  vu  flans  le  |)aia- 

graplie  cité  (|ne  p  cl  c/  ddivcnl  ctic  a  lics-iicu  près  égaux  ii  -  ■   il  l'andra 

que  l'angle  A  soit  lirs-petil  cl  (|uc  /■  e|  o  soient  à  Irès-pcu  près  cganx 

à  — :   d'dîi  l'on  voit  (jiie  ikiiii' inie  ce  cas  ail  lien  il  l'aul  (Uie  l'cxIreiMilc 
/)(  III  1 

lixe  ('.  (In  ressort  soit  fort  pri-s  de  la  cii'coni'érence  dn  liaiillel  cl  (|ue  la 

tangente  en  (',  soil  presque  perpendiculaire  an  rayon  Œ . 


§  XV. 

An  reste,  la  condition  (|uc /j  cl  f/ soient  pies([ue  égaux  a   —  ne  serait 

pas  nécessaire  si  l'on  supposait  que  les  quantités  /  et  m  t'nsscnl  tri-s- 
grandes  du  même  ordre;  car  alors  les  quantités  T  et  V  pourraieni  cire 

supposées  très-petites  de  l'ordre  de  — ■.   et  l'on  aurait  dans  celle  hypo- 
thèse (§  XIII)  les  équations 


K 


V  m  1 1)1 

I  —  cos/»  — .  snu/(  H 

p  —  qcosm  2  qsium  :>. 

/  ~  m  I       ^  m 


d'où  l'on  lire 


m 


1  \-j-  q  —  Il  siii  ni 


V  ^  —  ■■ ■■ 1 


?.  K'T  aK-N 

de  sorte  (|ue  P=  ^n^r-  et  N  =        ,      seront  des  quantités  l'orl  petites, 

comme  on  l'a  supposé  dans  les  calculs  du  §  XII. 

O  cas  aura  donc  lieu  lorsque  le  l'essorl  sera  fort  long  et  qu'il  fera  un 
trè.s-grand  nombre  de  tours  en  forme  de  spirale.  Ainsi,  si  l'on  suppose 
qu'un  pareil  ressort  soit  appli(|né  it  un  lialancier  dont  le  centre  soit 
C  ^fig-^j,  p.  io4;,  et  que  l'une  des  extrémités  du  ressort  étant  arrêtée 
en  (".  l'autre  soit  fixée  perpendiculairement  au  rayon  (TA  du  IjalatH-ier. 

'4- 
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on  iioiniiicra  p  et  /%  comnio  dans  le  §  XIV,  les  distances  données  VA]' 
cl  AC,  A  l'anj^le  donné  CŒ  cl  a  l'anj^ie  variable  AC'C,  et  l'on  aura 

psinA  psina 

sin(a  — A)       '       sin(a  — A) 

w  chiiil  la  circonrercncc  du  cercle  et  a  déiiolanl  le  uondire  des  tours  (jue 
le  l'cssorl  l'ail  auliuii'  de  C  et  (|ni  doit  cire  tori  i^iaiid. 

Diuic  la  force  lani^cntielle  P,  (|ui  tend  ii  faiic  huiruer  le  halaiicier,  seia 

à  lirs-|ieu  |iri's,  en  Taisant  >.  =  '-^-^ 

D_   ^^"[^'^C'sina  —  ^."Sin(a  —  A)] 

d'(u'i  l'on  voil  (|ue  celle  force  sera  nulle  l(US(|nc 

).p  silla  ;=  sin  (a  —  Ai; 

ainsi,  di'uotant  par  m  la  valeuide  c/.  (|ui  répond  à  celle  eqnaliun,  en  sorle 

que  l'on  ail 

sin  A 
tango) 


cosA  —  /p 
el  su|i|)osanl  en  i^eiieral  y  ^  o)  -f-  '|,  on  aura 

,,  _  K-X'[^p  cosf.i  —  cos  (o)  —  A)]  sind/ 

Pi  II'  nionicnl  |)our  faii-c  lonrner  le  lialancier  sera  P/-. 

Donc,  si  l'on  nomme  H  le  moment  d'inertie  dn  lialancier,  cl  qu'on 
fasse,  pour  abréger, 

K=>i=;-[Xpcosw  —  cos(w  —  A)]  _ 
nu  aura,  pour  le  mouvemenl  du  balancier,  reiinalion 
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'(|iii  l'sl  l;i  iiH'iDi'  (|ii('  (('Ile  (lu  iiMiiivciiiciil  (l'un  pendule  simple  (huit  l;i 
longueur  serait  ^)  ^'•elanl  hi  toice  de  la  gravite'-;  de  sorle  i\\\i'  le  balan- 
cier fera  des  us('illali(Uis  senil)lal»les  à  celles  d'un  tel  pendule,  el  le  puinl 
de  repos  sera  où  '|  =  o,  c'esl-îi-dii'e  oii  l'iingie  oc  sera  égal  à  ',). 

Ainsi,  plus  la  longueur  du  ressori  el  le  n(Huhre  de  ses  tours  anyruen- 
ler(Uil,  plus  le  uxuivenienl  du  halanciei'  approchera  de  celui  d'iiii  pendule 
simple  circulaire,  de  sorte  que  le  mouvement  du  pendule  peul  (ire  re- 
gard»' comme  la  limite,  et  l'asymptote  de  celui  d'un  ItalaïU'ier  mù  par  un 
ressort  spiral,  pourvu  ([lu-le  ressort  soit  d'une  épaisseur  nniiorme  el  (|ue 
son  étal  lii)re  soit  la  li!j;ne  droite. 

§  XVI. 

Si  l'on  voulait  (|ue  l'extrémité  A  'fig.  7,  p.  lo/j  du  ressori  lût  allachée 
à  l'axe  même  du  balancier,  comme  on  le  pratique  ordinairement,  alors 
les  forces  P  et  Q  (§  X  i  seraient  détruites,  et  la  l'orce  M  serait  celle  (|ui 
agirait   sur   le  balancier  p(Uir   le   l'aire    huirner  avec   un   momeni    égal 

ti  Me  =  -=r-- 

Ainsi,  dans  le  cas  du  paragraphe  précédent,  ce  momeni  serait  2K--T: 

par  consécjuent  il  serait  presque  constant,  de  sorte  qu'il  n'en  résulterail 
point  de  mouvement  oscillatoire,  (^elle  manière  de  l'aii'c  agir  le  ressori 
conviendrait  donc  beaucoup  au  ressort  nioleur  (|ui  l'ait  lourner  le  barillel  : 
car  son  action  étant  par  ce  moyen  prevS(|uc  constante,  la  t'usee  ne  sérail 
plus  nécessaire. 

Au  reste,  il  faut  toujours  se  souvenir  (jue  ces  conclusions  sont  fondées 
sur  l'hypothèse  que  la  lame  du  ressort  soit  naturellement  droite  et  que 
sa  longueur  soit  très-grande;  c'est  ce  (jui  fait  qu'elles  n'ont  pas  lieu  dans 
les  ressorts  ordinaires  qu'on  applique  aux  horloges,  mais  il  n'est  pas 
impossible  qu'elles  puissent  être  d'usage  dans  quelques  occasions. 


1J«  SI  H    LA    FOKCE   DES  RESSORTS   PLIES. 

§  XVll. 

Si  l'on  ne  voulait  pas  adoptci-  l'iiypothèse  que  nous  avons  faile  ci- 
dessus,  que  les  forces  P  et  N  soient  très-petites,  il  faudrait  revenir  aux 
é(|uations  générales  du  §  X  et  en  déduire  des  équations  différentielles 
entre  les  forces  M,  X  et  P  par  une  méthode  analogue  à  celle  du  §  Vill. 

Pour  cela  on  fera 

P^=pCOS(J.       !N=;/7Sni^,       -y-r ~  "  ^  pi', 

et,  sup|)osant  ensuite 

^jc  sinq  ~  r  fosq   ^  =  \,       xcosq  —  )■  smq    V- =  \  ,     — ;J-=Z. 
K  '  K  K 

nu  trouvera,  en  ayant  soin  d'ajouter  les  constantes  nécessaires  pour  (juc 
a-,  vet  z  s'évanouissent  lorsque  9  =  o,  el  faisant,  pnur  plus  de  simplicité, 
q  ^- o  =^  ".  on  trouvera,  dis-je.  ces  trois  e(|ualiuiis 

X 


—  =  y'r  —  cos u  —  ^  ;  —  cosg, 

cosudu  cosq  dq  dr     /'rY  —  Z  /sinw  rsinq 


n 


di 


^ /• — ces?/        \r — C03(/         '       '"' \       -  \r  —  cos«        ^r — cos^ 

du  dq  di      ,  \  —  i'L  sin«  sin^ 


y'  /■  —  co.-,  u        y  /•  —  eus  q 


i  —  i-\      2  yr  — cos«       yr— cos^/ 


dans  lesquelles  on  pouria  faiie  x  ^=  a,  y^=  b.  s  =^  l  et  ç.  =  /n,  comme 
dans  le  paragraphe  cité. 


SUR   LE 


PROBLÈME  DE  KEPLER, 


SUR    Ll' 


PIIOIJLKMI':  DE  kÉI'LER 


{Mémoires  ilr  /'  h  (idfiiiic  n  il  air  des  Siiciici's  cl  Itctics- Lettres 
de  lierlni ,  I.  \XV,  1771.) 


Ce  Problème  consiste,  coiniiic  on  sait,  à  couper  l'aire  eHi|)ti(|ii('  en 
raison  donnée,  et  sert  principalement  à  déterminer  ranomalie  vraie  des 
planètes  par  leur  anomalie  moyenne.  Depuis  Kepler,  ([ui  a  le  premier 
essayé  de  le  résoudre,  plusieurs  savants  Géomètres  s'y  sont  appliqués  et 
en  ont  donné  différentes  solutions  qu'on  peut  ranimer  dans  trois  classes. 
Les  unes  sont  simplement  arithmétiques  et  sont  fondées  sur  la  rèi;le  de 
fausse  position  :  ce  sont  celles  dont  les  Astronomes  se  servent  ordinaire- 
ment dans  le  calcul  des  éléments  des  |)lanètes;  les  autres  son!  i^éome- 
triques  ou  mécaniques,  et  dépendent  île  l'intersection  des  courbes  : 
celles-ci  sont  plutôt  de  simple  curiosité  que  d'usage  dans  l'Astionomie; 
la  troisième  classe  enfin  comprend  les  solutions  algébriques,  (jui  donneiil 
l'expression  analytique  de  l'anomalie  vraie  par  l'anomalie  innyenne, 
aussi  bien  (|ue  celle  du  layon  vecteur  de  l'orbite,  expressions  cjui  sont 
d'un  usage  continuel  et  indispeiisable  dans  la  théorie  des  perturbations 
des  corps  célestes. 

L'équation,  par  laquelle  on  doit  déterminer  la  relation  qui  a  lieu  entre 
l'anomalie  moyenne  et  l'anomalie  vraie,  est  transcendante  et  ne  peut 
|>ar  conséquent  être  résolue  (|ue  par  approximation,  de  sorte  (|u'(ui  est 
oblige  d'avoir  recours  aux  suites  infinies  :  or  on  ne  peut  déterminer  di- 

(*)  Lu  à  rAcadéinie  le  1"'  iiovembn'  1770. 
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recteniciit  (|iic  raiionialic  iiiDyciiiit'  pai'  raiioniaru'  vfaii';  cl  |)our  avoir 
rcxprcssioii  (le  (■cllc-ci  par  le  moyen  de  cellc-lii,  il  taul  employer  la  mé- 
thode du  iel((iir'  des  suites,  <|ui  est  iion-seuleiueiit  longue  et  pénible, 
mais  (|ui  a  aussi  l'ineonvénient  de  donner  des  séries  irrégulières  où  l'on 
ne  saurait  eonuailre  la  loi  des  termes.  .l'ai  donné,  dans  un  .Mémoire  im- 
prime dans  le  volume  de  l'année  17GH  "  ,  une  méthode  partieuliére  pour 
résoudre,  par  le  moyen  des  séries,  toutes  les  é(jualions,  soit  algébriques 
ou  transeendantes;  comme  celte  méthode  joint  à  l'avantage  de  la  facilité 
et  de  la  simplicité  du  calcul  celui  de  donner  toujours  des  séries  régulières 
et  dont  le  terme  généi'al  soit  c(»nnu,  j'ai  cru  (|u'il  ne  serait  pas  iiuitile 
il'on  l'aire  l'application  au  fameux  Probli'me  de  Kepler,  et  de  fournir  par 
là  aux  Astronomes  des  fornuiles  plus  générales  que  celles  qu'ils  ont  eues 
jusqu'à  présent  poui'  la  solution  de  ce  Problème  :  c'est  là  l'objet  du 
|)résenl  Mém(/ire 

.1. 


Soit  ABD  une  demi-ellipse  dont  le  grand  axe  AD  est  égal  à  2a,  le  demi- 
petit  axe  CB  égal  ;i  ma,  la  demi-exeeniricité  CF  égale  à  na  ^a\  \ 


m\ 


en  sorte  ([ue  n^=\'i  —  m'^;  soit  de  plus  le  rayon  vecteur  FL  égal  à  ar. 
l'angle  de  l'anomalie  vraie  DFL  égal  à  m,  le  rapport  de  l'aire  entière  de 
l'ellipse  à  l'aire  DFL  comme  l'angle  de  quatre  droits,  (jue  je  nomme  77, 
à  l'angle  /  qui  sera  par  coiisé(|Ment  l'angle  de  l'anomalie  moyenne:  il 
s'agit  de  déterminer  tant  /•  (|ue  (/  par  /. 

Pour  cela  (ui  décrira  sur  le  urand  axe  .\D  le  demi-cercle  AED.  et  avant 


(*)  OEiii'ii's  (II-  Lit^Kin^c ,  I.  m.  p. 
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mené  par  le  point  L  l;i  di'oitc  NL.M  pciiiciidiciilairc  ii  AD,  et  lire  pai'  N 
les  droites  NF  el  NC,  on  considérera  ([ne  par  la  nature  de  relli()se  l'aire 
eHipti(|iie  DFL  a  ii  l'aire  DFN  la  même  |iroportion  (jiie  l'aire  eiilière  de 

l'ellipse  a  ii  l'aire  entii're  du  cercle,  laipudle  est de  sorte  (pi'on  aiiia 

aussi 

m:t=  —  :I)I'N, 

9. 

et  par  eonsécnieni 

_  2  DFN 
a' 

Or,  nomniaiil  .r-  l'angle  DtlN  qu'on  appelle,  d'après  Ke|)lei'.  Vaïiormilw 
de  l'excentrique,  on  aura 

CM^flCos*',     MN=;«sin.r     et     ML  ~- /««  siii.r  ; 
donc 

DFN  =  DCN  +  FCN  =  DCN  +  ?^^^^^^  =  ^  +  ^^^^^i^, 

?  2  2  , 

donc 

<  =:  X  +  nsinx. 

Maintenant  on  aura 


FL=ar:=;:yFM  +  ML  —  a  \j(n-^  cosxf  +  m' sin'x y 
et,  à  cause  de  m-  =  i  —  «^, 


a/'  =^  «  y/ 1  +  ?.n  cosx  -t-  «- ces- a'  ^=  ayi  -^-,  n  eosa-  ; 

donc 

;■=  I  +  «  eos.r. 


De  là  on  aura 


ML  fffsin^ 

sm  u 


ces  M 


LF        I  +  n  oos^' 
FM         «  -I-  cosx 


LF        I  -\-  n  cosx 


donc 

ou  bien 


siHK  1)1         smx 


i-(-cosM        \ -\- n  I -T- cosx 


I             /;(  I 

tans  -  M  = tang  -  x. 

1.  I  -i-  7J  •> 


i5. 
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Si  l'on  voulait  avoir  l'expression  de  l'angle  u.  on  difl'érentierHit  cette 
équation,  ce  qui  flonnernif 


du  m  dx 


cos^  -  u  nos'  -  X 

2  2 

OU  Ilicn 

du  m  dx 


I  -!-  COSM  I  -^  «    I  H-  COS^ 

et,  substituant  pour  i  -i-  cosm  sa  valeur  ''i  -t-  /i)  — ^ — •>  on  aurait 

,  m  dx 

du: 


I  -1-  «  cosx 
Ainsi  l'on  aura  d'ahord  .r  en  /,  et  ensuite  ret  u  en  ;r. 

II. 

Il  faut  donc  commencer  par  tirer  la  valeur'  de  ,r  de  re(|uation 

t  =^  X  -^  n  sin.r, 

ce  qui  ne  peut  se  taire  que  par  approximation;  or,  de  toutes  les  méthodes 
connues  d'approximation,  je  crois  que  la  plus  simple  et  la  plus  générale 
est  celle  que  j'ai  exposée  dans  mon  Mémoire  sur  la  résolution  des  équa- 
tions littérales.  J'ai  pnnive  dans  ce  Mémoire  (jue  si  l'on  a  une  eipialion 

([uelconque,  telle  que 

a,  —  X  H-  9  [x]  =  o 

\o{x)  dénotant  une  fonction  quelconque  de.i-  .  et  qu'on,  veuille  avoir  la 

valeur  d'une  autre  fonction  quelconque  de  x\   telle  ([ue  à{xi,  faisant 

d  h  X  .        . 

— -, —  'J/    .r  ,  la  série 

dr  '  ' 

,      ^         ,    ,.„  i  d[Q(x)Y'ij' X]         I     d^[o{x)Y'^\x) 

exprimera  la  fonction  cherchée,  en  y  mettant  après  les  dilf'érentiatious 
c/.  à  la  place  de  r.  D'où  il  suit  qu'ayant  l'équation 

t  ^=  X  -\-  9(X), 
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Ainsi,  iîiisant  (s^{x)  =  /isina7,  noire  équation 

t=^  X  +  n  siiia: 
donnera  sur-lo-chanip 


4/  I  Jr  )  ::=  ij;  {  <  I  —    «  SUl  t'^'[t)-\ 


2  dt  2.3  df 


(le  sorte  (jii'il  n'y  aura  plus  qu'à  exécuter  les  différentiations  indiquées 
en  prenant  dt  constant. 

III. 

Supposons  premièrement  'l^[x)--x  pour  avoir  la  valeur  de  x  en  /, 
el  l'on  aura  '|(/j  —  /,  '^'[t]  —  i,  et  par  conséquent 

«^  c^sin-/         h'    d'«,\x)?l 
2       dt  2.3       dt^ 

Pour  pouvoir  trouver  facilement  les  valeurs  des  différentielles  des 
puissances  de  sin;,  il  sera  à  propos  de  réduire  ces  puissances  en  simples 
sinus  ou  cosinus  d'angles  multiples  de  t.  Or  on  sait  que 


2  sin^/  = cos2<, 

1 

4  sin'  /  =  3  sin  /  —  sin  3  /', 

bsmV  = ^CQ\io.t  +  cosA'. 

2.2 

i6  sm^  t  =  — -  sm  /  -  5  sni  3 1  -i-  sni  5 1, 

2 

6  5  4       6.5 
32sin"<  =:  ~ — ^v —  C0S2/  +  6cos4<  ^  rosG/, 

2.2.3  2 


Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente  et  faisant  les 
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(lifrciciilialidiis  indiquées,  on  aura 


x=  I  —  n  sin t  H 2  sui ■-' / 

a  X  2 


3  sin  /  —  3- sin  3/ 


4X2.3 

8X2.3.4  ^•"^•^'""^-^'^'"^^ 
«'  /5.4    . 


/5  4 

(  — i  sin/  —  5.3\sin3/  +  5*  sin5/] 


i6  X  2.3.4.5  \  2 

M'  /6.5        .  ,.   ,     .    ,         ■    .    ,^   \ 

32X  2.3.4-5.6  \    2  ^         t  j 

n'  /  7  •  6 . 5    .  7  •  6  _     .    .,  ^      .    ^  \ 

-+-  7^ ^ I  - — TT-  sni/  —  - —  3'sm3/  ^  •-.5".  sin  5/  —  -'  sut-/ 

()4  X  2 . 3 . .  .  7  \   2 . 3  2  '  '         '   / 

Ainsi  Ton  connaitra  l'anomalie  de  l'exeentricjue  x  par  l'anomalie 
moyenne  /,  ensuite  de  quoi  on  pourra  trouver  le  rayon  vecteur/- et  l'ano- 
malie vraie  u  par  les  formules 

I  m  I 

/•^  I -)- n  cos.r     et     tanfi;-«:= tane-.r: 

■^2  I  -I-  «  2 

mais  on  neul  aussi  trouver  les  valeurs  de  r  et  de  tauii-M  directement  de 
la  manii-re  suivante. 

IV. 

Il  est  clair  que  poui-  avoir  la  valeur  de 

/■=  I  -t-  «  rusx, 

il  u"v  aura  (|u'ii  faire  dans  la  formule  générale  de  l'Article  II  'i/^r)=«cosa-, 
ce  (|ui  donnera  'hit  >  =  ncoiit  et  d/'(^j  =  —  "  sin/.  de  sorte  qu'on  aura 
snr-le-cliamp 

'■=!  +  «  cost  -+-  n-sin-/  — -, h  — -  ; .... 

2         fit  2.3        (It- 

Donc,    substituant   les  valeurs   de   sin-/.  sinV en  sinus  et  cosinus 
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d'angles  iiiiilliplcs  de  /.  cl  cxccnhiiil  1rs  diUÏTciitialions  iiidi<iiicrs.  mi 


aiii'a 


/■  =  I  -'  -  W  COS  t (  —  1  -I-  COS  ?.  t  ) 

2 

3  COS/  —  3cos3/) 


4x 


n 

4-2^C0S2<  —  4' COS 4' 


8x  2.3 

— — '^-^-f  (  — fos/  —  5. 3^ COS 3 ;  +  ,'')=' COS 5/ 
ibx  a.3.4  \    5 

/i''  /6  5 

a^cosa/—  6.4*-cos4  '  +  ('' cosfi/ 


3a  X  2.3.4-5  \   2 

~, ^r ''    '     COS/—  '^^-  3^cos3/  +  7.5^(■os5/  —  -^cos-/ 

b4  X  2 . 3 .  .  .  7  \    2 . 3  2  / 

V. 

De  même,  pour  avoir  la  valeur  de  tang-M,  on  fera 

m  I  I 

û/(x)^= tang  -  ^  =  tang  -  «  ; 

^  I  -H  /(  2  2 


m  1  , 

lang-/, 


par  conséquent 

aussi 

'K< 

ce  qui  donnera 

^'{l}^ 

m 

I 

1 

cos'-  / 

2 

I  +  W  2 


I  m      1  —  COS  / 


^«  I— COS/        1 -+- «      sin'/ 

Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  de  l'Article  11.  on  aura 

I  —  COS /       n^  d(\  —  COS / 1 


1  m     Y         I             I  —  COS 
lang  -  a  = tang  -t  —  n -. — — 

2  I  H-  «  L         2  sin  / 


2  dt 

n?    rf^d  —  cos/)sin/  n*      c^'(i  —  cos/jsin'/ 


2.3  dt^  2.3.4  dt' 


rV-       rf'd  —  cos/)sin'/ 
•..3.4.5  IF' 
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or 

I  — cos/  I  dshit 

— ; =  tane-/,         cos/= — ; — , 

s\nt  ^2  dt 

1  ds\n't         .  1  d<,[n^t 

2  dt  3      dl 

(ie  soi'lc  (jiic  l'cquation  précédente  devieiidni 


tans 

2 


1  m     r  I 
-11= il  —  II]  lang  -  / 

2  I  -hn[  '^  2 


II-         n^    ,   (/-siii/        /       rû  /(*      V  t/^sin-/ 


n'    .   (/-  siii  /        /       n 
rsj  '   dt^      ^  ll3<" 


v3X2.3.4        2.3.4.5/       dV 
d'où  l'iiii  jiiiia 


2.3       2.3.4/      ài' 


•        «'  r,  I 

laiig  -  H  = •  —  n  tang  -  / 

2  I +  «  "2 


2     \  SJ  2X2. 3\  2  4/ 

4-  ;^  )  (3sin/  —  3'sin3/  ; 


4  X  2.3.4  \3        5; 

l4-2\siii2/  —  4'  siri4' 

sin/-  5.3'.  si  II  3/  -r-  5''siii5/ ) 


8x2.3.4.5  \4      6 


16x2. 3. ..(S  \5       7/  \  2 


«\  /5.4 


VI. 

Si   l'on  voulait  avoir  la  valeur  de  l'angle  même  //.  il   l'audrail   lairc 

(Article  II) 

r       dx 

<l/{  X  \  =z  m  I  =  «  : 

donc 

m 


d/{t)  =  ml ^ et      <h'{ti 

J   \  +  n  cosf 


n  ros  / 
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or 

=  1  —  H  (OS /  -4-  II''  cos' /  —  II'  cos' /  -f-  II'  cos' l  —  . .  .; 


I  -T-  n  ros  t 


ildiic.  Milistiliiaiil   !■(■>  \:ilciirs  (l;iiis  la  t'oiiiiiilc  dr  rAiliclc  II.  l'I  (iidoii- 
iiaiil  les  Iciincs  par  rappoil  à  /i.  on  aura 

Il  =  m  )  I  —  Il   (    I  ros/  (//  -+-  siii/ 1 

.  /    r        .   ;.             ,    •    ,       •   dsin-t  \ 
+  «•      I  ros-/  (//  -t-  (IIS/  siiW  H ^ ) 

,1    r      ,,  ,,    ,         .,    ■    ,       «  c/icos/sin'/,  I     </'sin^/  1 

—  «M      /  cos' I  (Il  -t-  cos-/  SKI  /  H —    ; 1 = 

[  J  1  dt  2.3       dt-     J 

-t-  n'       1  cos'  / 


, ,   ,,  ,,    •    ,       ^  d  cos=/siii-/ 

•t  (Il  ^  COS^  /  Slll  /  H 


dt 

I     </Vcos/sin^/  1       d'shvi 


2.3  rf/' 


2 


1       d'snvi  I 
TM       <//^     J 


et  il  ne  .s'agira  plus  que  d'exécuter  les  intégrations  et  les  ditiérentiations 
indiquées,  ce  qui  sera  facile  dès  qu'on  aura  réduit  les  produits  des  siinis 
et  cosinus  de  /  à  des  sinus  et  cosinus  d'angles  multiples  de  /. 

.Mais,  pour  rendre  le  calcul  plus  simple,  il  est  bon  de  taire  en  sorlc 
(juc  l'expression  de  u  ne  contienne  (|ue  des  puissances  de  sin/:  c'est 

notiniuoi  on  cliaiiiicra  la  (luantité  en  celle-ci  'Article  L 

'  '  '  '  i+ncos/  ' 

I  —  «ces/  1  — 7tros/  I  — «ces/ 


I  —  n-  ces- /        I  —  71-  -4-  n-  sm  /       m-  -+-  n-  sin-  / 

laquelle,  étant  ensuite  réduite  en  série,  donnera 

I  I         H  cos/'       H-sin-/       rt'siic/cos/ 

i-^ncost        m-  m-  m'  m* 

/rsin*/       7i  sin' /cos/       «'sin'/ 

m''  7/!'  77i» 

m. 
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«II'  sorte  qu'on  trouvera,  après  quelques  réductions  fort  simples 


t        in    . 

Il  =■ —  sm  / 

m        m 


n-  I  2 
2  \  m 


(è/^'"^ 


ti/l 


_  _4_  dsin-t 
2  m       dt 

6      </=sin'ri 


^    — ,  sin'; ^ -T- 

3  \m'  2.3. m      at 


-7-    —,  I  sm' 


Kit 


6     dshvt  8         (/=sin'/i 


2  m'      rf/  a .  3 . 4 .  «i 

8        d-s'nvt  lo  (/'sin'Tx 


5  W?z*  2. 3. m'      dt'  2. 3. 4 .5. m      <// 


'Siir/\ 

P) 


II"  I  6    r  .        ,         8    dsin'^l  to       (/'sin'/ 

H'  /  8 


(à/^ 


2/n^      dt         2.3.4.'«^      dt^         2 
lo       </-'sin"/  12  d'shVl 


12  (/'sinTi 

3.4.5.6.m      dt'     ) 


m'  2. 3.  m"      dt-  2.3.4-5./n'       (//' 


r/'siir  /  \ 
i.f.B.e'.'Tni       df      I 


'4 


2.J.4 


Réduisant  maintenant  les  puissances  de  sin/  en  sinus  et  l'osinus  de 
multiples  de  t  par  les  formules  de  l'Article  III.  et  exécutant  les  intégra- 
tions (M  les  différentiations  indiquées,  on  aura 


I        7.11    , 

H  =r sm  t 

m        III 


II-    [  7  .-3.  /     2  4  •  2  V    . 

-l-( ---^^~]  siii 2 

2.  2  \^9.m'  '  2Hr        2  ni  / 

4.j[      \»('        i.i.mj  ^  m'        2.3 

7J'    r4-4-3  ,  /    4  6./     '       8.2'      \    . 

0..|L2.2./H'  \-2ni'         2  ni'         2.3.4.'«/ 

/  4        6.4         8.4'    \   .    ,   I 

\4  ni'       -y  m'       2.3.4./?!'  J 


in  3/ 


2/ 
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-5 


T .  3 .  w'       ?, .  3 . 4  •  5 .  w 
fi  8.3-  10.3' 


m'       2 . 3 .  m'       2.3.4-5./» 


SIM/ 


siiiV 


(^  8.5^ 


I0.5'       \    .    . 

7—7^ —    sin  )/ 

1    ri    m  / 


»(  "       2.3.  /??'       T .  3 . 4 . 5 .  /« 
H"    I  6.6.5.4         '>-5  /    6         8.2 


32.  (i  I   2.  2.3.  ah'  2      \2OT'         2A«'         2.3.4-'»'^         2.  3...  6.  m 


6(.^ 


6         8.4 


10.4= 


12.4' 


4  »J'  2/)?>  2.3.4.'»'  2.3...6.W 


8.6  10. G' 


12.6' 


nr        ■?.  nf       7  .  i  .  | .  w/ 


3.4. 


> .  3 .  .  .(\.m 


sin  4  / 


siiifW 


VII. 


Nous  ;i\()iis  douiR'  plus  luml  (ArlicIcVi  la  valeur  dr  laiig- w;  si  I 


on 


voulait  aussi  avoir  colle  du  loaaritlime  de  la  même  tangente,  on  la  tnm- 
verail  avec  la  mémo  facilité  en  faisani 


di  I  .r   =  log  tang  -u=  log  { lana  -  x  \ 

^  2  \  I  -f-  «  2    / 

l'I  par  conséquent 


,  ,  m  ,  1  ,  ,  I 

dit  =\os h  lus  tang-/     et     d/i /)=—.—-: 

^  °  I  +  «  .2  ^  sin  / 


ce  qui  étant  substitué  dans  la  formule  de  l'Article  H,  ou  aurait 


I  ,         /((  ,  I  ;/-  dsmt 

\oi'  lang  -  i(  "  log h  log  tang  -  /  —  »  h ; — 

"       "  2  I  +  7i  ^       '  2  or// 

«'    (/-sin=/  n'      d'sinU 

~  2T3      dr-      ^  2.3.4      dp        ■  '  ■  ' 


c'est-à-dire,  en  réduisant  les  puissances  de  sin/  en  sinus  et  cosinus  de 

16. 
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iniilti|)lc>  (11-  /.  l'I  cxcciitiuit  les  fliir('Mciiti;iti(»iis  iii(li(|iiP('s, 


loi;  liin«  -  Il  ---  los h  lostanK-  /  —  n 

■'.  i  -\-  n  "  9 

n- 
H cost 

3 

?,-'  ros  3  / 


9.  X  5. .  3 
4x0.3,4 


7    3  cos/  —  3^  (OS  3/ 


Sx  2.3.4.5 


y—z  4  •  ■''•  '""'^  '  /  —  4'  ''"^  i  ' 


-+-    75 .  ^  ,.     — ^  cos/ —  5.3'.co.s3/ +  .')M-()s5/ ) 

10  X  2.  3.4.5.  ()  \    2  / 

.5  ,.    ,  ,  .  .  \ 

—  2"  ros:>.  t  —  o.  i"^.  ros4  '  -^  '''  rosb/  1 


/('  /(i.5 


32  X  2 . 3 ...  7 


Mil. 

Lps  sérios  que  nous  venons  de  trouver  <l;nis  les  Articles  préeédenLs 
sont  ordonnées  \y,\v  liipport  aux  puissances  de  l'excentricité  n:  oi-, 
comme  leur  loi  est  assez  claire,  il  ne  serait  pas  diflicile  de  les  ordonner 
par  rapport  aux  sinus  ou  cosinus  des  ani;les  multiples  de  /.  ainsi  (|u'ou 
le  prati([ue  couinuiueinenl  :  cepeiidanl.  jioiir  nr  rien  laisser  ii  désirer  sur 
ce  sujet,  je  vais  donner  ici  d'anlres  séries  e(piivalenles  ;i  cidies-lii,  cl  dis- 
posées de  celte  dernii'rc  uianièr'e. 

Pour  y  parvenir  je  ieuiar(|Ue  Conimc  je  l'ai  dejii  t'ait  dans  le  Mel^l)ir(■ 
cile.  n"  17    i|iie.  si  l'on  picnd  !a  f'iaciiiui 

s  [  I  -k  z  9  '■  r  ]  ' 
(|u"on  la  devclo|)pe  suivant  les  puissances  de  -,  ce  (|Mi  donne 

'L'i  t 

et  qu'ensuite  on  (dian^c  -  en  |  dt.  z  en  -  V'  -'  ''U   -^  V e!  ainsi  des 

autres  puissances  de  ;,  on  aura  la  valeur  Av  la  roncli(Ui  'b'  x     .VcTu  le  II  . 


DE  KKPLEK.  \>'6 

Sii|t|»(is(>iis  (|ii('  les  t'diHiioiis  '>  / 1  l't  'Ij  '  t ,  soient  exprimées  |Kir  des 
sinus  et  (les  cosiims  de  /,  il  est  facile  de  \(iir  (|ii"eii  ein|di)\aiil  |r> 
expouenlielles  imaj^iiiaires.  (in   |Hiiiiia  Idiijdiirs  (lev(d(t|i|iei-  la  iVaclion 


^\i> 


en  nne  série  de  celte  l'orme 


z[i  +  Z<f{l^] 

Vl  +  M'e"^~'  -+-  M"e-'\/^'  -h  M"'e"^~  -+■ .  .  . 
-(-  N'e-'v'~  +  N"e-"v^  -t-  N"'e-^'v/^  -+-.... 

où  les  coellicieiils  M,  .\I  ,  .M",....  N',  X",...  seront  des  l'onetions  de  ;. 
Donc,  (lès  qu'on  aura  développé  ces  coellicioiits  suivant  les  puissances 

de  r.  il  tTv  auia  (|u"à  uietli'e.  dans  \i,  /  ii  la  place  de     •  et  zéro  ii  la  place 
lier,  ;%...;  dans  M',  ^L.  à  la  place  de  ',  ^-^- ='  !■'  pl:n'c  de  s.  i^^Ull 

à  la  place  de  c--.         o    '    î'  '>'  plîu'e  de  :',...;  dans  .M  ',  — =  à  la  place 
a .  j .  4  o  ^  _  , 

de  -)  "^ il  la  niace  de  r,  — ^L-- —  a  la  place  de  :■'- , ...  :  et  en  aréneral 

sa'  2.3'  ^ 

dans  M''',  — =  à   la  place  de  -,  LlHl  i,   |;i   niace  de  ;,     '  ^~.,       ;i  la 
,.^^,  '  3  a  '  2.3 

place  (le  :■',...  :  on  fera  les  mêmes  substitutions  dans  N',  N", . . . ,  N'', 

mais  en  prenant  \— i  avec  le  signe  — ;  et  nommant  P,  P',  P",  P", ... 

les  quantités  dans  lesquelles  se  changeront  les  coeiïicients  M,  M',  M" 

etQ',  Q",  Q  ,...  celles  dans  lesquelles  se  cliangeront  les  coelUcients  N'. 

N",  N"',...,  ou  aura  pour  la  valeur  de  •!/  \-x)  cett(!  expre.ssion 

Ia(|uelle  se  réduira  facilement  ii  une  série  de  sinus  ou  cosinus  d'angles 
multiples  de  /. 

IX. 

Soit,  comme  |)lus  haut,  '^^;  =  «sin/,  et  la  fraction  (|u"il  s'aijira  i\v 
développer,  pour  avoir  la  valeur  de  'itix),  sera 

z   1  +  nz  sin  t  ] 
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Or,  ('(iiiiiiic 

on  :uii':i 
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i\nt 


■2.^ —  I 


nz  sin  /  «z      /  ,  /—  ,  f—-, 


2  y'— I 

celle  ri;i(  lion  peut  se  parUiger  en  (■elles-ci 


en  f;iis;inl 


p-hqe''*'''       p  —  qe~'^^ 


y>=  — ^'=1,     pq=  -:^  ,      y.p-—q-')^-ip^~\,      xpq  +  ^q  =  o: 

1  \/ — I 


d'où  l'on  tire 


p  -^  q  y/— I  =  v'i-t-rez, 
/'  ~"  1  V'^'  =  \/i  — «z, 


et  |)iic  eonsé(]uent 


y  I  -+-  «Z  +  y/  I  —  nz 


Ji-h  nz  —  Ji—  nz 

q  =  - = 

2  y/ —  I 

Maintenant  on  aura 

I  I        qe"J~'       g^e^V-'        q'e"^^' 

p+qe'^/^'^P  P'  P'  P' 


et  (le  même 


qe~''^^'        q-e'^ 


q^e 


-ii]/~ 


p-qe-'^-'        P  P'  P"  P' 


donc  la  IVaction 


I  -^  nz  s'mt 


(levie 


ndra 


/>'  ^  V"  \        P  P'  p' 

-4-  H.  e-'^'  -I-  —  e-='\/-'  -4^  2-  e-'"v'-'  +  .  .  .  |  • 
/>  f  p>  I 
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Il  II  l'un  ;iiir;i 


q  \li  -^-  nz       ^  \       nz 


De  sorlc  (|iii'  si  l'on  l';iil,  piiiir  abi'cgcr, 

7. 

z 


I  +  v/«  —  n'z- 

et  qu'on  i'en)arc|iir  (|ii(' 

I  dZ  _  I 

7.  dz  ~'  z  V 1  —  «'z= 
on  :iui'ci 

I  d'L  i  \  Il        ,  ,—  n-'L       ,, /— :  ii^'L-       ,, /— : 


z(n-nzsin<)      </«  \^Z      ^/_,  (y/— if  (/ 

cl  il  lie  s'agiiii  plus  (|at' de  développer,  suivant  les  puissances  de  ;.  les 

....     i  dZ    dl     ^  dl 

quantités  -  -j-?  -j-^  Z  -,  , 

^  Z  az      f/z  az 

(Considérons,  en  général,  la  (|uantité 

dz        r     dz 

el  faisant  Z''.  =  y\  en  sorte  que 

d'L^     \  dy 
e?z       /•  dz 

j'aurai 

dy        rd'L  vdz 


r  Z  'z^i—n'z-''' 

d'où  je  tire,  en  nuiltipliant  les  deux  membres  de  cette  é(|ualioii  en  ci'oix 
et  ditférentiant  après  les  avoir  carrés. 

r-ydz-  —    I  —  2H-2=   5  dydz  —  (  i  —  h-z-'-  z-d'y  =^  o. 
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(j(|Uiilioii  par  Uuiiicllc  (iii  poiiiia  (N'tci-miiicr  (•oiiiiiiodciiicnt  >  rii  :.  Or  il 
csl  l'acilc  (le  voii',  paf  la  iialurc  de  la  (juaiititc  Z,  (jur  la  vali'ur  de  >'  =  Z^, 
dcvrloppcc  siiivaiil  les  puissances  de  r-,  sera  de  cetU;  l'orme 

.)■■  =  A 2"  -I-  /(■■  ïi z'^-  -h  n'C z'^"  4- . . . , 

oii  le  niTiiiici  idcllii'ii'iil  A  sera  — •  Sulislituaiil  ddiic  celle  série  a  la 
place  (!<■_}•.  cl  ei^alaiil  il  zerii  les  ternies  lionioi^ënes,  on  aura 

r(r+  I  )A  +  [/■'—  fr  +  2?]  B=;  o, 
(/■+2)(/-+  3)B  +  [f'—  (/■-f-4)=]C  =  o. 


d'oii  l'on  tire 


_  r  (  r  +  I  )  A 


C 
D 


(  r  H-  2  )  (  ;■  +  3  )  B 
4 . 2 .  (  r  +  2  ' 

(  ;■  +  4  ;  I  /■  -+-  5  )  C 
4.3.(r-t-3~"  ' 


et  par  eonsecpient,  a  cause  de  A  =  — ? 


2'^ 


r 


P        /•(;•-+-  3  I 


2.2'^" 


_  /■.,/•  +  4  I  >•  -H  5  ) 

~  2.3. 2'-+«  ' 

Donc 

I    I  /  «  \  '  r  (  ;•  +  3  1  /  n  \  '  ;• ,  /•  +  4  ,  l  '"  +  5  i  /  h  \  '       ,  T 
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|-2!t 


'I  <l('  li. 


(ï 


(;• 


<le  siH'lc  (|ii'('ii  r;iis;iiil  siiccessivciiU'iit  /•=(>,  i,  '). on  iuirii 

I  d'L 


—       ->r  t. 

7.  dz  z 


dl 

dz    ' 

dz       a- 
''  dz  -  ;} 


4-5 /»\',.   ,    5.G.7  (ny 


X. 


Reprenons  le  cas  de  l'Article  III,  où  l'on  demande  ranonialie  de  l'ex- 
eenlrique  x  par  l'anomalie  moyenne  t.  On  l'eia  donc  'h.Xj  =  x  et 
•hit)  =/,  'Vl/^  =  1 .  ce  (|iii  donnera  la  fraction 


z'  \  +  nz  sm  / 
([ui  peut  se  développer  en  nne  séiie  de, cette  t'ornn 

M  +  M'e'v'^  -1-  M"e^'v'^  -F  M"'e"v'^ 

où  l'on  aura  (Article  précédent 

n      dl 


M  =    ^    -y-  ,  M' 

£  as 


M"  -       "'       7  '^^ 

n      d'L  ^.„  II-       „  d'L 


III. 
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1  ^  I      •  •  dl-    dX     _  </Z  ,  ,  Il 

Dune,  siihstitiuiiit  pour  ;;  -j-i  -7-)  Z-j-»---  les  valeurs  trouvées  dans  le 
'  L  (iz     az        az 

même  Article,  et  taisant  les  réductions  enseignées  dans  l'Article  \I1I. 

on  aura 

«A'      ,    ,,-                ,-,            tvk"     :  -  - 

X  ^  t e'v-'  —  g-'v-' j  ^ ; e-'v'  —  e'-'^-'  j 

1\J — I  2- y' — I 

=  (  e^V-  _  e-^v'^î  1  +  .  . .  , 

ou  l)ien 

.r  =  /  — 5("JA'sin/-i-2("\'A"sin2/-  '(")\v"sin3/-3(-)'  \"siii4/-.... 

où  les  coefficients  A  .  A". . . .  seront  deterniinés  ainsi 

\2/         2.3  2       \2/     2.3.4-3 

\'=     l     —  f   i-V   -JL  5.6  .  W\'  2^  _ 

2  "^   \lj       2.3.4  2       U/     2.3.  ..6  ■■■' 

„_   3=        >  in\-      3'  6.7  /«y       3'       _^ 

~  IT3  ""  ^  \  iy  2.3.4.5     ^"  '  ij  573777     ■  ■  ■  ■ 


,        ,     ,.  ...  Il 

c  est-a-(lire,  en  taisant  -  =  v. 


A'  =  I 


A"  = 


2  2=.3         2%  3-.  4 

2  2'  V'  2'  V* 


2.3  2-.  3.4  2-.  3^.4.5 


2.3       2.34    ■    2^3.45        2-.3^4.5.6    

4^  4'v^  4'v'  4'v* 


2.3.4       2.3.4.5       2^3.4.5.6       2=.3^4.5.6.7 


ni-:  kF.i'i.F.H.  i:?i 

XI. 

l'imi  :i\nii-  (Ir  l:i  iiifiiic  iiianit'ii'  l;i  valeur  du  rayon  vcck'iir 

«/•:=  «  (I  -t-  K  COS^', 

on  fera,  ((iinnic  (laii>  l'Article  1\  , 

ij/   /   ^  Il  rosi     et     vL'  l^=  —  ii^inl, 

d'où  l'on  aura  la  fraction 

—  Hsin/ 


z   i  -\-  nz  sui  /  ) 
la(|n('llc  |)ont  >{'  rcdnirc  à  ces  dcnx-ci 


z'       2'(i  -I-  m  sinr 
de  snric  (|u'iin  aura  i  Article  IX,  une  série  de  cette  forme 

dans  laquelle 

I    rfZ         I        ,„  H       rfZ       ,,„  «=Z       r/Z 

Zs  dz        z^  z^—i  àz  s[\l—iy  ^'^ 

n       dZ  .-„  n-  Z       (f  Z 

_  1      •  Il  I       I    dZ      I  dZ  ,.  •        .1 

Donc,    substiluanl    les  valeurs  de  ;y-  -i-^    --j-,--   en   :    et    taisant    les 

Lz  dz      z  dz 

réductions  convenables    Article  VIII j,  on  aura,   pour  la  valeur  de  /. 

la  série 

/•  =  B  -    —    e'\~'  -^  e-'v  -  ) ■ (  e"v-"  +  e-"^''-') 

n.  2- 


1:î2 

on  i>iiMi 
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r=B  -^  9.  ("\  B'  ros/  —  2  (  -  )    H"c()S-.>./ 
dans  la((iiell('  on  aura  les  valeurs  suivantes  des  coetricicnls 


B  =  ,.,^ïy, 


B'  =  I  -  3 


w\  M        1.5  / n\*      I 


■?.!  2.3.4 


^     =   '   -  -^   \  2  J      273"^^    l  2  j     1X4:5   - 

„,„^3_  .  /«y_3^       (T. 7  //i\'        3' 

2  ""   [■}.)     2.3.4    ^       2       V-i/      2.3.4.5.6" 


1  •  ..  ■  Il 

on  hicii,  iMi  laisant  -  =  v. 


3=1-4-  2V% 


B'  = 


B"  =  I 


5-j' 


2         3^3        2%3=.4       ■■■' 

4.2'.V-  6.2'.v'  8.2°.v' 


i-'.  3.4        2-.  3-.  4- 5 


3       5.3'.v-  7.3\v'  q.3' 


.3\'>' 


4' 


>.3.4        2^3.4.5       2-.3'.4.5.6       ■■■ 
(5.4'.y=  8.4'-.-/  10.4».-/' 


.3       2.3,4.5        2^3.4.5.6       2^3=.4.5.6.7 


XIL 

Voyons  maintenant  coniinenl  on  pourra  lionvci'.  pai'  la  incnie  méthode 
la  valeur  de  rani,'le  //  de  l'anomalie  vraie;  pour  cela  il  t'andi'a  taire 
eoinnie  dans  l'Article  M. 

,  ■  s         r      fit  ,,  >n 

•h[t)  —  m  I  et      'Vu  — . 
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ce  (|ni  (loiiiicra  i^Artirlc  VIlIj  l;i  tVadioii  suivinilc 
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m 


z[\  +  nz  sin/)(<  +  «cosO 
Oi'  un  a  (Icjà  Iroiivc    Arliclo  W, 


d7. 


s(i-+-rtzsin/         dz 


e'V- 


s/ 


n        ,  ,— -  li'Z  ,— 


,  e-'v-'-(- 


(v/- 


!■(  l'on  liouvcra.  de  la  nn'nic  manière,  en  niellant  m  ii  la  [ilace  de  \  i  —  «-. 


I 


I  +  n  cos  t       m 


n 


I  +  m 


n 


I  +  m 


e'\l-'  -(- 


-,v/=T 


n' 

I  H-  m 

I  -I-  m  i 


^•'i/' 


p-'v 


•  e-"v-'- 


■} 


Donc,  nuiltipliant  ces  deux  séries  l'une  |)ar  l'autre,  on  anta  la  \ali'iii-  di' 
la  fraction 


z  (  I  -!-  wz  sin  / 1  (  I  +  n  ros  / 1 
la(]uelle  sera  exprimée  de  cette  manière 

M  -f-  M'e'v'^  +  M"e"v'^  -(-  M'V'^'^  + . 
-)-  N'e^'v'"  +  N"e-"v -•  -h  N"'e-"N'-'  + 

en  su|t|)osant,  [tour  abréger. 


M 


_  I  </z  r 
~~  l'dzY 


n'7? 


n'L' 


1  -t-  OT)-fv/— ')'  (I  -t-  W.j'fv'— ij* 


M' 


n  dl 


Z 


«=Z^ 


ll'ï" 


z  dz  \_      i-H/n        ^_,        :, +  „j',  r^'_,j^        i, +  wi=f^/- 
/^'Z  H*Z'  7J'Z^ 


(H-W)^^  — 1         :i  4- W)'(v'— I  J'         I  I  H- m)*  (y/— l)' 
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M" 


«=  d'L 
7.  âz 


I 
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Z  Z' 


-f- 


n'Z' 


:  I  -H/JJ/fy  — I  j' 

/<=Z 


I   -r-  «l 


C 


n'Z-  rt'Z 


/  dz  l      [l 


-hm.'y'— I         (  I  +  nz)' (v  ~  '  J' 
r  Z  Z= 


/wi=(v  — ') 
Z 


^■-} 


-•-'"'''       ;i4-/?i;^v  — '       (i-:-/n)(v'— I  j'       (v'— '/ 
n'Z' M*Z=  «"Z'' 


rt-Z 


ii  +  m)*^— T  I  +  „j.  ^5  (^_i]=        I ,  _|_  „,)6  f^_,  j' 


-...], 


Z  rfs  L       I 


«'Z= 


«^Z- 


irZ 


m  ,  (  V  —  I  /'        (  I  +  /H  -  f  ^—  I  )■' 


,  I  -h  m  :'  y - 


>^ 


N"  = 


_  «■•  fiz  r i_ 


z  Z' 


I  H-  m  ,  y  —  I  l  V  ~  '  yi 

rt=Z»  n'Z' 


H'Z" 


(H-»li'y  — ij'  l  I  -4-  W)' (y'  — l)*  {  i  -i-  mf  (  \j' ~  l  f 

n'Z  n'Z-  n'Z' 


N"'  = 


n'  dZ 


{  I  +  m    '  y  —  I                1  ^  /H   '  '  y  —  I  ;■ 

I  +  /?i)'(v  — I  / 

.        1           Z                      z 

Z' 

(■^-'"'       (i  +  mry-i         i  +  m   (y 

—  r     \-.i^ 

«=Z>                            n'Z' 

1 

n«Z' 

^-} 


«  Z  n'Z'  n^Z' 


I  +  m)*y'— I  ;,  +  „ii5(^/_,  j'         il-t-nii 
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Faisnnt  les  subslilulioiis  et  les  réductions  convenables    Aiiiclr  \  III  ,  un 
li'onvera,  ponr  la  valeur  île  l'anomalie  vraie  ii.  une  expression  ilc  (  i  Ile 


loruM' 


u=z  t  -   -^  (e'^-'  —  e-'\'^'  j  -+■  - I  e-'\'-'  —  e-"\ 

V/-1  '      '        V'-' 


rt'K'" 


(tit\/—\ f>-  ii\/~ 


c'est-à-dire. 


«  =:  /  ^  artK'  shw  -(-  3K'-K"sin2/  —  •>./;'  K"'sin,'5i'    '    >.n^}\"'s\\i'\l  —  .  .  .  , 

dans  la(|uelle  les  coellieienis  K',  K",  K, ...  seront  tels,  (jne  si  l'on  t'ait. 
en  général, 


0  \  1 1         ?.-  \  a  /         ->-i.  3-  \  9.  j 


p  /  " 


7i\« 


S  =  0' 


i.3\7.J        2\3.4\2/        ■>.^3^4.5  \2 
p'      /  n  \  ■  'j"        I  n  \  * 


!.3.4\ï/    "^  2'. 3. 4- 5  Va/    ~  2^3^4.5.6  \ïï 


et  qu'on  dénote  par  P',  P",  P" Q  .  Q".  Q  R,  R  .  R  ....  Iesv;.l.ins 

de  P,  Q,  R,...  (|ui  repondent  à  û  =  i ,  2,  '),...,  on  aura 


K': 


[  Il  -I-  m;-J  2  L  I  —  »i  -  I 


i  ~  m  -     1-   \  +  ni  : 


n-  r.  -  -^^1  -,--^^. + >v  r.  -.  -^^"i  — ^ 

[  i+;h    J2'   I -t- //;  -  L  i -^  ni  r }  ■?-.'   1 -i- , 

«^'     I     Q"      _  r         »'     1  ir 

I  +  /H  -J  2  1 1  -I-  »?  ;        [  I  +  ni  '  J  2- 

1  I  -^  m  *  J  2'   I  H-  n 


+  nA  I 


1  -1-  H(    *    I    2-'    I  -I-  «i 

V" 


I  ^  ni  :■' 
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Q'" 


{:  -h  m  ■■' 


;  I  -h  m]-j  ■?.  \  I 
II'      1  S'"  r  tr       1        T'" 

j_   ,;!         ,    _( 

I  +  m   '■  J   2-'  I  I  -(-  »!   "  J   2'    I  ^  /« 

-h  II"]    I  -+ ;       -TT- 

1  +  /H  l' J    2=     I  +  Ht  1=  [  I  +  m    "J    2*(l 


m  ; 


m 


Mil. 

l.fs  valeurs  (les  cocriiciciils  K',  K".  K  ....  (Icpciidciil.  ((imiiic  (iii  voil, 
lie  ri'\cciilricit('  n  cl  du  rappuit  i  :??/  du  grand  axe  au  pctil  axe  de  \'v\- 
lipse;  or.  si  l'on  suppose  rexeeiilricilé  l'orl  petite,  ce  (|ui  est  ueeessaire 
pour  (jue  les  séries  soient  eoiivergeutes,  et  (ju'ou  veuille  (|ue  les  valeufs 
des  coellieients  soient  exprimées  par  des  séries  ordonnées  suivant  les 
puissanees  de  n,  il  faudra  nieltic  à  la  place  de  m  sa  valeur  \  i  —  rr  et 
développer  ensuite  ee  radieal  suivant  les  méthodes  ordinaires;  donc, 
comme  les  expressions  descoeilicients  d(tnt  il  s'agit  ne  rent'ermenl  d'antres 

t'onctions  de  m  iiue  les  pui.ssances  de  1    il  est  l)on  de  voir  comment 

il  tant  s'v  prendre  pour  réduire  facilement  en  série  chacune  (h's  juiis- 
sances  de 


'  ^  '"         I  +  y  I  —  /r 
Qu'on  demande  donc,  en  Êçénéral,  la  valeur  de 


I  +  III  i" 


il  est  facile  de 


voir  que  cette  valeur  sera  la  même  (|m'  celle  de  Z^  (|ue  nous  avons  doiniee 
dans  l'Article  IX.  en  y  faisant  seulement  ;  =  i .  ce  qui  rend 


I  -I-  m 


ainsi  l'on  aura  sur-le-ciiamp 


\i  -i-  m  ^'' 


r  ',  !■  -t-  J  )  in 


ïTs \  âj 

/■,r  +  5){/-H-6)tr-h7    /«i'  | 


DE  KÉPLEK.  i:n 

cle  sorte  (|ii'cii  raismil  Micccssivrmciil  /■  —  i ,  ■?..  i,...,  <■!  siipposiitil,  |)(nii 

|)liis  (le  siiiiulicilr,  -  =  v,    (iii  ;iiii;i 
'  '  2 

I  I    /  4  V'  5  .  6  .  v"  6  .  7 .  8  .  V" 


\  -^  m  1   \  9,  ?.. 3  2.3.4 

I  I    /  ■.>. .  5 .  v'        2 . 6 . 7  .  v'        2 . 7  . 8 .  Il .  V" 


+  »!)■'      4  ^  '-*  '--3  2.3.4 

I  '   /         .,  3.6.V'        3.7.8.V*       3.8.0.10.'/ 


m  '        8   \  2  ?..  3  2.3.4 

I    /         ,  'i-l-y'        i.a.ii.-ij'-        4-£)- 'o-i '•!'* 


■]• 


[i  -h  m"        16  \  2  2.3  2.3.4 


Ainsi  il  n'y  anr;i  (ju'ii  siib.slitiH'r  ces  vîilciirs  dans  les  expressions  de  K', 
K",  K"....,  et  après  avoir  fait  les  mulliplieations  nécessaires,  on  poui-ra 
facilement  oi'donner  les  leiines  par  rappori  anx  piiissauces  de  .'/. 

XIV. 

Il  est  elair  (|ue  la  niélliode  employée  dansée  Mémoiic  penl  servir  aussi 
à  résoudre  avec  facilité  les  équations  de  la  forme 

t  ^  X  -\-  (i  sin  nix  ~h  h  cos ni.v  ■+-  c  sin nx  -\-f(Osnx  +  .  .  . , 

iiu  de  celle-ci 

t  =  X  +  ae""  -r-  Ae'"  +  cei''  +  .  .  . 

(lorsque  les  coelficienls  «,  h,  c,...  sont  fort  petits^,  et  d'autres  équations 
semblables  qu'on  ne  pourrait  résoudre  par  les  méthodes  connues  que 
d'une  manière  indirecte  et  très-laborieuse. 

Supposons,    par  exemple.    (|u"ou   demande    la  valeur  de  .r  eu  /  par 

l'é(pialion 

t  =  x  -h  ae"", 

on  fera,  dans  la  formule  eénérale  de  l'Article  11. 

c* 

3)  (  X  )  ^  ae"'-'     et     ■l/[x.^=x,     <li{t)^(,     •h'itj^i, 

m.  18 
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SUU    LE    PROBLEME   l>E   KÉPLEH. 

a-  dé-""         a'    r/'e""' 
X  ^  l  ~  aé"'  -h 


X  =  /  —  rte"'  -(- 


2      dl  2.3      (//- 


2.3  2.3.4 


donc,   si    Von   t';iil   /  —  o.    en   sortf  (|u'il   .s'agissi-  de  (IcltMiniiifr  .r  \y.ii 
riHiiiatimi 


X  +  ae  "  =  o, 


on  aura 


X  ^  —  a  \  i 


2  ma  3  ma  f         4  '"''  ' 


2.3 


.3.4 


Ainsi,  si  l'on  avait  la  sciii 


?.«  3a:)'        (4a) 


2.3         2.3.4 


ci    (|u'on   en    (lenianilàt    la   soinnit',    il    t'andiail    tirer   la   valeui'  de    r  de 
l'équation  x  —  C^  =  o,  et  ce  sérail  la  somme  eliei  cliée. 


SIR 


L'ÉLIMINATION  DES  INCONiMES 


DANS  LES  ÉQUATIONS. 


i8. 


SUH 


L'ÉLIMINATION  DES  INCONNUES 

DANS  LES  ÉQUATIONS  (•). 


[Mcnioires  ilr  V  tiddcniic  rnride  des  Sriftices  et  Belles- l.pttivs 
de  Berlin,  t.  XW.  1771 .) 


Lorsqu'un  a  deux  équations  qui  reni'ciinenl  la  nn'ine  inconnue  «'levée 
à  des  degrés  quelconques,  on  peut  toujours,  par  les  règles  ordinaires  de 
l'Algèbre,  éliminer  celle  inconnue;  mais  on  risque  de  tomber  dans  un 
inconvénient:  c'est  que  l'équation  résultante  <le  l'élimination  monte  a  un 
degré  plus  élevé  qu'elle  ne  doit.  Plusieurs  habiles  Géomètres  ont  senti 
cet  inconvénient  et  ont  donné  des  moyens  de  l'éviter;  c'est  ce  (|uc 
MM.  Euler,  Cramer,  Bezout  et  d'autres  ont  t'ait  par  des  méthodes  (|ui  leur 
sont  propres,  et  qu'on  peut  voir  dans  les  Mémoires  de  cette  Académie 
pour  les  années  1748  et  1764,  dans  ceux  de  l'Académie  des  Sci<"nces  de 
Paris  pour  l'année  1764,  dans  l'Ouvrage  de  M.  Cramer  qui  a  pour  titre  : 
Introduction  à  l'analyse  des  lignes  courbes,  et  ailleurs. 

La  méthode  que  je  vais  exposer  ici  a  l'avantage  de  réduire  rdiuii- 
nation  des  inconnues  à  des  formules  générales  et  très-sini|)les  dnni  les 
Analystes  pourront  faire  usage  au  besoin. 

(*)  Lu  à  rAcadémit'  le  '29  oclobœ  17O7. 


i'r2 


SUR   L'ELIMINMION   DES  INCONNUES 


>iii('iil 


(A) 


r  +  A.r-i-  Bx-  J-Cx'-f-  Dx'  +  . 


—    +   — 
x^         x' 


les  ficiix  i'(|ii;iti(iiis  propij.sées,  iloiil  la  prtMiiiéi't'  soil  d'iiii  (l(';;rc  (jiiel- 
(•(iii(|uc  m,  cl  la  seconde  aussi  d'un  degré  quelconcjue  n.  Il  est  evidenl 
ijuc  (|U(iles  (|uc  soient  les  é(|ualions  données  elles  peuvenl  toujours  se 
iiii'ttre  sous  les  deux  l'oimes  précédentes:  cai'  pour  cela  il  u"v  a  (|u'ii  les 
diviser,  l'une  par  le  coetficient  tout  connu  du  dei-nier  tciiue.  et  l'autre 
par  la  plus  haute  puissance  de  l'incoiniuc. 

Je  suppose  (|ne  i  —  a.r,  i  —  fia:,  i—^^x,  i  —  ^x,...  soient  les  fac- 
teurs de  l'ecpiation  (Aj,  eu  soite  (ine  -.  -,  -,  -,•■•  soient  les  racines 
de  celte  i'(|ualion  ;   j'aurai  donc 


a     p     y     ci 


I   -^  \X  -h  bx-  -h  Lx'  -hl)x'  -h.  .  .=  i,\  —  3CX)(I  —  ^x  .     t  —  yx       I  —  §x  ! 

'I.  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre. 

log  (  I  H-  \x  -h  Bjt-  -I-  Cx'  +  D.r'  -I-  . .  .  ) 

=  log    I  —  XX    -f- log  ,  I  —  |3,r  : -^  log  (  I  — -/.z-    -l-logM  — oa.-    -^  .  .  . 


Or  on  sait  que 


,  Z--       z'       s' 

log  (  I  4-  3  1  =  2 \-   -r - 

2         i        4 


donc  on  aura  aussi 


X 

(A 

~T~ 

Bx-t 

Cj^ 

-h 

D^ 

X' 

2 

A 

+ 

Bx  -h 

Cx 

-+- 

U:r' 

x' 

A 

-+- 

Bx-+^ 

Cx- 

+ 

Bx' 

X    ,a  -h  '^  --  y  -h  ô 


—  I  a-  +  P'  -^  ■/•  +  o-  -+- . 

2  ' 

-r-     X'  -h  ^'  -r-  y-  -K  <5-'  -f-  . 


DANS   LES  ÉQUATIONS.  IW 

On  suil  (le  plus  (|iic  le  ciiiTc,  le  ciiIk'.  fie.  <lc  Iniil  |i(ilMiniiic.  Iri  ({in 
A  ^- li.r -»- C.r- -f- . . . .  l'sl  iiiissi  un  ixilyiioinc  ilc  hi  inciiic  rdinic.  iiKiis 
(loiil  le  iKimlirc  des  Icinics  csl  doiiiilc,  lri|ilc,  l'Ic.  (!<'  soric  (|ii"ori  [itiil 
supposer 

I  A  +  B.r  +  C.X-  4-  1)^'  +  .  .  .  -'       A'-+  H' *■  +  C .r- -f  l)'j.-^-(- 

A  -h  B;».'  -(-  C.r-'  ^-  Dr'  +  .  .  .  1'  :=  A"h-  B"jc  4-  C"x=  -t-  D"r^  + 

f  l  ainsi  de  siiile.  les  cocllicionls  A'.  B'.  (7. ....  A".  \i",  (',". . . .  étant  aises 
à  trouver  par  la  formation  actuelle  (l<'  ces  puissances  on  par  d'aiilres 
moyens  (jiie  nous  in(li(|nerons  dans  la  suili-. 

Donc,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  el  qu'on  fasse,  pour  alirei;cr. 

X  -f-  (3  +  y  -+-  è  -f-  ...=;—  P, 

a'  +  (3-  -H  7=  -i-  â-  +  .  .  .  =  —  -iQ , 
X'  -h  ^'  -h  y'  -h  0'  -h .  .  .  =z  —  m. 


on  aura,  en  ordonnant  les  termes  par  rappoi't  aux  dimensions  i\v -r, 
,„       AS  /„       B'       A"\  /'„       C       B"       \'\ 

=  Px -(- Qjr- -^  K.r' +  Sx' -+-...  , 

d'oii  l'on  tire,  à  cause  (|ue  l'équation  doit  être  identiciui'. 

P  =  A, 
U=B-  -, 

2 

B'        \" 

2  3 

^       ^      C        B        A" 
r>.         3  4 


Ola  |)osé,  je  substitue  successivement  dans  re([uati(ui    B^  les  valeurs- 

de  .r  résultant  de  l'équation  (A),  savoir  -■>   „,  -,-•,  dont   le  iKunlin 

M  a     (3     y 


lii  SUR   L  ELIMINATION  DES  INCONNUES 

est  Tn\  j'iuirai  les  m  (■(|ii;tliuus  suivantes 

I  -i~  ay.  -7-  hy?  ~-  cyi'  4-  dy.'  -l-  .  .  .  :=  o, 
'  I  ^  «3  -i-  /j3'  -*-  c3'  -i-  </3'  +  ...=;  o, 
i    !-!-/;■/—  /^y'  -^  c-/^  —  </y'  -4- .  .  .  =^  o. 


Or  il  est  clair  ([iif.  pour  que  les  deux  équations  (A;  et  B)  aient  lieu  en 
même  temps,  il  faut  nécessairement  qu'une  quelconque  des  m  équa- 
tions C  ait  lieu:  donc,  comme  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  l'une  de 
ces  équations  doive  plutôt  avoir  lieu  que  l'autre,  il  faudra  iiuc  liui  ail 
ont'  é(|uation  (jui  renferme  toutes  les  équations  ^C;  et  qui  ne  puisse  être 
vraie  qu'en  sn|)posant  que  l'une  quelconque  de  ces  dernières  ecpialidiis 
le  soit:  d'un  il  s'ensuit  que  l'éipiation  dont  il  s'agit  ne  saurait  être  (pie  le 
priiduit  de  toutes  les  équations  'Cj,  et  cette  équation  sera  par  conséquent 
celle  {|ui  doit  résulter  de  l'élimination  de  l'inconnue  x  dans  les  deux 
équations  proposées   A;  et  fB). 

Donc,  si  l'on  représente  l'équation  dont  nous  parlons  par  11  -- n.  on 
aura 

n=    \ -\- ay. -^  hy^' ^  cet  ^^  il-jc  —  .  . .) 

X  I  +  a>  -4  /^5-  -;-  cp-  -f-  f/,3'  -i-. . .) 
X  '  I  -:-«■/  —  ^y-  -I-  c/^  -4-  il-/-  -!-...) 
X    I  +  «6  —  /i 0-  -i-  co'  +  do'  +  .  .  . 


le  nomlire  des  facteurs  étant  m.  Ainsi  la  dilliculte  se  reduil  a  h-oiiver  1; 

valeur  de  11  sans  connaître  les  racines  a,  j';,  y 

Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres,  et  nous  aurons 

loi;  n  =:  log  I  +  a  a  -f-  A  a-  -î-  cy?  -!-  dy  -f-  .  .  . 

-h  log  [1  -h  al  -^  h  3-  -1-  c-p'  -h  dl-  ^  .  .  . 
-+-  log   I  -;-  ay  -+-  by-  -+-  cy  -i-  dy'  -i- .  .  . , 
-i-  los  I  -t-  (70  -f-  l)o-  -!-  c<y  -H  r/o'  -i- .  . . 


Mais  on  a 


DANS  LES   ÉQUATIONS.  l'»» 

logii  -h  ax  -\-  bx'-i-  ca'->-  dx'  -h  .  .  .) 
^  a  ia+ia  +  co:'+  doc'  +  . .  .  ; 

x' 
(«  +  /»«-+-  ex' -h  </a'-t-  .  .  .1 

a' 

-I-  Y  {'*-'-''«  -t-  t"*'  "(^  dx^  -+-... 


Donc,  si  l'on  suppose  {|iit'  a  ,  b',  c' ,...,  a",  h",  c" ,...  soieni  des  (iiKinlitcs 

formées  de  «,  h,  c,...,  comme  les  quantilcs  A',  B',  C A',  IV,  (]",... 

le  sont  de  A,  B,  C on  iuir;i 

logd  H-  «a  +  hx-  +  ca'  H-  .  .  .) 

=  a  (rt  +  6a  -f-  ex'  +  (/a'  -t-  .  .  . 

—  —  (a'  -^  />'«  +  c'a=  •+  f/'a'  -h  .  . .) 
H-  |-  (a"-l-  è"a  +  c"a=  +  a("«»  -i-  .  .  . ) 


OU  bien  en  faisant,  pour  abréger, 

p  =  a, 

0=0 ? 

1 

y        a' 

/■  =  f !-  —  , 

2  j 

,  £■'  h"  d" 

s  ^d h- -^, 

234 

> 

on  aura 

iog \i  -\-  ax  ^  l>x'  -h  ex'  -h  d x'  +  .  . .  !  =^  px  -h  qx-  ^   rx'  +  sx*  -i- .  .  . 
On  trouvera  de  la  même  manière 

log(i  +a(3H-6(5^-hc(3'-4-(/[5'  +  ...i=/;|3  +  ç(3'  +  /-(3=-i-  .5(3'  +  ... 
log(i  -h  ay  +  hy-  +  cy'  -^  dy'  +...)  =  py  +  qy''  ^  ry"  -+-  «y'  +.  . . 

et  ainsi  des  autres. 

III.  >9 


1V6  SUR    L  ÉLIMINATION    DES   !N<;ONNLES 

Donc.  ;ijoiit;iiit  ensemble  toutes  ces  (|uanlités,  et  mettant  à  la  place  de 
!Z  -I-  ,'5  +  y  —  ....  ^-'  —  .S-  —  y-  — ... .  a'  —  jS'  —  y '  —  . . . ,  les  quantités  —  P. 
—  2Q,  —  IR 011  aura 

logn  =  — />P- TçO- 3/ R— • 

Soil  eiicdiv,  |K)ur  abréger, 

z,—pP-i-2qn^  3;R  -!-..., 
el  i'dM  aura 

logn  =  — -j,     d'où     n  =  e~^, 

et  resolvant  eu  série  la  (|uaijtile  exponentielle  c^ ' ,  il  viendra  eiitin 

2       2.3 
.\insi  le  Prolilème  est  résolu. 

II. 

Comme  la  quantité  n  est  le  produit  de  m  facteiiis  tels  (|ue 

l^  a  X  ^-  h  X-  ^  cx^  — I  ^  rt  3  ^  è  2i-  -^  c  S'  -^  . . . ,      I  ~  ay  —  h-/-  ~  cy'  -^ 

il  est  visible  qu'elle  ne  peut  contenir  d'autres  produits  des  (juaiilités  a, 
h.  c —  ([ue  ceux  dont  les  dimensions  ne  passent  pas  le  nombre  m:  d'où 

il  s'euMiit  : 

I"  Que  re(|uatinii  1]  =0.  OU  bien 

2  2.3 

ne  doit  contenir  aucun  terme  dans  lequid  les  (|uantites  a,  h,  c,...  toinieni 
ensemble  des  produits  de  plu>  de  ///  dimensions. 

Or.  si  l'on  met  -  au  lieu  de  r  dans  les  equalinii>  B  el  A,,  elles  ile- 
viennent  celles-ci 

1  -T-  ax  —  bx-  —  cx^  ^  dx'  ^  .  .  .  =^  o, 
A         B  C  1) 

I-: : -^    — ;    -^    —  ...=iO, 

X  X-  X^  X' 
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lesquelles  ne  ditlerenl  des  éqiialions  (A)  et  (B)  qu'en  ce  que  les  coelli- 
eients  A,  H,  C,...  sont  changés  en  <i.  h,  c,...  cl  l'exposant  m  en  /i.  cl 
vice  t^ersâ  ;  donc ,  si  l'on  l'ail  snr  ces  équations  les  mêmes  raisonnements 
et  les  mêmes  opérations  que  nous  avons  faites  sur  les  équations  (A  et 
^Bj,  on  parviendra  à  une  équation  finale  qui  sera  la  même  (]ue  l'équa- 
tion (  l)j  ci-dessus,  à  la  seule  dillerence  près  (jue  a,  h,  c,...  seront  au  lien 
de  A,  B,  (',...,  et  récipro([ueinent;  et  l'on  prouvera  de  même,  à  l'égard 
de  cette  équation,  que  les  quantités  A,  B,  C...  ne  sauraient  former  eii- 
senibic  (les  produits  de  plus  de  «  dimensions. 

Or.  en  changeant  A.  B.  C,...  en  a,  />,  c,....  on  ne  l'ail  ([ue  changer  I', 

Q,  B,...  en/;,  q.  r vlvice  versa,  comme  on  le  voit  par  les  e\|)ressions 

de  ces  quantités:  donc,  comme 

(S  =  pP  -h  -ig Q  -h  i rW  ^  . .  . , 

il  s'ensuit  que  l'equalion  tinale  dont  il  s'agit  sera  exactement  la  même 
que  l'équation  (Dj;  d'où  je  conclus: 
2"  Que  l'équation 

I  —  9  +  ^ ■—  + .  .  .  =  o, 

ne  doit  pas  non  plus  contenir  aucun  terme  où  les  quantités  A,  B,  C... 
se  trouvent  formant  ensemble  des  produits  de  plus  de  //  (Tunensions. 

III. 

Voici  donc  à  (juoi  se  réduit  notre  méthode  d'ermiination.  Ktanl  pro- 
posées les  équations 

I  -I-  A  r  -4-  B.i-^  Ca  '-4-  l).r'-l-  .  .  .  =  o, 
a         h         c         (I 

IH 1 :    H :H :    -(-...=  o, 

X  X-  X'  X' 

dont  la  première  soit  du  degré  m,  et  la  seconde  du  degré  /*.  on  commen- 
cera par  former  les  quantités  A',  B  ,  C  ,  D A",  B",  C".  D" .V .  B  \ 

C",  D  lesquelles  sont  les  coeilicients  des  séries  (jui  expriment  le 

'9- 
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l'iiriT.  Il'  ciihe.  la  (|uatrièiiie  puissance,  etc.,  de  la  série 

A  —  Bx  -hCx^'-i-Bx'-i-. . ., 

el  l'on  poussera  cette  opération  jusqu'à  la  «""""'  puissance.  On  formera 
ensuite  de  la  même  manière  les  ijuantités  a',  h'.  c\  d'....,  a",  h'\  c" . 

à" a  ,  h\  c  .  d  ,...  jus(ju'à  la  puissance  m\  et  pour  cela  il  sulïira  de 

clianiier,  dans  les  valeurs  correspondantes  de  A',  B',  C A",  B",  C",.... 

les  (|uantités  A,  B,  C,  D,...  eu  a.  h,  c,  d, 

Avant  ainsi  toutes  ces  quantités,  on  les  substituera  dans  la  ijuantite 

,=A».,(B-i:)(.-"^) 

et  l'on  fera  ensuite  l'éijuafion 

Ci-         o"  a' 

2  2.3  2.3.4 

eu  ol).>;ervaut  de  lejeter  tous  les  termes  qui  contiendraient  des  produil> 
de  A,  B,  Q.....  de  plus  de  n  dimensions,  ou  des  produits  de  a,  b,  c,...  de 
plus  de  m  dimensions;  on  aura,  par  ce  moven,  l'équation  ipii  resuite  de 
l'eliminatiiin  de  rinciuniue  a-  dans  les  deux  é(|uations  proposées. 

IV. 

A  l'égard  des  coellicienls  A',  B'.  C A".  B' ,  C" on  <loil  les  dé- 
terminer à  l'onlinaiie  par  la  formation  des  diflerentes  pui.ssances  de 
A  ^  Bx— C  r-  — ..'.;  mais,  comme  le  calcul  des  puissances  fort  hautes 
.serait  assez  laborieux,  on  peut  l'abréger  par  la  formule  suivante,  dont  la 
démonstration  se  tire  du  lalitil  différentiel. 


DANS  LES  ÉQUATIONS.  14!» 


Soil,  en  général. 


\-hBx-hCx'-t  Dar'  -h  Ex'  -i- . . .  "  =  P  -<-  Qx  +  Kx-  +  Sj  =  -t-  Tx'  -h..., 

(III  Hlir;t 

I'  ^  A". 

_  i«  — I  BQ4   2;tCP 
~  2  A 

^  _    «  -  2   BR  -h    ->«  -  I  CQ  -+-  3hDP 
h- ^ , 

«  — 3   BS+iaw— 2)CR+   3/i  — i   DQ-h4hEP 

4Â 


et  il  est  très-aise  de  \n\v  lu  loi  de  criti'  série,  et  de  la  cmiliiiiiiM- miliiril 
qu'on  voudra. 

Si  l'on  ne  voulait  pas  l'aire  dépendre  les  eoellieients  P,  (J,  B....  irs  uns 
des  autres,  on  pourrait  les  déterminer  immédiatement  de  la  iiiaiiii'rc  .sui- 
vante. 

Qu'on  cherche,  pai'  exemple,  le  coelficienl  de  x'"  dans  l;i  puiss:iii(e  // 

du  polynôme 

A  —  B.r  -4-  Cx-  +  D.r'  -h  . . . , 
je  dis  : 

i"  Que  ce  coetlieient  .sera  formé  de  tous  les  termes  <|ui  iieiiveiii  être 

représentés  par  A''B''C''D'...,  /^  q.  r.  ,v, ...  étant  des  udiii lires  entiers 

positifs,  et  tels  que 

p  — q^-i^-s-^...=  n     et     q -h  ir -r  ^s  ^r- .  .  .=^  m; 

2"  Que  chacun  de  ses  termes  aura  pdur  coetRcient  niiiiiéri(|iie 

I  .  2  .  3  . 4  .  5  .  .  .  7J 

1.2.3. ../>     1.2.3. ..(/     1.2.3...;   ... 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  aisée  à  tirer  de  la  théorie  des  ((hii- 
hinaisons,  et  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  y  arrêter. 
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V. 


hAKMiT.i.  I.  —  Que  l'on  :iil  ii  crMiiiiicr  a-  des  deux  ('(iiiiitiniis 

I  -^  A  jr  -I-  B,r-  ^  o, 

a  I) 

I   j-    -    -f-    —   =  o, 

X  X- 

01)  troiivprii.  t'n  fiiisnnt  le  carré  de  A  -)-  ^x. 

A'=^A^     B'=.2AB,     C'=B\ 
a'=a-,      b'^iab,      c' =  h'. 


cl  de  iiicinc 


A«  +  2  (b  -  A_'\  ^/;  _  ^\  +  3ABrtA  +  B^/<% 


(lOIIC 


=  Aa  +  a  B A  -  AU>  -  Ba'  +  —  4-  3 ABa6  +  B=A-. 

2 

Donc,  en  négligeant  les  produits  de  A  el  H,  aussi  bien  (|ne  ccn\  de  (/  et  h. 
t|ni  seraient  de  plus  de  deux  dimensions,  on  aura 

tt,=  =  A-a^-t-4AB«/;  +  4B^/r. 
9'  =  o, 

9'  =  O, 


SultstituanI  donc  ces  valeurs  dans  l'équation 

I    —    9-4--L—  ...=;0, 
■2 

on  aura 

I  —  A«  —  aBA  -I-  A^i  +  B«^'  —  ABrt/(  4-  B^/>'    ;  o. 


VI. 

Au  reste,  on  peut  eiu'ore  trouver  la  valeur  de  ç  d'une  luaiiiere  plus 

simple  sans  être  oblige  de  calculer  les  quantités  A',  H,  ('/...,  A',  W  .C 

Pour  cela,  on  reniarcjuera  (|ue 

u       !•/>  H- 2Q9 -I- 3R;  -^  4S5 +. .  .  , 


DANS  LES  ÉQUATIONS.  lïl 

(If  sorte  (|iif  la  iliUlculté  se  réduit  à  trouver  les  (juantités  P,  Q.  H.... 

t't/>.  q,  r 

Or  il  csl  (acile  de  voir  par  l'Article  I  (|iie 

logd  -t-  Aa:  H- Bar' -h  Car'H-.  .  .  j  =  Px  -I-  Q;c' +  Rx'  +  S^'-t--  .  .  . 

Qu'on  différentie  cette  équatiou  en  faisant  variera-,  et  l'on  aura,  ajtrès 
avoir  divisé  par  dx, 

A+2Bar+3C;r'-4-...  _    ,      ^  ,,„    .       ,^    , 


I  +  kx  -T-  Bar'  -+-  Ca:'  -i-  .  . 
Donc,  iiiiilli[iliaMl  en  croix  et  coni[)aranl  les  termes,  un  iiiii 


A  =  P, 

?.B  =  2Q+AP, 

3C  =  3R-i-2AQ+BP, 

l'on  tire 

4D  =  4S+3AR  +  2BQ  +  (;P 

d'où 

P  =  A, 

2B-AP 

2 

„       3C  — 2AQ-BP 
^^              3 

,       4D-3AR-2BQ-CP 

4 

' 

Ayant  déterminé  ainsi  les  quantités  P,  Q.  R..  .  .  par  les  (|uantités  A. 

B,  C,...,  on  changera  ces  derniéresen  «.  h,  c et  l'on  aura  les  valeurs 

des  quantités  p,  q,  r 

On  se  souviendra  seulement   de   rejeter  dans  les  e\pres?<i(>ns  de  P. 

Q,  R, . . .  les  termes  où  A,  B,  C formeraient  des  produits  de  plus  de 

n  dimensions,  et  dans  celles  de  p.  q,  r. . . .  les  ternies  nii  a.  b.  c, . . .  t'or- 
meraienl  des  produits  de  plus  de  m  dimensions. 
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VII. 

Si  l'on  met,  pour  plus  de  simplicité,  2Q,  3R,  4S,...  au  lieu  de  Q, 
R.  S.....  l'I  de  uiènie  iq,  3r,  !\s,...  à  l;i  place  de  q,  r,  s,...,  la  valeur  de  o 

deviendra 

Qfl        R/-       S;s 
•^234 

ei  l'on  auia  pour  la  détermination  de  P,  Q,  R....  les  formules  suivantes 

P  =  A . 

Q=:2B-\P, 

R=  3C.-BP  -  AQ,' 

S  =  4D-CP  -  BQ-  AR, 

T=  5E  ^  DP  -  CQ  -  BU  -  AS, 


il  eu  sera  de  uiênie  pour  les  quantités/?,  q,  /',....  en  changeant  seulement 
A  eu  (1.  W  en  /),  C  en  c et  l'équation  sera,  comme  ci-dessus, 

^  2  2.3 

dans  la(|uelle  il  ne  faudra  conserver  que  les  termes  où  les  diniensnins  des 
produits  de  A,  B,  C...  seront  égales  ou  plus  petites  que  n,  et  ceux  où  les 
dimensions  des  produits  dea,  b,  c,...  seront  égales  ou  plus  petites  (|ue/??. 

VIII. 

Exemple  11.  ~  On  propose  d'éliminer  x  des  équations 

I  ^  \x  -h  B.r--)-  Cx'  =  o, 

a  b  c 

I  -h    -   -)-  —    -(-   — -   ^  o. 


DANS  LES  ÉQUATIONS.  1o:5 

On  li(Mi\('i;i  (I':iImii(I 

P  =  A, 

Q=9.B- A, 

R  =  3C-  3AB-t- A», 

S  =  -4AC-?.B'-  4A'B, 
Ti=-5BC-^5A^C--5AB% 
U^-  3D-h  laABC-  ?B% 

Vr:.7AC'-»-7B^C, 

W=8BC=; 
donc  (III  aura 

(0  =  ka-h  -i2B  —  A.')  -ih  —  a'  : 

+  -^  (  3(:  —  3  AB  —  A^j  {  3c  —  3rtA  -ha') 

H-  y(— 4A(:  —  9.b^-h4A'B)(— 4rtc-  a/* -4«-/»i 
4 

+  ^  i  — 5BC-h5AM:-^  5AB=i    —  5/*c-f-  5rt^c^5a/»=i 
5 

-^  4    —  3C^  -1-  12ABC  ~  aB'i  ;  —  3c^  -<-  i9«/u-  -h  >/*') 
b 

-I-  ^  '7AC=-^  7B'C:(7«c=^  7^^c 

-h  -,S  BC-  X  8  l>c-. 
o 

Or.  en  rejetant  les  termes  où  A,  B,  Get  a,  b,  c  sont  des  produits  de  plus 
de  deux  dimensions,  et  ordonnant  les  autres  par  rapport  aux  dimensions 
de  ces  mêmes  quantités,  on  aurait 

cp  =  A« -f- 2B6 -I- 3Cc 

-  Bfl^  -  3Cab  —  6  A'—  3cAB 

-h  ^-^  -h  3ABa6  +  ;  2AC  -t-  B^i  (2ac  -  6=.  -f-  5BC/<<;  -s-  -Oc\ 
1  2 

d'où  je  tire,  en  ne  conservant  que  les  produits  de  trois  ou  d'un  moindre 
m.  20 
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iKPinlirc  (le  dimensions, 

©=  =  (  Art  ^  aB/»  -  3 Ce  ' 

-i-a(Art      ^BA+SCcl    -  \ia-~H:>il)-l,\'-  3(AH-f-  "~  +  3\B«/< 

-I-  f  2  AC  -f-  B=     T' tic  -h  b-   -)-  5  BC  6f  -t-  -  O  c- 

-t-  ■.>.  i  B  ft'  +  3  C rtft  1  (  /»  A'  +  3  f  AB  , 


el 


o^=;(Art  +  9.Bft  +  3<:cF 
9*^  o, 


ili'  soiif  (|Uf  rc(jii;iti(iii  sera 


I  — Art— -    >B  — An  1  ?./'  —  «') 

—  ^    3C-3AB-A=     3p— 3rt/)  +  rt») 

—  ^'  —  4AC-  >.B^-4A=Bm  -4at-  ■?.!>' ^  i(i^h) 
+ 

—  4    —  5B(:  -+^  5Am:  ^  5AB-   1  —  5hc  -h  5rt-f  ■+  5al>' 

—  A'  — 3C=-t-  17.  ABC  ^  aB'^,  (—  3c' +  iartfcf-+-  2/»%' 
b 

—  ;^  1 7  AC-'  ^  7  B^ C  :  (  7  aC  h-  7  A- e  1  —  8  B(  ?  Ar ■■ 
7 

4  1)1       1,-     f  Art-1- aB/n- 3Cf       „    ,      ,,.    ,       ,  ,,      ,     .„        \'<r 

L  2  2 

-f-3ÂBrtA-i-  ;2AC+  B-;(2«cH-  6-1  -(-5HCAr+  ^C=t' 

-^(B«=^-  3Cfl6)iAA^-^-  3cAB ^r(Art  ^  ibh  -  3Cc  =      o. 

2 . 3 
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LES  TALTOCHRONES. 


NOUVELIKS  KÉI'l.liMONS 


LES  TAIJTOCIIIIONES. 


[Nouveaux  Mviiiniivs  de  V  tcadrinic  royale  des  Sciemes  et  lU'Ues- Lettres 
lie  Ilerliii,  iinni'c  1770.) 


Depuis  Huygliens,  qui  le  premici'  ;i  trouvé  que  la  cycloïde  éhiil  la 
courbe  tautochrone  pour  les  corps  pesants  clans  le  vide,  les  Géomètres  se 
sont  appliqués  à  chercher  des  méthodes  directes  et  générales  pour  déter- 
miner les  courbes  qui  jouissent  de  la  même  propriété  dans  des  hv|)o- 
thèses  quelconques  de  pesanteur  et  de  résistance. 

Les  premières  solutions  analytiques  (|ui  aient  paru  de  ce  Problème 
sont,  je  crois,  celles  que  MM.  Jean  Bernoulli  et  Euler  ont  données:  le 
premier,  dans  Xe^i  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  de  Paris,  pour  l'an- 
née lySo,  et  le  second,  dans  le  (ome  IV  des  anciens  Commentaires  de  Pé- 
tcrsbourg.  Ces  solutions  sont  Ibndées  sur  la  considération  des  fonctions 
de  dimension  nulle  de  deux  variables,  et  il  faut  avouer  qu'elles  sont 
aussi  simples  et  aussi  directes  qu'on  peut  le  désirer;  mais  comme  ces  so- 
lutions exigent  qu'on  ait  l'expression  de  la  vitesse,  elles  ont  l'inconvé- 
nient de  ne  pouvoir  être  applicables  qu'aux  cas  où  l'équation  différen- 
tielle de  la  vitesse  est  intégrable.  Pour  suppléer  à  ce  défaut,  il  fallait 
trouver  une  méthode  qui  fût  indépendante  de  l'intégration  de  l'équation 
quj  donne  la  vitesse,  et  c'est  à  quoi  M.  Fontaine  est  parvenu  par  le  moyen 
d'un  calcul  particulier  qui  consiste  à  faire  varier  les  mêmes  quantités  de 


138  NOUVELLES  RÉFLEXIONS 

flt'iix  manières  dillcicnlcs,  cl  (|ui  a  (juelque  rapport  à  celui  dont  les 
(léonii-lres  du  siècle  passé  se  sont  servis  pour  résoudre  les  Problèmes  des 
tnijectoiies  et  (|uel([ues  autres  du  même  genre. 

La  sohili{)n  de  M.  Fontaine  parut  d'ahord  si  satisfaisante,  yiro«  ne patiu 
filus  (le  tautochrones.  comme  cet  Auteur  le  dit  lui-même  dans  ses  OEinres 
imprime(>s  en  i;!)^.  i)aL:e  i  ">:  mais  le  ilémoire  que  je  lus  à  l'Académie  sur 
ce  sujel,  en  i  767  (' j,  réveilla  l'altentiou  des  Géomètres,  et  fit  voir  que  la 
matii'ic  n'était  jtas  encore  si  épuisée  qu'on  l'avait  cru.  Ayant  envisagé  la 
(pu'slioM  des  tautochrones  sous  un  point  de  vue  un  peu  différent  de  celui 
sous  le(|uel  on  l'avait  toujours  considérée  avant  moi,  je  suis  parvenu  à 
une  formule  générale  cl  très-simple,  qui  donne  l'expression  de  la  force 
nécessaire  pour  produire  le  taulochronisme,  et  qui  renferme  non-seule- 
ment tous  les  cas  déjà  connus,  mais  encore  une  infinité  d'autres  dans 
lcs(|uels  on  ignorait  (|ue  le  Prohième  fût  résoluble.  Un  grand  Géomètre, 
à  (|ui  je  communi(]uai  cette  formule,  mais  en  supprimant  l'analyse  (|ui 
m'y  avait  conduit,  la  trouva  assez  importante  pour  mériter  qu'il  en  cher- 
chât la  démonstration:  et  c'est  ce  (]ui  a  occasionné  les  savantes  et  ingé- 
nieuses recherches  (|u'il  a  faites  sur  la  même  matière  et  (jui  se  trouvent 
ilans  nos  Mémoires  pour  l'année  1765;  mais  mon  travail  n'a  pas  été 
jugé  si  favorablement  par  M.  Fontaine,  qui  vient  de  m'attaquer  dans 
un  Mémoire  imprimé  dans  le  volume  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris,  pour  l'année  1768.  Je  m'attendais,  avec  raison,  à  trouver  dans  ce 
Mémoire  des  objections  solides  et  dignes  du  nom  de  cet  illustre  adver- 
saire: mais  j'ai  été  bien  surpris  de  n'y  trouver  que  quelques  expressions 
peu  obligeantes,  sans  aucune  raison  bonne  ou  mauvaise.  Comme  la 
simple  lecture  de  son  Mémoire  et  du  mien  peut  suffire  pour  me  mettre  à 
couvert  de  ses  criti(jues,  je  les  passerai  entièrement  sous  silence,  et  je 
me  contenterai  d'exposer  dans  ce  Mémoire  quelques  réflexions  que  j'ai 
faites  à  cette  occasion,  tant  sur  ma  solution  de  1767  que  sur  la  nouvelle 
solution  de  M.  Fontaine  de  1768.  Je  commencerai  par  donner  la  solution 
d'un  Probli'uie  qui  n'a  [las  encore  été  résolu,  et  qui  sert  à  jeter  un  grand 

(*)  OEiivifs  (If  Lagrnnvr.  [.II.  p.  3i-. 
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jour  sur  colui  des  tautochrones ;  je  résoudrai  ensuite  ce  derniei-  Piolili-inc 
dans  toute  sa  généralité;  du  moins  je  donnerai  les  formules  les  plus  içé- 
nérales  (in'on  puisse  désirer  sur  cet  objet;  de  là  je  passerai  à  examiner  la 
solution  (|ue  .M.  Tontaine  donne  pour  générale,  et  je  ferai  voir  (pi'cllc 
est  iuconipli'te.  et  même  illusoire  à  certains  égards. 

PROIÎI.lblK    I. 

Soit  a  l'espace  total  que  peut  parcourir  un  corps  qui  pari  d  un  point 
donné  avec  une  certaine  vitesse,  et  qui  est  continuellement  retardé  dans  sa 
marche  par  une  force-variable  p;  soient  de  plus  .1  un  espace  quelconque 
parcouru  pendant  le  temps  t.  u  la  vitesse  du  coips  au  haut  de  ce  temps, 
et  L  une  fonction  quelconque  donnée  de  x  et  de  a  :  on  demande  par  quelle 
fonction  de  u  et  de  x  doit  être  exprimée  la  force  p.  pour  (pic  le  temps  / 
soit  ég(d  (1  une  fonction  quelconque  de  L. 

1.   On  aura  d'abord,  par  les  principes  de  mécanique,  l'éipialidn 
(  A  )  u  du  -f-  p  dx  =  o 

i|ui  est,  comme  on  voit,  une  équation  difrercntielle  du  premier  ordre  à 
deux  variables  a-  et  u,p  étant  par  l'bypotbèse  du  Problème  une  fonction 
de  X  et  u.  Ainsi  il  y  aura  une  fonction  de  x  et  u,  que  nous  désignerons 
par  R,  par  laquelle  cette  équation  étant  multipliée  deviendra  intégrable: 
de  sorte  qu'on  aura  l'équation  finie 


/' 


R  (  udu  -t-  pdx)  =^  coiist. 

l'oui'  déterminer  cette  constante,  on  remarquera  que  par  l'Iivputliésf  du 
Problème  il  laul  (|ue  la  vitesse  u  soit  nulle  au  iiout  de  l'espace  a:  i\'o[\  il 

s'ensuit  (jue  si  l'on  lounnie  A  ce  (|ue  devient  la  quantité  /  R  udu  ^  pd.z) 
lorsqu  on  y  tail  a-  =  a  et  u  =  o,  on  aura 

(B)  /r(m(/« -^/n/x)  =  A. 

Maintenant,  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonc- 
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lidii  lime  de  //  cl  r  sans  a,  et  (nic  le  s«!coikI  est  une  l'onction  finie  de  a 
seul,  il  est  clair  que  si  l'on  y  l'ail  varier  à  la  l'ois  les  trois  quantités  a-,  u 
et  ^/.  el  (|u'on  suppose  r/A  =  Bc/(7,  on  aura  cette  é((uation  diU'érentielle 
à  trois  variables 
(C)  ^[udu-A-  pdx]^'^da, 

de  softe  (m'en  rei^ardaiil   a  connue  une  roii(ii(ui  de   r  et  a  doun»''e  par 
re(|ualiou    Vf  j,  on  aura 

du  _        p       du  B 

dx  u       da        itw 

2.    (lehi  pose,  considérons  le  temps  /  (jue  le  (dr|)s  met  à  pai'couiàc  l'es- 
pace .v.  on  aura,  couinie  on  sait, 


-/v 


où  il  faudra  uieltre  a  ht  place  de  //  sa  vaieiu'  en  x  et  r/  donnée  par  re(|ua- 
lion  Bj,  apri's  quoi  on  intéi^rera  en  rei»ardant  a  comme  constante,  ce 
(|ui  donnera  poiii'  /  une  l'onction  de  x  el>/. 

Supposons  maintenant  qu'on  did'érentie  celle  valeur  île  /  en  y  l'aisanl 
varier  il  la  l'ois  .f  el  r/.  et  l'on  aura,  en  i'ei;ardaut  //connue  une  l'onclion 

de  X  el  a, 

,         dx  ,     r  I    du    , 

dt  = da  \ —  dx, 

u  J   u-  da 

oujiieu,  en  substituant  nour  -.—  sa  valeur  ^—  -,  et  niettaut  la  (luanlile  B 
*  '  da  \{a  ' 

(|ui  est  une  l'ouctiini  de  a  seul  iioi's  du  sii;iie  1  , 

(D)      '  dt^'-'^^^daÇ'J^. 

u  j  U«' 

3.   Or.  L  étant    liypollii'se  j  une  l'onclion  donnée  de  x  et  a,  on  aura 

dh^Mdx  ^-nda, 

et  connue  /  doil  élre  une  l'iuictiou  (pn'lc(Ui(|iie  de  L,  ou  aura  d(nic  aussi 
L  égale  il  une  l'oui  lion  i|U(d((Ui(|ue  de  /,  ipie  nous  désignerons  [lai'  T: 
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(loue,  (lillV'i(uili:iiil  cl  supposiiiil  c/T  =  S<//,  un  ;iiii;i 

Sdl^   Mdx  -h^da; 

or,  cctlc  ('(iiKilidii  (loil  être  i(lt'iili(|iic  ;ivcc  rc(|iiiilioii    Uj;  iI(jiii'  imi  aLir;i, 
par  la  cniiijjaraisoii  des  (ormes  allcclcs  de  i/.i'  et  de  du. 


^  -  1       !1  -  _  B  '"  '^-^ 

S      «'s 


J  i<« 

el  par  consccpiciil 

M 


N  „      /  "  dx 


.  N         ^  , 

Soil,  j)uiir  abréger,  rj  =  X,  et  rtm  aura,  en  divisaiil  par  //, 


M 

X 


-B 
u 


ÇÈL 


et  dill'ereiiliaiil. 

dans 

l'Iiypollièse  de  .r  et  ii  sei 

staiite. 

udX  —  \du            ^  dx 
W            ~          R  u 

d'où  l'on  lire 

R-              ^ 

^^      du          ,JX' 
^"dx       "dx 

du 
mais  on  a  -j—  = 
dx 

_  z 

II 

1),  dune 

Cette  quantité  R  est,  comme  on  voit,  une  fonclion  de  //.  .«  et  </,  parce 
que  B  est  une  fonction  de  a,  X  une  fonction  de  a  et  a-,  et /j  une  fonc- 
tion de  .T  ei  u;  or,  a  étant  donné  en  .x  et  u  par  Féqualion  (B),  on  pourra 
réduire  la  quantité  R  à  n'être  qu'une  fonction  de  x  et  «.  et  dans  cel 
état  ce  sera  le  multiplicateur  qui  doit  rendre  intégrable  la  ditlérenlielle 
udu-\-pdx  (1);  on  pourra  donc  substituer  celte  valeur  de  R  dans  l'e- 
qualion  (C),  et,  comme  celle  eijualion  n'est  autre  chose  que  la  dillé- 
rentielle  de  l'équation  finie  (B),  il  est  clair  (pi'on  pourra  remettre  dans  H 
la  (|uantité  a  à  la  place  de  sa  valeur  en  u  et  x\  d'où  il  s'ensuit  (|u'oii  pml 
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lurttrt'  iiiiinrdiatcnit'nt  dans  l'équation  ;C^  l'expression  de  R  trouvée  ei- 
ili'ssus,  liaiis  huiuelle  les  trois  quantités  u,  ce  ei  a  entrent  à  la  fois,  ee  qui 
donnera,  en  divisant  les  deux  membres  pai'  B,  lettc  ti|uatioii  dilieren- 
tielle  à  trois  variables 


Il  dit  ~  pdx 
,^X 

'^  dx 


-^  da  =  O. 


par  laquelle  on  pnurra  déterminer  lune  de  ees  variables  |iar  les  deux 
autres. 

5.   Soit.  |iiiiir  plus  lie  simplieité, 

,  d\ 

en  sorte  tpie  l'éipiation  précédente  devienne 

(E)  -du-  f^dx~da  =  o. 

r  r 

("tr.  pi>ur(]ue  cette  éipiation  soit  possible,  il  tant,  eduinie  on  sait.  (|u'on 
ait  cette  conditinn 

'/'  ./"        ,/"        .^P 

=  o. 


</^  d~        d-        di 

Il        r  p       r  r  r 

r    da  r    da         dx         du 


.Mais  a  ne  peut  être  contenu  tjue  dans  /'.  parce  i|u'iin  -uppose  (pie  ft 
soit  une  roui'tinu  de  ..i-  cl  ;/  seuleiuenl  :  ilnue  on  aura 


da 
dont 


dp- 

r 
da 

p   dr 
/•■  da 

d'I 
r 

da    - 

dB. 

Il        r 
r    da 

P^ 
r 

da   ="■' 

de  sorte  (]uc  l'eipiatiou  de  conditimi  se  réduira  à  celle-ci 


d"       d^ 

(F)  _L__^=o. 

dx         du 
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Il  hilldiM  (Idiic  (|iic  (■(■Ile  (■(|ii;ilioii  ;iit  lieu  eu  nii'lilc  Iciiips  (|(ic  rc(|ii;i- 
tioii  E),  sans  cependaiil  (|ii'il  in  résulte  aucune  nouvelle  (leteiininalion 
entre  les  trois  variables  a,  u  et  a.  Or.  c'est  ee  (|ni  ne  |k  ni  arriver  (|iit 
flans  ces  deux  cas  :  i°  si  ré(|Uiition  (F)  est  absolnnienl  i(lciili(|iic;  2"  si 
la  nu'ine  eijuation  (Fj  est  renfermée  dans  l'équation  (E;.  Niins  allons 
examiner  ces  cas  l'nn  après  l'antre. 

5.  Premier  cas ,  où  l'équation  de  condition  est  idcnliciiic.  —  Dans  ee  cas. 
il  l'amlra  qu'en  relianlani  a  connue  constante,  la  (juantile  -  du  —  -d.r 
soit  une  dilierentielle  exacte  d'une  lonctinn  de  ?/ et  .r,  car  la  condilioti 
(le  rintégrahilile  de  la  dilierentielle  '-  du  ^  '- dx  est 

rf^        dP- 

r   r 

dx         du 
i|ui  est  précisément  la  ujenie  que  l'équation  (F);  donc,  mettant  au  lieu 
de  p  sa  valeur  en  /•.  laquelle  est  ^  —  ^  ~^'    ''  '""•'''■'  ^W  '•'  iliUéieii- 
lielle 

u  du        /  I         u'  d\  ^    , 

"T~~\\-7\  -d^)  '^•^•' 

c'est-à-dire,  ' 

u-  /du        d\\       dx 

soit  intégrable;  or,  à  cause  que  X  est  une  fonction  de  x  et  a  sans  ;/.  et 
que  a  est  regardé  ici  comme  constante,  il  est  clair  ipie  le  terme  -^  sera 

intégrable  de  lui-niénie,  de  sorte  qu'il  faudia  aussi  que  les  termes  res- 

.  u-  i  du        d\\   ,         .      ,  .  ....  it- 

~7\li \~)       soient;  ce  qui  ne  saurait  être  a  moins  ipie  --  ne 

soit  une  fonction  de  \oiiu  —  los;X  ou  bien  de  t^- 

On  aura  doue  aussi  —  égal  à  une  fonction  de  ^»  qu'on  pourra  dési- 
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giuM'  p;ir  '.  (-^)  :  donc 


X 


ri   |);ir  ('()||Sf'i|ll('nt 


p  =  iC 


j 


X 


X    ilx 


Or,  cmniiic  hi  (|ii;iiilil(' «  est  li'iiilcc  comme  i'(iiist:inlc,  elle  poiirni  ciidi'i- 

cmiimc  telle  (huis  la  (onction  indéterminée  'j  [-^\\  nmis,  \\  c;mse  (|ne  p 

ne  doit  être  (|u'une  t'onction  de  u  et  de  .r,  il  l'andni  (|iie  '/  disparaisse  de 
l'expression  de  p.  Nons  vei'rons  pins  has  comment  on  penl  satist'aii'e  à 
cette  condition. 

6.  Second  cas.  où  Injualioii  de  condition  n  est  jxis  identiipir.  —  (le  cas 
anra  lien  lors(|ue  les  denx  e(]ualions  liy  el  Fj  seront  identicpies  l'nne 
avec  l'anlre;  donc,  comme  l'éqnation  F)  est  finie  et  (jne  re(|uation  E, 
contient  les  did'érentielles  premièri^s  dx,  du,  du,  il  l'andra  (jue  celle-là 
soit  l'inléarale  de  celle-ci. 

Or  l'équation  de  condition  (Fj  se  réduit  à  celle-ci 


1') 


dr         p    dr         r    dp  


djf         u    du        II    du 
I, 

Donc  si  l'on  t'ait ,  pour  altréi^er, 

(//•         j)    dr         r  dp 

^        dx         u    du         u  du 

en  sorte  (]n'on  ait  (/=^o,  et  (|u'on  difTéicntie  celte  ('(piiiliiin  dans  l'Itv- 
potlit>se  (le  //,  ,1  et  a  variahles,  on  anra 

d(]    J         dii    ,         dq   J 

—r-  dx  H — r    du  -+  -^-  du  =^-  o, 

dx  du  lia 


ijni  devra  ("'Ire  i(lenti(pn'  avec  r(''(ji!ation    E):  oi'  c(dle-ci  donne 

du^  — 


pdx        rda 
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(loue,  siiljsliliiaiit  crllr  v;ili'iii\  ini  ;uir;i 

dx         uduj  \  da        u  du j 

•'•(luarnui  qui  devra  ('Ire  idonlKiiic;  de  sorle  qu'il  faudra  (|U('  les  cocdi- 
ciculs  de  d.r  el  de  du  soicul  cliacnii  cjial  ii  Z('m(i  eu  pailiculicr.  cr  (|iii 
donuera  ces  deux  e(|uati()us-ci 

(/jf  H     (tu 

(H)  Y y       =  "' 

«rt         u   du 

(|iii  dcvioul  avoir  lieu  eu  mèuie  temps  que  re(]uari(in    F  1. 

Doue,  supposaul  la  l'oiutinu  X  eoiiuur  eu  .r  el  a.  lui  pouiia,  par  le 
luoyeu  de  ees  trois  e«|uatious,  éliuiiuer  a,  et  11  eu  icstera  deux  (|ul  ue 
coulieudront  que  les  variables  finies  x  et  «,  avec  la  (|uautilé  p  et  s<'s  dif- 
fère iilielles 

dp     dp      d'p       d'p       d-p 
dx      du      dx-      dxdu      tln- 

Ces  deux  équations  devront  donc  être  identiques  ehaeune  en  particulier. 
de  sorte  qu'on  pourra  les  différentier  h  volonté  en  prenant  x  ou  u  con- 
stante, comme  on  voudra.  On  pourra  donc,  par  leur  moyen,  chasser  la 
(juantité /?  et  ses  ditférentielles,  et  il  restera  une  équation  finie  entre  u 
et  X  (|ui  devra  aussi  être  identique.  Ainsi,  ayant  trouvé  cette  dernière 
équation  eu  x  et  en  u.  on  verra  si  elle  est  identiipu',  au(|uel  cas  le  Pro- 
hlème  sera  résolulile,  et  l'on  j)Murra  avoir  facilement  la  valeur  de /^  eu  x 
et  eu  u;  uuùs  si  elle  ne  l'est  pas,  ce  sera  une  marque  que  les  deux  é([Ua- 
tions  (Ej  et  (F)  ne  sauraient  être  identiques  entre  elles,  et  (lu'aiusi  le 
ProMiMue  ne  pourra  jias  se  résoudre  dans  cette  hypothèse. 

7.  Corollaire  I.  —  Considérons  l'expression  générale  de  p  ([ue  nous 
avons  trouvée  dans  le  premier  cas,  et  supposons  que  le  terme  t(uit  ciui- 

staut  de  la  fonction  y  (-^)   soit  une  fonction  (pielcoiupie  de  a  (jue  je  tie- 
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sii^iierai  par  -,  en  sorte  que  les  autres  termes  de  la  iiiénie  fonetion  ren- 

fernicnt  chacun  une  puissance  de  //;  il  est  clair  (jue  la  valeur  de  p  cun- 
lii'udra  le  ternie 

cl  (Hi'il  u'\  aui'a  aucun  autre  ternu'  (jue  <'elui-ci  ([ui  rcuferuie  le  carré  ir . 
Donc,  pour  (|ue  l'expression  de/»  ne  renferme  point  la  (jnanlite  a,  il  l'au- 
ilra  (|uc  le  coellicienl 


a\        \  dx 


ne  la  renferme  pas  non  plus,  et  par  conséquent  qu'il  soil  une  fonction 
de  r  sans  a.  Soit  donc  ',<  cette  fonction,  en  sorte  que  l'on  ail 

_i 1   d\  _ 

a  \        "S.  ax 

et  intégrant  dans  l'hypothèse  de  a  constante  et  de  a:  variable,  on  aura 

X   ^    5 

a 
mais 

e^J'"'^  I   e-''"''dx 


csl  uiu'  fonction  de  a-  seulement:  donc,  dénotant  par  1  cette  ftuiclion.  ou 
aura 

Sulistituant  doiu'  cette  valeur  dans  l'expression  de  p.  elle  deviendra 


P^ 


b  if)      .  -iA 


Doue,  il  faudra  que  la  fonction  ?i-^)  soit  telle,  ([ue  «:>(—)  ne  <on- 
tieune  point  a,  mais  qu'elle  contienne  seulement  :.-■  Pieuaiil  donc  um' 
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fondioii  (HicIciiiKHic  de  J  telle  (luc  oi"\i  ci  I;i   iiielhiiil  ii   hi   |il;ice  de 
a^îf-y- I»  on  ;iiiiii,  en  iiénéral. 


'""'1-T--ÏT.Ï 


8.  Ojholi.aiuk  II.  —  Substituons  maintenant  eelle  valeur'  de  />  dans 
l'oqualion  (Hj  du  n"  l,  et  l'on  aura,  à  cause  de  X  =  ->  re(|iiaruMi 

</«       i/'i 
Il  \         (Ix       da 


■=r^  o. 


dont  l'intégrale  est 

.  /m\        rdx       Cda 

Or,  il  i'aul  iju'en  taisant  a==a  on  ait  «  — o;  doue,  si  l'on  tionnne  K  la 
valeur  de  *!*  (  v  )  lors(jue  u  =  o,  valeur  qui  sera  constante  et  indépen- 
dante de  a,  parce  que  <I>  ij\  est  censée  ne  pas  contenir  </,  (»n  aura,  en 

faisant  x  =^a, 

rdx       rda 

d'où,  à  cause  de  da  =  dx,  il  s'ensuit  qu'on  aura  aussi 

'I  >- 

T7-i--=o      et      2  =  —  ;; 

c'est-à-dire  que  u  devra  être  une  fonction  de  a  semblable  à  la  rond  ion  2 
(le  X,  mais  prise  négativement. 

9.  Corollaire  III.  —  Donc,  si  l'on  prend  pour  «  une  fonction  de  a 
semblable  à  la  fonction  de  x  qui  est  dénotée  par  |,  on  aura 

se 
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ilniic    3  I 


fl  p;tr  conspiiiifiit 


N 
M  ~ 

y. 

N  = 

(loue 


rfL  =  M(ix-i^j:=M;(^-^) 


(If  sorte  (luc  M:  devra  être  une  fonction  fie 


/f'/' 


'  dx        r  (la 
a. 


v\  |iar  conséciuent  L  sera  aussi  une  fonction  de 


/f-/^ 


ou  hien  une  fonction  (le 


■Il 


"da' 


et  comme  /  est  supposé  une  fonction  (|nelcon(|ue  de  L.  il  s'ensuit  que  le 
temps  /  sei'a  aussi  une  f(ui(tion  (|uel(on(]ue  de 

/dx 

d'où  je  conclus  que  le  preniiei'  cas  de  la  solution  précédente  ne  peut 
avoir  lieu  que  lorsque  le  temps  /  est  supposé  une  fonction  quelconciue  de 
dimension  nulle  de  deux  fonctions  semblables,  l'une  de  a-  et  l'autre  de  m. 

10.  Corollaire  IV.  —  Si  le  temps  /  n'est  pas  une  fonction  de  r  et 
de  (i  telle  que  nous  venons  de  le  dire,  alors  l'équation  de  comlition  ^  =  o 
ne  pourra  pas  être  identique,  et  le  Problème  ne  sera  résoluble  que  lorsipn^ 
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(■(ilc  ('(|ii;ili(iii  ,scr;i  iciifci'iniM'  diiiis  ['('{jiiîirMMi  diliciciilicllc  (E,.   ce  qui 
'I i<'i;i.  ciMimic  nous  l'uvons  vu  '  (i  .  les  deux  ('(iiMlioiis  finies 

dq        i>  tlq  _  (Ay        /•  dq  _ 

dx        u  du^         da       H  du 

Siilisliliioiis  iiii  lieu  de  /■  Sii  v;ilciii-/A  -^  n'  -r-   fi),  fl  coniinc  \  est  uiio 

'  d.r         ' 

Ibnclioli  de  .<■  cl  de  a  sans  //,  cl  i\\\v  p  en  csl  une  de  .r  cl  de  //  s;iiis  r/,  on 

aura  d'alioi'd 

dv       ^dp       d\  d'\ 


dx        dx 
f/«  </k  dx     ' 


dx- 


(i'où  l'on  liouvcra 


■ra 


'  cr.Z'         f/.r   \'  du 


d'\ 

ITT  "■' 
dx' 


ensuite 


la       „  (/'p       d\        d-p         d'-\  I  dp  \ 


(Ix-         dx       dx  du        dx- 


dq       ^.    d-p         d\      d-p  d-\ 


du        '    dx  du        dx       du' 
dq  (/X  dp         d'\ 


dx' 


lad.r\P-"' 


dp 


d'\ 


dn         da    dx        dadx  \''       "  duj        dx'da 
Ainsi  l'on  aura  les  Irois  é(|ualit)ns- 

^  dp       d\  l     dp         \       d'\ 


(F) 


lip  II  -■>.    /        up  \ 

dx         dx  \      du        "  j 


dx' 


d'\ 


lu  /         ilx^ 


u'. 


(G) 


-,  dp        d\        dp  d-\  /  dp 

X  — -L  -+-  — —  M  -—  S ; —  {  p  —  u  ~i- 

i/x-         dx      dxdu         dx'    y  du 


d=\ 

dx' 


'    *  u  dx  du        dx    du'  dx'  ' 


H) 


d\  dp         d''\    (     dp  _  ^ 
da    dx        dxda  \     du       ' 


d'X 
dx'  (la 


i\,  c/X       \   /'X    d'p  d\  d'p  d'\ 

\      '  dx        /   \  u   dx  du         dx    du- 


T'X\ 
d^)="' 


m. 
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<jui  ilcvroiit  l'Ile  i(lcii(i(jiics  cnlrc  elles.  Un  Iniileia  dune  ces  irois  eijua- 
lioiis  eoninie  nous  TaYdiis  dit  ^6j;  mais  il  arrivera  bien  souvent  iju'elles 
ne  jiouiinnt  pas  avoir  lieu  à  la  t'ois,  et  alors  la  solution  du  Pi(ii)l('Uie  sera 
impossible. 

11.  Scoi.ii:.  —  Ou  a  supposé  dans  le  Pr(dd('uie  [U'éeédent  (|ue  le 
temps  /,  employé  ii  parccuirir  l'espace  .i',  devait  être  exprimé  [)ar  nue 
l'onction  (pudcinupu'  de  la  (|uantiti'  L.  (|ui  est  une  fonction  donnée  de  a 
et  de  a-,  d'où  il  s'ensuit  (|ue  le  temps  /  sera  coustanl  lors(|u'il  y  aura 
entrer  et  a  la  rclali(Ui  donnée  par  Téqualion  L  =  eonsl. 

.\insi  l'on  |)ourra  resoudi'e  le  Prol)lt'iue  suivant  : 

Traîner  la  loi  île  la  force  accélératrice  riécessairr  pour  que  le  corjrs  mette 
toujours  le  même  temps  à  parvowir  un  espace  quelconque  qui  ail  une  rela- 
tion donnée  acec  l'espace  total. 

PRObI,L\Mi:    11. 

On  demande  l'expression  liénérale  de  la  force  accclér-atrice  nécessaire 
pour  le  tautoc/ironisme. 

12.  Ku  conservant  les  dénominations  du  Problème  I,  la  question  se 
réduit  à  trouver  quelle  fonction  de  u  el  de  x  on  doit  prendre  pour/?,  pour 
que  l'expression  de  t  soit  telle  qu'en  y  faisant  x  =  a  elle  devienne  indé- 
pendante de  a.  Donc,  en  regardant  ^comme  ou  l'a  fait  dans  le  Probli'me 
précédent,  /  c(unme  une  fonction  (pielcomjue  d'une  fonction  donnée  L 
de  .r  et  a,  il  est  claii'  (|ue  le  Problème  sera  résolu  dans  toute  sa  généralité 
si  l'on  fait  en  sorte  (|ue  L  soit  une  fonction  (|uelcon(pH'  de  .r  et  de  a  lidie 
que  rt  disparaisse  lorsiju'on  lait  x^^a.  Ainsi  la  (juantité  L  ne  sera  pas 
donnée  tout  à  l'ait;  mais  il  faudra  seulement  qu'elle  soit  assujettie  à  la 
condition  ilont  nous  viuions  de  parler.  Or  nous  avons  supposé  (  3j 

(/L  =  M  </jr -(- N(/rt; 
donc,  faisant  .r  =  r^  (ui  aura 
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ri   comme  dans  celle  .-iipposilioii  on  \eiil  que  l;i  (|uaiitile  I.  (levieiiiie 
indépendante  de  «,  il  faudia  (|iie  l'on  ail 

M  -^  N  :     (.  ; 

lione  on  auia.  en  faisant  a:  =  a. 

M  =  —  N     et     ^  —  X  =  —  I . 

De  sorte  (|n'on  pourra  prendre  pourX  toute  tonelion  de.iet  de  a  telle 
qu'elle  devienne  égale  à  —  i  lorsqu'on  y  fait  .r  =  a. 

Mais  il  faut  remarquer  que  t  doit  être  égal  à  zéro  lors(|ue  jl-  —  o  'hypo- 
tlièsej:  done  si,  en  taisant  /  =  (),  on  a  T-^K  (3y,  il  taudra  aussi  (|ue  L 
devienne  égal  à  K  lors(|ue  a:  =  o,  de  sorte  qu'en  supposant  seulement  r 
intiuiment  petit  on  aura  nécessairement  ^ 

L  =  K  +  Cx"; 

K  étant  une  constante  indépendante  de  a,  C  étant  une  tonelion  de  a  et 
m  nu  iiniiil)re  quelconque  positil':  donc  ou  aura  aussi,  en  difrérenliaiil. 


clL  =  //( C.r"   '  f/x  ^  .1"  -—  (lu, 
da 


el  par  conséquent 


de  .-        X    (IL 

M  = /"L.i-'^',     ^  =  .?•" -j-     et     \  =  — --r-: 
da  inL  da 

d'où  l'on  voit  que  la  quantité  X  doit  être  telle  qu'elle  devienne  égale 
à  a"D  lorsijue  .r  est  intiniment  petit,  D  étant  une  constante  quelconque. 

Donc  il  faudra  nue  X  soit  ea,al  à  zéro  lorseiue  or  =  o.  et  que  — —  soit  eu 

même  temps  une  quantité  finie  (luelconque. 

Voilà  les  seules  conditions  auxcjuelles  la  fonction  L  doive  être  assu- 
jettie dans  le  cas  du  tautochronisme;  à  ces  limitations  près,  la  fonction  L 
pourra  donc  être  regardée  comme  indéterminée,  et  la  solution  du  Pro- 
blème sera  renfermée  dans  celle  du  Problème  précédent.  Or  nous  avons 
vu  (jue  ce  dernier  Problème  est  résoluble  dans  deux  cas,  lorsque  l'équa- 
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lion  (II'  coïKlilidii  F)  l'sl  i(l('nli(|iH'  cl  lors(|iri'llc  csl  icnfcrmi'c  dans 
ré(liiali(iii  diirciciiriclif  E;;  il  en  sera  de  iiiciiic  du  I'r(dili'iiir  des  laiitn- 
(diroiics,  <lc  soric  (|n"oii  aura  ces  deux  sdluiions  : 

l.'î.    Pi;iniM;i!i;  Sdi.i  ii().\.    —    En   suppiisaiil    r('(|iialioi)    de  ((uidiliiui 
id('iirK|Mc,  iKiiis  avons  lron\c  pour/*  rcxprcssion  i^cncralc  '5  cl  7 


cl  coninic  on  a  dans  ce  cas  ("9  j 


\ 


«  étant  une  l'onction  de  a  semblable  à  la  l'onction  H  de  r.  il  est  (  lair  qu'en 
faisant  .r  =  a  on  ania  2  =  î<  et  par  conscMpient  X  =  i .  Donc  l'expres- 
sion |)i'ecédente  de  yo  sei'a  tonjonis  |)i'opre  ii  piddnirc  le  lantochionisrne, 

(]nellr>  qne  soit  la  l'onction  de  y  désii^nee  par  '^  (>)'   '''  qn'dle  ipn'  soit 

anssl  la  l'onction  i  de  ,r.  jxini'vn  nne  c(dle-ci  soil  hdic  (in'on  ait  £  =  o 


et 


dx 


;al  il  une  (jnantile  (pn'lcon(|ne  finie  lors(|ue  .r  =  o     12;.   Cette 


solution  csl  la  nn'ine  (|uc  cidie  (|ne  j'ai  donnée  dans  mon  .Mémoire  de 
I  jCi^  i'  j,  en  la  déduisant  de  la  supposition  (pn'  l'c\pressi(ni  dn  temps  soit 
nne  l'oncticm  (|U(dcon(pic  de  dinn-nsion  nulle  de  deux  t'on.ctions  sem- 
Idaldes,  l'une  de  (/  cl  raiilic  de  ,r.  dette  sn|»|)osition  pouvait  |jaraitre 
alors  trop  limitée;  mais,  apri's  ce  (|ue  nous  venons  de  démontrer,  on  v(»it 
(pi'elle  est  aussi  générale  {\\\v  la  (|ucstion  le  permet,  an  moins  laiil  (pu' 
l'éipialion  de  <dndition  doit  ('Ire  i(ienrH|ue,  ce  (pii  csl  le  cas  le  plus 
nalnr(d  et  en  nuTUe  tcm|is  le  plus  i^éiUM-al. 

!'(.  SixoNDE  SoLiTioN.  —  Si  r(''(|uatioii  de  comlilion  n'est  pas  idcn- 
li(juc  il  faut  voir  si  elle  peut  étic  rcnreinn'c  dans  l'écpuition  dineiculielle 
UH'me,  au(|U(d  cas  le  Pr(d)li'me  sera  enccuc  l'é.solnhle,  aulrtMncnl  il  ne  le 


(*1   OJùivrrs-  rie  Ld^ninae.  I.  II.  )i.  'îi; 
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sciM  pas.  On  iiiiim  iIuiic,  du  lis  ce  cas    6j,  les  trois  é(|  lia  lions 

<l  =  o, 

dq        p  dq  

dx       H  du 


w  =  o, 

\        d'\     ,, 
\     d'i>         ,/\  d'p        (/-X 


dq        r  dq 
da        a  du 
c'esl-à-dirc    10) 

^  dp       dX  (    dp         \       d'\ 

d.r        dx    ^     du       '  I         dx' 

d'p       d\        d'p     ^  fMi  1^  dp 
dx''         dx       dx  du         dx-    y     du 

[\     d'p         (I  \  ap        a-Av  

'    \  K  du  dx        dx   du-         dx'  j 

d \  dp  ^    d'\     I     dp  V  rf^X       ., 

da   dx        dx  da  \     du       '  j        dx'  da 

1^.  d\      .  /\    d'p         dX  d'p  d'X\ 

\     '  (ix       !  \  u   (lu  (Ir         i/.i    du-  dx-  / 

De  S(n(c  (|n'il  laiiilia  <|ii('  la  valeur  ilc  />  en  r  et  1/  soit  telle  i|u'elle  salis- 
tasse  a  la  l'ois  à  ces  trois  e(|nations.  en  prenant  pour  X  une  toiicliim 
(jneleoucpie  de  .f  et  de  a  telle  (|ue  X  =  —  i  lorsque  jr  ^=  a,  et  (pie  X  =  o. 

d\       .  ,  ,  ■   .  /^    •    1 

et  -r-  soil  égal  a  une  qitaiilite  Jtme  lorsque  .r  =  o. 

Or,  il  est  elair  (pie  la  recherelie  de  la  valeur  de />  par  le  luoveii  de  ces 
trois  eipialions  sera  trës-diiïieile,  et  (|u'ainsi  la  soliili(ui  pr(''(  édeiite  peut 
(^Ire  regardée  eoinnie  plus  curieuse  qu'utile;  mais  elle  peut  être  lieaii- 
coup  siinplitiee  par  la  considt'ration  suivante. 


15.  Troisième  Solution.  —  La  Solution  préeédeiite  est  iondt-e  sur  lu 
supposition  que  l'équation  de  condition  ^  =  0  soit  identi(pie  avec  l'e(pia- 
tion  dillerentielle  E^;  or,  pour  que  cette  identité  ait  lieu,  il  faut  que 
l'équation  q  —  n  exprime  la  même  relation  entre  les  trois  quantités  //. 
iT  et  r/,  (pii  est  exprimée  par  ré(]uation  ditférentielle  :E).  D(Uic.  si  l'on 
imagine  (|u'ou  tire  de  cette  dernière  équation  la  valeur  de  a  eu  u  et  r.  ei 
(pi'oii   la   snitstitiie  dans  celle-ci,  </  =  (),  il  faudra  i|ue  re(piati(Ui  (pii  en 
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rcsiillent  soil  idciiliqiie.  Or  on  a  f lOj 


dp        d\  I     dp 
^  dx        dx   \     du       " 


dx' 


II, 


oi'i  p  est  supposé  iiiu'  fonction  de  œ  et  ii  sans  a,  <•!  X  nni'  i'onclion  de  x 
cl  (I  s;ins  //;  ainsi  il  ne  s'aijira  (pic  de  sul)sliliiec  dans  la  «piantilé  X.  et 

dans  ses  (riirercntiidlcs  — — ^  -,-^-.  ii  la  |)lace  de  a  sa  valeur  eu  ii  et  .f  inii 

dx      dx-  '  ' 

est  sup|)osee  donnée  par  l'équation  (Ej;  or,  la  (pianlilé  X  etaiil  indeler- 
niinée,  on  pouira  la  rei;arder  d'abord  connue  une  ronclion  de  .r  et  ii 
sans  a,  cl  alors  ré(|ualion  g  =  o  devra  être  idcnti(|ue. 

l(i.    Il  faudra  seulement  observer  : 

i"  Que  la  (juantité  X  devra  élrc  égale  ii  —  i  loi'sqnc  //  -=  o,  (ju<'l  (pic 
soil  .r;  car  il  tant  que  X  soil  égal  ii  —  i  lors(pie  .r-  -—  c/;  mais  on  a  '  livpo- 
tlicscj  w  =  n  lorscjuc  ,r  =  f/;  donc  il  faudra  (pic  X  soil  égal  ;i  —  i  en  \ 
faisant  x  =  a  et  «  =  0;  cl  comme  la  i|uantitc  X  regardée  comme  une 
|oncti(jii  de  //  cl  .r  csl  su[)poséc  ne  [)as  conlcnir  «,  il  est  clair  (pic  celle 
(juantité  ne  pourra  pas  devenir  égale  à  —  i  en  faisanl  //  =  o  et  x^a.  à 
moins  qir(dle  ne  le  devienne  aussi  (picl  (pic  soil  .r. 

2"  Qu'en  faisant  ,r  —  d  et  //  tout  ce  ipiNui  voudra,  la  (piaiitil(''  X  devra 

1  II  I  .• .     '/X        ij  d\  ,.    ■  1  •       i- 

(ievcnir  nulle,  cl  la  (|iiaiililc  -; ^ j—  tinic;  car  la  (]uantitc  A  reyar- 

'  i/x         II    du  ' 

dce  coiiimc  une  foncti(U)  de  r  cl  de  a  doit  élrc  de  la  forme  Dr  l(MS(pic  .r 
csl  Irés-pctil  (12^,  1)  claiil  une  f()ncli(m  de  ii\  (bnic,  incliaiit  a  la  place 
(le  a  sa  valeur  en  //  cl  .r,  cl  faisanl  ,r  nul,  la  (pianlilc  D  dcxicndra  une 
foncti(Ui  de  11:  on  aura  donc.  I(usi|uc  a:  est  iiiiinimciil  pclil. 


lillV'renlianl 


\  =  Dx, 


,/\    ,         d\    .         ,^  dl)  , 

-, —  l/x  H -,       du  ::=  D  -h  X  -,  -    dll, 

dx  du  du 


'{  mcltanl  ;i  la  [ilacc  de  i/ii  sa  \alciii 


>da 


d\ 

dx 


p  d  \  .        xp  d  D 

u    du  u    du 
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donc,  l'iiisniil  iiiniiilciiiiiit  .r  ^-  o,  on  ;iiir;i 

\  =  0      (M       -; '-  -T—       ;  I). 

(la:  u    (lu 

17.   Cclii  |)os('',  si  l'on  consKU-rc  X  coniuu'  une  Ibndion  de  j;  cl  a  cl 
qu'on  suppose 

(l\  =  V(lx-^  Qda,     (/ P  =  Rf/x  -h  S(/«, 


on  anra 


4^  =  P     e,      ^-.R. 


(le,  sorte  (|nc  la  (piantitc  r/  deviendra 

Regardons  niainlenanl  la  (|nantité  X  comme  une  fonclion  de  .«   cl  //.  et 
l'on  aura  aussi 

d\=Tdx  +\du, 

d'Y=zWdx+\du, 
d\  =  \dx  +  ldu; 

or  on  a,  par  réquation  (Ej, 

.    p  dx        rda 


u  u 


flone 


do  m 


dy.=  \'Y^p^\dx^':ldu, 


P.=  T  - 

u 


Ri. 

u    ' 

différentions  maintenant  celte  valeur  de  P,  et  l'on  aura 

/P  =  Wdx  +  \du  -  V«/Z  _  £  lYdx  +  Zdu), 


«•'est-à-dire 


u  dx 


Yi;-)dx^iY-^lf+'-R-El)dn, 
Il  J  \  u  du         II'  Il  I 
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Il        II  \  (IX  au        '  11- 


l'I  iiiclhiiil  [Kiiii'  ihi  Si!  \iilciir 


H  II 


\  ?/     (I.f  II  II-      (II!  Il  II-     I 


Il   du  If  II 


(le  sDi'lc  qii  (Ml  ;uii"!i 


K  =-  w  ^1(±-  I'-  il  _u  El]  _,.  Ijt  _  'jll . 
Il  \dx        u  du        if  u  u 


Siil)stiliiiiiil  (loue  (hiiis  c/  les  vnlcuis  de   P  <'l  de  U  (|iic  imiis  vciidiis  de 
trouver,  (iii  ;mi;i 

«=^;^M■'■-^)(".^-'■)-"-"■ 

^      /         i/p  dp  P'  \  ;       .  \r 

[il'  -f-  —  "P     -  +  ^     -V-  Lp-  —  ■.>.  V  iii). 

Il  \      dx         '   du        II-  ' 


(■  esl-M-uirc 


i^  =  xif--,T{uf-~p)-\u''l'--\^if^Z,r^.\i,p. 
^  dx  \     du       '^  dx 


Oi',  |)iiis(|iic  X  est  rc'i^'tirdc  iii;iinlcn;mt  comme  une  i'onetioii  de  .r  et  //.  on 
:iiir;i 

dx  du  dx'  dx  du  du- 

doiie.  sulisliluaiil  ces  vnleiirs.  ou  aura  pour  re(iualioM  de  conditioii 

.       ^.dp       d\  I    dp  \       d\      dp       (/-X    .      r/\     ,  (/'X 

dx        dx  \     ihi       '  I        du       dx        dx'  du-'  dx  dir 

et  eelle  e(iualioii  sulliia  |ioiif  la  solution  du  Problème. 

18.   Doue,  si  l'on  veut  t|ue  j)  soit  exprime   \n\v  ç—  \,   \  étant  une 
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(oiicrKui  (IdiiiK'c  (le  // ,  l'I  :  nue  loiicliiiii  iiicniimic  ilc  '  ,  un  Milisliliici;i 
(l;iiis  rc(|u;irKiii  |irccc(lciilc  (•clic  v;ilciir  ilc  p,  ce  (jui  (l(imici;i 

dl  d\     I       ^    _  y  _    r\    ^    ^   „   iA 

dx        dx  \     du  /         du      dx 

—  u'  +  —  {-f       V  '  -  -'    ^'^      ?  +  V  ' ,(  =  o 
(/j?=  f/w'     "         '        '  dudx 

VA  l'on  làclici-i  (ic  dclcrmiiicr  p;ir  celle  e(|ii;ili(in  les  (|ii;iiililcs  =  cl  X,  en 
sorte  que  ç  soil  une  t'ondion  (]uelconquc  de  .r  seul,  et  cpic  X  soil  nue 
fonction  (le  r  cl  de  //  assujcUic  anx  conditions  énoncées  dans  le  n"  Ki. 

19.  (kiROLL.viRE.  —  Si  l'on  snpposc  ([ne  la  (|uanlilé  X  soil  donnée  dans 
l'équation  (I  j,  on  pourra  en  tirer  la  valeur  de  p.  Pour  cela,  je  reniar(|ue 
(|ue  cette  équation  peut  se  rédniic  à  celle-ci 


d\  d\  ^.         d\  d\    ^ 

^P-HUl"'-^^  "'  ^l'  -^f"^  'dx  " 

=  o. 


dx  du 

ce  qui  est  aisé  à  veritier  par  la  ditlérenlialiun,  de  sorte  ([u'il  landia  (|ne 

la  quantité 

udu  -h  pdx 


1^  dX\  dX 

soit  une  diflérenlielle  complète  d'une  fonction  de  x  et  de  u. 

En  effet,  pour  que  l'équation  (E)  du  n°  4  soit  possible  en  rci^ardaiil 
p  ei  X  comme  des  fonctions  de  x  et  de  u,  il  est  clair  qu'il  faut  (|ne 

udu  +  pdx  ^^^.j  ^^^^^^  dilferentielle  complète.  Or  on  a.  en  mettant  P  à  la 
r 

place  de  -j-  fl7), 
'  dx 

i=p\  -h  Pu-; 
mais  on  a,  par  le  même  numéro, 

u  dx         u    du 

UT.  ?3 
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donc 

M;nnt(Mi;uit,  si  l'i)!)  lire  la  valeur  de p  de  cette  équation,  mi  aura 

_    ,  </\ 

dx 

P=^ ^' 

A  —  Il  —r- 
du 

1                             1      • .     •       1           1                  ■ ,  .    udii  +  p (Ix 
pt  cette  valeur  étant  sunstituee  dans  la  quantité   ^ — -,   on  aura 

celle-ci 

,         u-  d\    , 

,  dx ;—   (IX 

Il  du  r    dx 

~7-^~~Z ?x~' 

du 
ou  bien 

X  II  du  —  u'  [  —r—  du  -h  -  î~  dx  \ 
\  du  dx        I 


dx 


dJL  ,.(x-«l^\ 

dx  \'  du  j 


c'est-a-dire,  à  cause  de  d\  =■  -j—  du  -a — j^  dx, 

du  dx 


dx  «  X-  ,  u 

d  —■, 


dX^     /,.  d\\      X 

\  —  u   -T- 

dx 


■■f^-»S) 


laquelle  devra  donc  être  une  diliërenlielle  complète. 
Soit 


u 


tiiant  de  cette  équation  la  valeur  de  »,  elle  sera  exprimée  en  x  et  y,  de 
sorte  (jue,  sui)stituant  celte  valeur  dans  la  (piantilé  précédenle,  on  aura 
une  quantité  de  la  forme 

\'  dx  -h  ~  dy; 
r    -^ 

oii  Y  et  Z  seront  des  fonctions  données  dex  et  v,  et  ou  /sera  nue  tom  lioii 
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nifomiiic  (les  iiiriiics  v;irial)lcs,  l;u|iicllr  dcviii  clii'  Icllc,  c|ii('  \:i  (|ti;iiililt'' 

il(Hil  il  ,s';ii;'i|  sdil  une  ditréroiilielle  cuiii|)lèlc.  D'ciii  il  s'cnsuil  (iiToii  ;iiiia 

f(y)  étant  une  ('(Micliim  (|iiclc(»ii(Hic  (\v  y,  et  par  conscMiiicnt 


'  {r)  "*"  /  7^  '^-^ 


•rfY 


Ayant  /•,  on  aura  p  |>ar  la  lonnnie  ci-dessiis.  dv  sorte  (|ii"cn  rcnicllani 

"  >   1       1         1 

^  a  la  place  w y,  on  aura/;  en  or  vl  ii. 

20.    ScoLiE.  --  Au  reste,  puiscjue  l'on  a 

,        dx  ,  , 

(Il  =  —     et     II  a  II  -+-  ndx  :=  o. 


on  aura  anstsi 


dx 

dt  ^ h  X  (  H  du  +  p  dx  1, 

u  ' 


X  étant  une  (pianlité  quelconque;  donc  ou  pouixa  déterminer  X  en  sorte 
que  la  ((uantite  c//  ou 


— \- p\^  dx  -h  \u dti 


soit  intégrahle;  alors  le  temps  t  deviendra  une  fonction  de  j.  et  de  u; 
or  /  doit  être  égal  à  zéro  lorsque  a;  =  o,  et  poui'  avoir  le  temps  total  il 
faudra  faire  î<  ^  o;  donc  si  l'on  veut  que  le  lauloclironisme  ait  lieu,  il 
l'audia  (jue  l'intégrale  de 


— I-  />  X  )  dx  -hXti  du 


soit  une  telle  fonction  de  a-  et  de  u,  qu'elle  s'évanouisse  lors(|ue  .r  =  0  et 
qu'elle  devienne  constante,  c'est-à-dire  indépendante  dt'x  lorsque  m  =  o. 

3.3. 
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Or  r'i'sl  ce  (jui  iiiir:i  lieu  si  ViH\  a  ii\  —  o  lors(|iie  a:?  =  <>,  cl  -  +/jX  =  o 
loi'S(|ii('  ?<  =  ().    Miiiulciiaiil,   pour  (|ue 


l~+p\]dx-f-\ii  (In 


soit  iiitcgiablc.  il  t'aiil  ([iic  l'ciii  ail 

'd'\ui   ,         CfJX 


— h  />  \  ^  I  — Y —  fin  =  I  —j—  Il  fin  : 
n       '  J       d.i-  J'  dx 

rd\      . 

\  — —  n  an 


(lonr  on  aura,  on  i^eneral, 

u 


X 

X  ('tanl  une  fonction  quelcoruiiio  do  .r  et  de  u  U'Wc  (|ue  l'un  ait  X=o 
loi'S(|U('  .r  =  <),    (M    /  -Y^  u f/u  =  i)   loiS(iU('  1/ ---<>. 

Sdil,  |)ar  exemple, 

■  X^JV, 

;  étant  une  fonction  de  œ  telle  (|n'<dle  soit  égale  a  zéro  lorsque  a- ^  o, 
et  V  une  fonclion  de  //;   on  aura  ilone 

rfX       ..d£       ,      rd\      J        dl    r.       . 
-J—  =  V  T^      et       I   -,—  n  dn  =z  ~    I  \  n  dn, 
dx  dx  J    dx  lix  J 

de  sorte  ipie  \'  devra  être  tel  (pic    I  \iidii  soil  nui   lorscjuc  //:^u:  de 
cette  manièi'e  on  aura,  en  général, 

1  ,/ï    f\ndu  i 

^^  ITÛ-       V  Ô^ ■ 

Supposons  V~  II'",  on  aura 

I  \  n  du  =: •, 

J  m  +  2' 

d'où  l'on  voit  que  m  +  2  doit  être   plus  grand  (jue   zéro,  e'esl-à-dire 
/«  >. —  2.    Faisons   donc  w-(-2  =  «,    n   étant  un    n(uiil)rc  (pudconqin- 
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udsilil',  (III  aura 

r      ,       II" 

\  =  11"   -,  \  iidii  =  —, 

I  II 

et  rcxpicssioii  (le  p  sera 


Si  l'un  l'ait  //       i .  on  ;uir;i 


\\ 


Ce  qui  pounail  servir,  ce  semble,  ;i  (leleriniuei'  les  lauloeliroues  dans  les 
milieux  résistants  comme  les  carres  des  vitesses;  mais  il  faut  remarifuer 
que  le  eoefiicient  de  u-  dans  l'expressiou  de  p  (juc  nous  venons  de  trouver 
ne  peut  jamais  être  constant;  car  supi)osant  ^  ^  =  K.  on  aurait  i^he^-'. 
ce  (jui  n'est  pas  nul  lors(|ue  .r  =  o,  contre  l'hypollièse:  donc  la  t'ormule 
précédente  ne  pourra  avoir  lieu  (jue  lorsqu'on  supposera  la  densité  du 
milieu  variable. 

La  solution  (|ue  nous  venons  de  doiuier  est  analogue  à  celle  ([ue  nmis 
avons  déjà  donnée  à  la  fin  de  notre  Mémoire  de  1767.  M.  d'Alembert  en 
a  donné  de  son  côté  une  pareille,  qu'il  a  accompagnée  d'un  grand  nombre 
de  remarques  très-intéressantes,  et  qui  lui  sont  propres;  c'est  iiouiqm 
nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ce  sujet. 


Remarques  sur  lu  solution  du  Problèuie  des  tautoclirones,  donnée 
par  M .  Fontaine  duus  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  /)our  l'année  1768. 

21.  M.  Fontaine  réduit  la  solution  de  ce  Problème  à  deux  équations 
qui,  en  taisant  S^  o,  poui'  avoir  le  cas  du  tautocdironisme.  se  réduisent 
à  celles-ci  fp.  4*^^j  '■ 

du  dx        de  dp  d-ac 

dx      '  dx       dx  du  dx' 

doL  d^p  d-a. 

dx  du'        "  dx' 
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où  p  est  kl  force  retardiitricc  le  Inn^  île  l'are  .v.  force  (|iril  suppose  être  la 
soiiiine  (le  deux  fonctions,  l'une  de  .r  et  l'autre  de  u,  en  sorte  que  l'on  ait 

[   f',    =  n,  et  y  est  une  fonction  de  dimension  nulle  de  .r  et  de  a,  laquelle 

i/.i-  (In 

diiii  rtre  eiiale  à  zéro  l()rs(|ue  J' =  o,  et  égale  a  i  lorsque  a;  =^  a    p.  466). 

22.  Je  remarquerai  d'aliord  que  la  supposition  que  9.  soit  une  fonction 
de  dimcn^inii  nulle  de  ■«■  el  a  est  triq)  liniili'c;  aussi  M.  Fontaine  s'en 
ecMrtc-t-il  diins  le  prcuiici'  c\eni|de  qu'il  donne  et  où  il  trouve 


(|ni  n'e^t  pas,  couuni'  ou  \oit.  une  fcuiction  de  ilimension  nulle  de  a- et 
de  a.  Cette  méprise  n'intlue  à  la  vérité  en  rien  sur  sa  solution,  mais  elle 
[icnl  >ervir,  ce  me  semble,  à  inspirer  au  lecteur  quelque  défiance  sur 
l'exiiititude  de  ses  calculs. 

23.  (ion^idcrons  maintenant  les  deux  écpiations  de  ^I.  Fontaine.  Il  est 
clair  que  la  première  est  laméme(|iie  l'eiiuatinn  cjue  nous  avons  désignée 
par  (Y j  dans  le  n"  9,  en  y  mettant  2<  à  la  place  de  X,  de  sorte  que  cette 
équation  de  M.  Fontaine  n'est  autre  chose  que  l'équation  de  condition 
nécessaire  pour  que  re(juation  dillérentielle 

tt  du  -+-  p  dx         , 

1-- H  aa  =  o 

doL 

'^  dx 

soit  possible  ;  el  c'est  ce  qu'on  peut  aisément  veritiei'  par  le  calcul  ,n"'  4 
et  suivants  . 

Ûr  nous  avons  vu  dans  le  Problème  II  t|ue  la  condition  du  tautocliro- 
nisme  n'exige  autre  chose  sinon  que  l'équation  dont  il  s'agit  soit  possible 
en  prenant  pour  X  ou  y.  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  a  telle 
qu'elle  soil  nulle  lorsque  >r  =  o,  et  égale  à  —  i  lors(|ue  x^=a.  Ainsi  la 
première  ecpiation  de  M.  Fontaine  suffit  pour  la  solution  du  Prol)lème, 
et  il  n'est  nullement  nécessaire,  comme  cet  Auteur  le  prétend  p.  467^, 
d'en  chercher  encore  une  autre. 
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Qiiiiiil  aux  coiuliliuiis  au.vijm'llfs  nuire  lliéorie  t'xii;f' (|iic  la  (iiiaiitilc  X 
soil  soumise,  elles  s'accordent  aussi  avec  celles  que  M.  Fontaine  exii,'»' 
dans  la  lonc  lion  y.,  à  ccda  près  {)U('  nous  avons  trouvé  (pic  la  (|iiantil('  X 
dcvail  cire  éi^alc  à  --  i  lorsque  x^a,  et  (jue  M.  Fonlaine  suppose  <|Me 
la  l'ouclion  a  soit  égale  à  i  lorscpie  x^=a\  mais  il  l'anl  ohscrvei'  (pie, 
couime  l'écpiatiou  de  M.  Fontaine  dont  nous  venons  de  parler  (diilicnl  la 
(]uantilé  y.  ou  ses  diU'éi'enlielles  dans  tous  les  termes,  on  v  peut  siij)poser 
également  y.  positif  ou  négatif;  ainsi,  si  l'on  met  dans  notre  équation  'F 
—  «  à  la  place  de  X,  on  aura  également  ré(|uation  de  .M.  Fontaine,  et 
alors  les  conditions  de  «  et  de  X  seront  les  mêmes  chez  lui  et  (liez  nous. 

24.  Si  donc  M.  Fonlaine  s'en  était  tenu  à  sa  première  équation,  il 
aurait  pu  en  tirer  une  solution  générale  du  Pnd)l('nie  des  tautochrones; 
mais  il  aurait  dû,  pour  cela,  distinguer  les  deux  cas  où  cette  é(]uatioii 
est  identique  et  où  elle  ne  l'est  pas,  comme  nous  l'avons  fait  dans  les 
Problèmes  précédents.  Or  nous  avons  vu  que  le  premier  cas  ne  peut  avoir 
lieu  que  lorsque  la  force/»  est  exprimée  ainsi 


p  = 


ce  qui  revient  à  notre  Solution  de  17G7,  où  nous  étions  parti  de  la  sup- 
position que  le  temps  devait  être  une  fonction  de  dimension  iiiille  de 
deux  fonctions  pareilles,  l'une  de  x  et  l'aulre  de  a  (13,. 

Ainsi,  en  supposant  que  l'équation  de  M.  Fontaine  doive  être  iden- 
tique, il  est  clair  que  sa  Solution  ne  saurait  être  plus  générale  ipie  la 
mienne  de  1767;  mais  ma  Solution  a  sur  la  sienne  l'avantage  de  pré- 
senter dans  une  seule  formule  générale  tous  les  cas  dans  lesquels  le  Pro- 
blème est  résoluble,  et  c'est  en  quoi  consiste  principalcnient  le  mérite 
de  cette  Solution,  si  elle  en  a  quelqu'un. 

Mais  si  l'on  vent  que  l'équation  de  M.  Fontaine  ne  soit  pas  i(lenti(|ue, 
alors  on  aura  encore  deux  autres  équations  analogues  à  celles  que  nous 
avons  données  dans  le  n°  14,  de  sorte  que  dans  ce  cas  on  aura  né(!essai- 
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renient  trois  équations  (|ui  seront  les  mêmes  que  celles  du  numéro  cité, 
en  y  mettant  simplement  et  k  la  plaee  de  X. 

En  général,  soit  la  |ireniièi'e  é(|uation  de  M.  Fontaine  représentée  |iai' 


on  aura  ni'ci'ssairemeiit.  dans  le  cas  où  cette  eijuatiou  n'est  pas  idrntl(|ue, 
les  deux  tMpialions 


dq        /)  dq  _  dcj        r  dq 

OÙ      4j 


d.r        II  du  '      d(i        ii  du 


Izzz  py.  -r  II 


djx 

dx  ' 


et  ( es  deux  équations  devront  être  identiques  avec  ré(|uation  q  =  o: 
auti'enn'nt,  le  cas  dont  il  s'agit  ne  pouria  pas  avoir  lieu. 

25.   Voyons  maintenani  ce  (|ue  donne  la  seconde  équation  de  M.  Fon- 
taine. Il  est  facile  de  voir  que  cette  e(|uation  se  réduit  ;i  celle-ci 

dq 

^  =  "' 

a  cause  que  M.  Fontaine  suppose  .  '\  =o  et  que  y.  ne  doit  point  con- 
tenir ;/ :  de  sorte  qu'on  aura,  suivant  M.  Fontaine, 

dq 

a  =z  o      et      -r~  z=  o. 

'  du 

Or  je  dis  (|ue  cela  ne  saurait  avoir  lieu  (jue  lorscpie  recpiation  r/ ^  o  est 
identique:  car  si  cette  équation  n'est  pas  identique,  il  faudra  que  l'on  ait 
en  même  temps,  comme  nous  venons  de  le  diie  ci-dessus, 

it^L'll^o     ei     -<  -  -  '/l  =  o  : 
d.r        II   du  da        II  du 

donc  si  l'on  fait  --i  =  o,  il  faudra  faire  aussi  -^  =  o  et  -r-  ^  o.  ce  nui 
du  dx  da  ' 

exige  (]ue  l'éipiation  q  —  t>  soit  identi(iue,  c'est-à-dire  qn'tdie  n'ex|)rinie 
aucune  relation  entre  les  trois  variajjles  .r,  u  el  a. 
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De  là.  cl  (le  ce  (jUf  nous  avons  dil  plus  li;uit.  il  s'tMisuil  que  les  deux 
équations  que  M.  Fonlainc  dunne  pour  la  solution  générale  du  Prcdilènu- 
des  tanln(  liidiics  ne  sauiaiciU  jamais  fournir  une  solution  plus  générale 
que  celle  (jui  est  reniernu-e  dans  ma  ibrniule  de  t'it"],  que  .M.  Fontaine 
accuse  d'être  trop  paiticnlii're.  Aussi  l'application  (|ue  M.  Fontaine  pré- 
tend faire  de  ses  é(|iialions  au  cas  où  la  force  y9  serait  exprimée  par 

■7  -^  g»  -     fin-  —  llll'\ 

S,  It  et  k  étant  des  constantes  cl  7  une  fonction  de  x,  fst  illuMtire  cl 
fautive,  coiiinic  il  est  facile  de  s'en  convaincre,  avec  un  peu  de  retlcN.ion, 
d'après  les  i'eniar(|ucs  (|ue  nous  venons  de  faire  sur  ce  sujet. 

26.  Je  dois  rcinaniuer  encore.  (}uoique  ceci  n'ait  aucun  rapport  au 
Problème  des  tautochrones.  (jue  M.  Fontaine  ne  s'ex|)rime  pas  evacle- 
menl  quand  il  dit  qirii  a  appris  aux  Géomètres  les  conditions  qui  rendent 
possibles  les  éciuatiuus  ditférentielles  du  premier  degré  à  trois  variables. 
Il  me  semble  que  les  Géomètres  les  connaissaient  longtemps  avant  que 
M.  F-ontaine  fût  en  état  de  les  leur  enseigner.  Car  on  trouve  dans  un  Mé- 
moire de  M.  Nicolas  Bernoulli  sur  les  Trajectoires,  imprimé  en  partie 
dans  les  Actes  de  Leipsic  de  l'année  1720,  en  partie  dans  le  tome  Yll 
des  Suppléments,  (\m  a  paru  en  1721,  et  réimprimé  ensuite  dans  le 
second  volume  des  OEui-res  de  M.  Jean  Bernoulli,  on  trouve,  dis-jc.  dans 
ce  Mémoire,  le  Théorème  suivant  : 

.sV  l  on  a  r équation  dx  -  pdv  —  qda,  p  et  q  étant  des  fonctions  de  v, 
Y  et  a.  et  qu'on  suppose,  en  général,  dp  ^^Tda- -^Sdv-h^da,  on  aura 
nécessairement,  en  regardant  a  comme  constante,  l'équation 

dq  =Kd)  —  Iq  dj; 

laquelle  servira  à  déterminer  q.     Voyez  les  pages  3ii  et  3i2  des  Supplé- 
ments cités  à  la  page  443  du  tome  II  des  OEmres  de  ^I.  Jean  Bernoulli.; 
Or  si  l'on  suppose  qu'en  regardant  a  comme  constante  on  ait,  en  gé- 
néral, 

d(j  =  9dx-qd)\ 
III.  24 
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^t  ((li'oii  nit'Ilf  iui  lieu  ili-  fl^.r  sa  valfiii/^^v,  on  aura 

dq  =    1'/;  -^  Q   dy, 

ce  qui,  élanl  sul)stitUf  dans  rt'(|uat!ini  di'  .M.  HiTmiulli.  iloniiera  relle-ci 

?p  ■+-  Q  =  \{  ^  Yq, 

(|ui  est  r('(|uati(in  de  londiiidu  de  M.  Fontaine. 

On  voit  par  là  que  ce  Tliéorènie  n'était  |>ns  iidummu  le  i<)  rii)venil)iT 
i'-'38,  loi'sque  M.  Fontaine  le  puhlia  à  Paris,  coniiiie  il  le  dit  a  la  page  28 
ilu  Recueil  de  ses  OFuvres.  On  doit  dire  la  même  chose  du  Théorème  de 
M.  Fontaine  qui  concerne  les  fondions  oii  les  variables  remplissent 
partout  le  même  nombre  de  dimensions;  car  on  voit  que  M.  Euler  avait 
déjà  fait  usage  de  ce  Théorème  dans  le  second  volume  de  sa  Mécanique 
imprimée  en  1736,  pages  49.  232  et  22/4.  Je  ne  nie  pas,  au  reste,  (jue 
M.  Fontaine  n'ait  trouvé  ces  Théorèmes  de  Ini-inéiiic  :  du  moins  je  suis 
persuadé  qu'il  était  aussi  eu  état  (|ue  pei'sonne  de  les  trouver;  mais  uiï 
ne  saurait  disconvenir,  ce  me  semble,  qu'il  n'ait  été  prévenu  là-dessus 
pai'  MM.  Bernoulli  et  Ijiler. 
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THÉORÈME  irARlïHMÉTIQllE. 


,4. 


DEHONSTliAIlON 


ÏIIÉOIIÈ^IK  I)'AI{IT1IMÉT1QIE. 


(Nouveaux  Mcmnircs  <lc  V Jititiriiuc  rniitr  des  Sririiccf 
cl  Bcllrs-Lvltrrs  île  JScilni,  iiiinn-  1770.) 


C'est  un  Théorème  connu  depuis  longlruips  (|ui'  tout  iioïnbre  entier 
non  carré  peut  toujours  se  décomposer  en  deux,  ou  trois,  ou  quatre  carrés 
entiers;  ni;iis  jH'i'sonnc,  (jue  je  siU'lie,  n'en  a  encore  donné  la  démons- 
tration. M.  Bacliet  de  Méziriac  est  le  premier  cjui  ait  t'ait  mention  de  ce 
Théorème;  il  parait  qu'il  y  a  été  conduit  par  la  (|uestion  >)i''  du  IV  Livic 
de  Diophante,  où  le  Théorème  dont  nous  parlons  est  en  quelque  sorte 
tacitement  supposé;  mais  IM.  Bachet  s'est  contenté  de  s'assurer  de  la 
vérité  de  ce  Théorème  par  induction,  en  examinant  successivement  tous 
les  nomhres  entiers  depuis  i  jusqu'à  SaS;  et  quant  à  la  démonstration 
générale,  il  avoue  qu'il  n'avait  pas  encore  pu  y  paivenir.  ■<  Mihi  sane 
(dit-il  dans  son  CommentaiTe  à  la  question  citée)  perfecta  id  demonstra- 
tione  assequi  nondu/n  licuit.  quam  qui  proferet  maximas  ei  haheho  gra- 
tias,  prœsertim  cum  non  solum  in  hac  quœstione  sed  et  in  nonnullis  lihrt 
quinti hoc  supponerevideatur Diophantus.  »  Je  ne  connais,  jus([u'à  présent, 
que  deux  Auteurs  qui  se  soient  appliqués  à  cette  recherche,  savoir 
M.  Fermât  et  M.  Euler.  Dans  les  Notes  (jue  le  premier  a  ajoutées  au 
(Commentaire  de  Bachet  sur  Diophante,  il  annonce  un  grand  Ouvrage 
qu'il  avait  dessein  de  composer  sur  la  théorie  des  nombres,  el  il  pimnel 
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<l'v  démontrer  lettc  |)i(i|>ositi(m  licncralo  :  (|iii'  tdiil  nombre  est,  ou 
triangulaire,  ou  eompuse  de  deux  ou  de  trois  nombres  triangulaires; 
(|u'il  est,  (iti  carré,  ou  coniposé  de  deux,  ou  de  trois,  ou  de  quatre  carrés, 
el  ainsi  de  suite;  mais  cet  Ouvrage  n'a  jamais  paru,  et  dans  tout  ce  (jui 
nous  reste  des  écrits  de  ce  grand  Géomètre,  on  ne  trouve  absolument 
rien  (|ui  puisse  fournir  la  moindre  lumière  pfuii'  la  démonstration  dont 
il  s'agit.  A  l'égard  de  M.  liuler,  si  son  travail  sur  ce  sujet  n'a  pas  eu  tout 
le  succès  qu'on  pourrait  désirer,  on  lui  a  du  moins  l'obligation  d'avoir 
(Uivert  la  route  (|u'ii  faut  suivre  dans  ces  sortes  de  recherches.  On  peut 
voii'  dans  le  t(une  V  des  Xoineaiix  Commenidircs  de  Péter.sbourg  le  résultat 
des  lenialives  ingénieuses  (|ue  ce  grand  (iéomètre  a  faites  pour  parvenir 
à  démontrer  le  Théorème  de  M.  Bachet. 

.\I.  Euler  l'ail  voir  (|ue  le  [iroduit  de  deux,  on  de  plusieuis  nombres, 
dont  chacun  serait  compose  de  quatre  carrés  entiers,  sera  aussi  toujours 
c(mi|)osé  de  qnatre,  ou  d'un  moindre  nondjre  de  carrés  entiers;  d'où  il 
suit  d'abord  que  si  le  Théorème  proposé  peut  être  déroontré  })our  tons  les 
nombres  premiers,  il  le  sera  aussi  pour  tous  les  autres  noml)res.  M.  Euler 
démontre,  de  |dus,  (pi'nn  nombre  |)i-eiMiei' ()uelconque  étant  proposé,  on 
peut  toujours  trouver  deux  ou  trois  nomiires  carrés  dont  la  somme  soit 
divisible  par  ce  nombre  sans  ([ue  chacun  des  carres  eu  |iarticulier  le  soit, 
et  (jue  ces  nondtres  carres  peuvent  toujours  être  supposés  tels  (|ne  le 
quotient  de  la  division  de  leur  somme  par  le  nombre  picmicr  donne  soit 
moin(h'e  que  ce  nnune  nomi)re.  De  là  M.  Euler  conclut,  avec  rais(»n.  que 
le  Théorème  en  question  seiait  démontré  pour  tous  les  nond)res  premiers 
si  \\n\  pouvait  seulement  dénmntrer  cette  antre  proposition,  savoir,  que 
lors(jue  le  [iroduit  de  deux  nombi'es  est  la  somme  de  (|uatre  un  d'un 
moindre  nombre  de  l'ai'res,  et  tjue  l'un  des  n(unbrcs  produisante  csl  pa- 
l'cillemenl  la  somme  de  (juatn'  ou  d'un  moindre  U(unbre  de  carrer, 
l'autre  produisant  le  sera  de  même.  •  Si  summa  quatuor  (]iui(lr(ilornin 
(dit-il.  page  55  du  volume  cite;  cr  +  Ir  -i-  c'-  -h  d-  fucrit  di^isihilis  pot 
siimmam  quatuor  (juadrtiloruin  p-  -^  q-  +  /-  -h  ,v-,  lum  quotum  non  iuLiin 
m  fractis  sed  etiain  m  intcgris  esse  summum  quatuor  quadrutorum.  est 
Theoremxi  eleganiissimum  Fe.rnmtii,  cujus  demonstra.tio  mm   ipso  nobis 
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est   en'pla  ;    /otcor  me   (idliur   Ininv   demonslralioncm    imciiirc  non   jn)- 
tnissc.  Ole.  • 

C'est  donc  ccllr  (Icriiii'tc  proiiosition  seule  (|iril  s'jii^il  de  deiiieiilrei-. 
Or  |)uiif  ('el;i  nous  n'iiiiiiuis  pas  besoin  de  sii|)|ieser  (jne  le  di\iseursiMl 
aussi  représente  par  la  soninie  de  (jnalre  canes,  cl  nous  ilcnHinli'ennis. 
en  général,  (|ne  ton!  nondnc  premier  (pii  est  dixiseiir  d'un  noinlire  (pnd- 
conque  coinpose  de  (|nali'e  ou  d'un  nH)indre  nond)re  de  carrés,  sans  l'elre 
de  chacun  des  cari'és  en  parlicuiiei-,  est  nécessairerneni  aussi  ((uripose  de 
(|uati'e  ou  d'un  nmindre  nond)re  de  carrés:  aprl's  (juni  il  n'y  aura  plus 
lien  à  désirer  pour  la  démonstration  complele  du  Théorème  général  de 
Ba(diet,  (|ue  nous  nous  sommes  pro|)os('  de  donner  dans  ce  .Meimiire. 

Lkmah;. 

Les  nombres  (jiu  son/  lo  somme  de  deii.r  cdnés  premiers  entre  eu-r 
n  admettent  d'autres  dniseurs  que  ceu.i  ijiti  sont  pareillement  la  somme 
de  deu.r  earre's. 

dette  |)ropositi(m,  (|ui  est  de  M.  Keiinat,  a  ete  démontrée  par  AI.  Kuler 
dans  un  Mémoire  imprimé  dans  le  tome  IV  des  .\ouieaua-  Commentaires 
de  Pétersbourg. 

Corollaire  I.  —  Si  deux  nombres  égaux  ehacun  à  la  somnw  de  deux 

canes,  tels  que  p'  -^  q^  et  /*■  +  .v-,  sont  divisibles  par  un  même  nombre  o. 

et  que  les  quatre  carrés  p-,  q-,  r'-.  s'-  n'aient  aucun  diviseur  commun,  je 

,.             ,       ,                   .          P'  ^  q'        >''  -t-  s-  .     j 

dis  que  les  deux  quotwnts  £ ^-  et seront  aussi  chacun  égaux  a 

la  somme  de  deux  carrés. 

Car  soit  m  la  plus  i>rande  counnune  mesure  de  p  et  q.  et  /i  la  |)lns 
grande  commune  mesure  de  ret  s,  de  sorte  qu'en  faisant 

p  =  mp' ,     q  =  mq' ,     r  =  m' ,     s  -=;  ns' 

les  nombres />'  et  q'  soient  premiers  entre  eux,  comme  aussi  les  nomi)res 
r'  et  s'  entre  eux;  on  aura  donc  les  deux  nombres  /n^  (p"^  ^  q"^  j  et 
n^  [r'"  -+-  *'")  qui  seront  divisibles  à  la  fois  par  -j.  Or  je  remarque  d'abord 
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(jiH  in  cl  n  scidii!  premiers  eiilre  eux;  autrement  les  quairo  iiomines 
ji.  (j ,  /el  s  ;iiii;iieil(  lllic  rdmiillllie  luesini',  ce  (|IH  est  coiilie  Tll  vpotlli'.se. 
Mainlcii;iiil   soil  u.  la   plus  i^raiidc  coiiiinime  incsiire  eiilre  m'-  et  o,  cii 

sorie  (luc  l'un  ail  o    =  tj.o',  cl  (iiie  'i'soit  piciiiier  à  — -,  donc  m'-  scia  divi- 

sihic  par  ;;..  cl  il  faudra  (|ue //■ -^  y'-  le  soil  par -s',  de  soi-jc  (|u'(iu  aura 

P  ."•  P' 

or// et  q'  élaut  preiuicis  entre  eux,  il  suit  du  Lciiiiue  |)récédeul  que  tant 
le  diviseur  o'  (jue  le  quotient  seront  la  souinic  de  deux  carrés;  ainsi  l'on 
aura 


P 


=  a-  -f-  p-. 


Soit  de  plus  '/-  le  plus  i^rand  ractcui'  cari'é  du  nonihrc  u..  en  sorte 
(|ue  u.  :-v-a.',  a' étant  un  noml)re  qui  ne  soit  divisible  par  aucun  carre, 
et  il  est  clair  que  m-  ne  pourra  être  divisilile  par  u.  ii  moins  (]ue  m  ne  le 
soit  |)arva';  soit  donc//?    =Kva,  el  l'on  aura 


m- 

IJ- 


K'//. 


Ur  /<"(/■'-' -I- .v'-j  doit  être  aussi  divisible  par  o  '-'•^  :  d(UK-  y.  di\isera 
/r  i' /■"- -i- .v"- j ;  mais  p.  divise  déjii  nr  \  donc,  puis(|ue  rir  et  //-  sont  pre- 
miers entre  eux,  il  s'ensuit  que  [j.  sera  aussi  piemier  ii  rr  :  par  c(Mise(]uciii 
il  l'aiulra  (jue  a  divise  r  ■  -î-  s"-;  cl  l'onune  i j.  :--'/- a' ,  a' sera  aussi  un  divi- 
seiii' de  r  ■ -t- .V  -  ;  donc,  puiscjuc /' el  ,v'  siuil  premiers  cuire  cti\.  le  i\\\\- 
scur  ij.'  sera  éi;al  a  la  souime  de  deux  carres  par  le  l.cmmi'.  KaisanI  donc 
'j.'  -y--  y-  -+-  0",  on  aura 

^-   K-  y'  -^  0-.; 

u. 

el  de  là 


P'  -  <J- 


KM  y--!-  o'jia'-t-  (3-)  --     h- ,  y  X  ^-  ài^  ■  —  K-  y^  -  »xY, 


c'esl-ii-dire  éi;al  ii  la  somme  de  deux  cai-res.  On  démontrera  i\f  la  ummuc 

manière  (juc  le  (juolient sera  aussi  éiial  ii  la  somme  d(^  deux  carres. 

'  '  0 
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(^ouoi.iAiiii-;  11.  --  Si  I<(  somme  de  deux  carrés  est  dnnsdtle  par  une 
autre  somme  de  deux  carrés,  le  quotient  sera  toujours  égal  à  la  somme  de 
deux  carrés. 

C.iir  soil  a-  4-  h-  (livisil)l<'  pai'  c'-  +  d",  et  si  les  iKinihfcs  a,  h,  c.  d  nul 
iiiic  (■(iiiiiiiiiiii'  iiifsurc,  (l('ii(il(iiis-ln  jiar  /,  l'ii  sdilc  (juc  l'on  iiil 

a  =:  //>,     I)  ^  Iq.     c  =  Ir,     d  :=  Is, 

(M  (|iH'/>.  c/.  /■,  .V  n'aiciil  iiiicuii  (•(uiiiimn  divist'iir;  ddiic  on  ;ini;i 

a'  -+-  h-  p-  -1^  q- 

r-  4-  d^  ~'  /•=  +  s'  '' 

de  soilc  (|n(' //-' H- y-  s('r;i  divisililc  pai'  /■-+,v-';   or,  raisiinl  /- -h  .v- =  0. 

on  aura  |)ar  le  Coiollaiic  [jrcctMU'nl ~  égal  à  la  soniiiu-  df  dfn\ 

carrés;  donc,  etc. 

Théorèaie  I. 

iSV  la  somme  de  quatre  carrés  est  divisible  par  un  nombre  premier  plus 
grand  que  la  racine  carrée  de  la  même  somme,  ce  nombre  sera  nécessai- 
rement égal  à  la  somme  de  quatre  carres. 

Car  soit /j- -<- y- + /■- -I- 5-  divisihle  par  A,  AétanI  un  iionilirc  premier, 
en  sorte  que  l'on  ail 

A  rt  =1  ])-  -h  q-  -h  r-  -+-  s-, 

et  coninie  on  su[)pose  (|ue  le  diviseur  A  est  plus  grand  i|ne 


^/p'  +(/--(-  /■-  +  s\ 

il  est  clair  que  le  quotient  a  sera  plus  petit  (|ue  la  iiiéiue  racine,  de  sorti- 
(|u'on  aura  «  <  A. 

Cela  posé,  si  les  nouiltres/;,  q,  r  et  s  ont  un  diviseur  coiunuiu  d,  il  est 
clair  que  la  somme  de  leui's  carrés  sera  divisihle  pai-  r/-.  et  qu'ainsi  il 
faudra  que  Aa  le  soit  aussi;  or  d-  étant  plus  petit  (]ue  Art,  d  sera  pius 
petitque  \  A<7-<A,  à  cause  de  A  <a;  donc,  puisque  A  est  premier   liypo- 
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thèse),  il  est  clair  que  A  et  d  seront  premiers  entre  en\  ;  (l'oii  il  s'ensuit 
<|np  Xa  ne  pourra  être  divisible  par  d'-  à  moins  ([ue  a  ne  le  sdit;  iiinsi. 
divisant  tant  le  nonilire  a  (|ue  chacun  des  carrés/;-,  (]-....  par  d\  on 
aura  une  e(|uation  de  la  mciue  fV)rme  (|ue  la  |)récédente.  où  le  coetli- 
cicnt  <t  sera  toujours  plus  petit  (|ue  A  et  oii  les  (|ualre  carrés />-',  ij- ,  r-,  .v- 
u'auront  plus  de  ccunuiun  diviseur, 
(liinsiderons  donc  l'équation 

ka  ^=^  p''  -\-  q'  -i-  I'  -\-  s' 

comme  déjà  réduite  à  cet  état,  et  si  le  nom])re  />-  -r-  q-  n'est  pas  premier 
à  «,  soit  [1  leur  plus  grande  commune  mesure,  eu  sorte  (|ue  W\\\  ait 

a  ^  Ifj      i-l     p  -f-  ry-  =;  /p, 

b  et  /  étant  premiers  entre  eux:  on  aura  donc 

A  6p  =  <p  -f-  /•■  -(-  s', 

d'oi:   l'on  voit  que  /-  -l- .v"  iloit  éli'e  aussi  divisilde  par  <;,  de  s(n'te   (juc. 
uoiumanl  le  ipiolicnl  a,  ré(|uatiou  deviendra 

A  6  =  /  +  u  ; 

or.  puis(|ue  o  divise  tant />»■  +  y^  (|ue  /"  ^.ç-,  et  (|ue  />,  q,  /■  el  ,v  n'ont 
aucun  diviseur  comnmn,  il  s'ensuit  du  (;(U'ollaire  I  du  Leinme  prccedi'iii 


(lue   les  (luotients  ~- —  =t   et 

'  '  0  p 


U  seront    I  un   et  1  aulic  la 
somme  de  deux  carrés:  ainsi  l'on  aura 

/  =:  nr  -+-  II-     et     H  =  /(■  +  /•  ; 

donc,  multi|)lianl  toute  l'é(|uali(Mi  |iar  /,  on  aui'a 

Xht  =  /--t-  lu, 

on  bien,  en  taisant  x  =^inli  +-rdely  =  f>d—  /i/i.  en  sorte  (pw  tu  =  .x--  -h y-, 
on  aura  celle  é(|uation-ci 

\ht  —  t--h  x^-^  r'- 
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l\1aiiilrii;iMi,  ('(iiiiiiic  h  cl  /  soiil  iMcinH'rs  cnti'c  ciix,  on  pciil  Idiijdiirs 
IroiiNcr  (l('ii\  ii)iilli|iics  di'  h  cl  /  Icis  i|iic  leur  sdiiiimc  (iu  Iciif  dillcrciicc 
soil  cigale  il  lin  ii(iiiil)i'c  (|iicl((iii(|iic  (loiiiic,   cl  ilc  plus  un  |)ciil  sii[)posci- 

i|nc  l'un  (le  CCS  iiiiiiri{ilcs  suit    inoiiidrc  (|ni'  —  \voyez  le  l.cmnic  I  du 

Mcnioirc  sur  les  Prcddèines  iiidelcrminés ,  (|ni  csl  inipiiine  dans  le 
Idine  .\.\l\'  des  Mémoires  de  l' Académie  royale  des  Scie/iceset  Relles-Lelires 
de  Berlin.  \w\w  l'aiince  1768  '")]  ;  ainsi  l'dii  peiil  l'aii'c 

x=.  c/.l  ^yh     et     ,)•=:  (3/ -f- o/<, 

y,  /3,  7  Cl  fî  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  et  l'on  peni 
supposer  en  même  temps  (|ue  c<  et  /5,  pris  positivement,  soient  l'un  i-t 

l'autre  |)lus  petits  ipie  -•  Qu'on  fasse  donc  celle  snhsiilulion  dans  l'éipia- 

lion  précédente,  (die  deviendra 

kUl  =  r  i  I  -I-  a'  -I-  (3-  :  H-  -yy.-/  ih  -+-  i-'Mlb  +  7'/''  +  ô-/'', 

où  l'on  voit  (|ue  tous  les  termes  sont  multipliés  par  A,  à  rexceplion  de 

ceux-ci 

/■-Il  -I-  a=-h  (3^); 

ainsi,  pour  (pie  celte  équation  |iuisse  subsister  en  nombres  entiers 
comme  il  le  faut,  il  est  nécessaire  (juc  /-  (  r  -h  a"  -1-  /S- j  soit  aussi  divisible 
par/*;  mais  A  et  /  sont  |)remicrs  entre  eux,  donc  il  faudra  ipu' A  divise 
I  —  (X-  —  fj-,  de  sorte  (ju'en  nommant  le  i|uolient  a  on  aura 

«'6  =  1  -+-x'-h^'; 

et  comme  !Z  et  /5  sont  cliacun  plus  petits  (|ue  -^    1  +  s;- -;- /3-  sera  plus 

/>-■  ,  ,  ,  .  h        i 

petit  que  —  -^  i  ;   par  conséquent  a  sei'a  plus  petit  (|ue  -  ^  j- 

Or,  mettant  dans  l'équation  ci-dessus  a'/j  à  la  place  de  \  -^  y-  -h  fj-,  cl 
divisant  ensuite  par  h,  on  aura 

At  ^  a'  t-  -+-  ■ixy  t  ■+-  2  36/  -h  [y^  -h  0-   b, 
[*)  OEwrrs  de  Lagrange ,  t.  II,  p.  65(). 

25. 
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oii  je  remarque  encore  (|ue  tous  les  leiiiies  étant  multiplies  par/,  excepté 

ceux-ci 

7=^0=  b, 

il  laudra  (jue  le  noinlire    y-  -i-  o-    b  suit  divisible  pac  /,  et  eoinnie  è  et  / 
sont  premiers  entre  eux,  il  laudra  que  ■/'-  ^  o'-  soit  divisible  par  /. 

Si  l'on  multiplie  l'équation  que  nous  venons  de  trouver  para,  elle 
pourra  se  mettre  sous  cette  forme 

kdt^   a' t -r- xy -i- ^dj- -{- ,-/- -h  0- ,  a' b —    x'/-i-^dj-, 

ou  liien  sous  celle-ci 

\a't  =r    a'I  ~r  HL'i  -(-  3o  ■  -;-  y-  db  —  a'   -^  n'  a'b  —  3-    —  TaSyo: 

mais  on  a 

a  h  ^1^2-—  3-, 

dciuc  re([uatioii  preceitcnte  deviendra 

A«7=    «7  —  a-/ -^  3o- -!- y-   i  —  ,3'   -1- o-   i -^  a-    — aa^yd, 

c'est-à-dire 

Ka  t  =    dt  —  y.'j  ^-  3o  -  ^    3"/  —  aQ  ■  -i-  y'  ^  3-. 

Or  nous  avons  dit  ci-de5>u>  ijue  '/■  —  n'  doit  être  divi>ilde  par  l,  iloiic 
il  faudra  aussi  que  le  nombre 

a'I  ^  ay  -^  3ô  ■  -+-    3y  —  zà  • 
le  soit;  mais  on  a 

t  :=  m-  —  II-, 

donc,  par  le  (ioroUaire  II  du  Lemme,  chacun  des  deux  quotients  sera  né- 
cessairement la  somme  de  deux  carrés;  de  sorte  qu'on  auia 

y- -h  0-=:  l  p''^  q'      ei      a't  —  xy  —  3>6  ' -t-    3y  —  xo  ■  ^  l   r''-i-s'-). 

Donc  on  aura,  après  avoir  divise  toute  l'eiiuatlon  [)ar  (, 

Ka'  z=  p'-—  q'-  -^  /'--h  y. 
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II  s'ensuit  de  là  (|uo  si  \a  i-st  la  sumnu'  de  quatre  carrés,  Aa  sera  aussi 

la  somme  de  (|uatre  carrés,  a'  étant  plus  petit  que  -  —  j-  et  a  =  Ai;  ainsi 

si  a  est  plus  grand  (jue  i ,  a'  sera  nécessairement  plus  petit  (|iie  a:  et.  si  a' 
est  encore  plus  grand  que  i,  on  prouvera  de  la  même  manière  (jue  Aa 
sera  aussi  la  somme  de  quatre  carrés,  a"  étant  plus  petit  que  a';  et  ainsi 

de  suite;  donc  comme  les  nombres  a,  a  ,  a" sont  des  nombres  entiers. 

dont  aucun  ne  peut  être  égal  à  zéro  (à  cause  que  ces  nombres  soni  di  - 
diviseurs  des  nombres  i-i-  2--:-^-,  1  —  a'--i-/5'-....  qui,  comme  on  vi.ii. 
ne  peuvent  jamais  devenir  nulsy,  et  que  ces  nombres  vont  en  diminuant, 
il  est  clair  qu'on  parviendra  nécessairement  à  un  de  ces  nombres  qui 
sera  égal  à  l'unité,  et  alors  on  aura  A  égal  à  la  somme  de  quatre  carrés 
entiers. 

Corollaire.  —  Si  un  nombre  premier  quelconque  est  un  diiiseur  de  la 
somme  de  quatre  carrés  qui  n'aient  point  de  commun  diviseur,  ce  nombre 
sera  aussi  la  somme  de  quatre  carrés. 

Car  nommant,  comme  ci-dessus.  A  le  nnnihre  premier  donné  et 
p-  —  q-  —  r-  —  s-  le  nombre  composé  de  quatre  carrés  (|ui  est  divisible 
par  A.  il  est  clair  que.  si  cbacune  des  racines  p.  q,  r.  .v  était  nioindre 

A 
que  — .  on  aurait 


de  sorte  que  A  serait  plus  grand  que  \ p- -^ q- -i- r'- -h s'  comme  on  l'a 
supposé  dans  le  Tbéorème  précédent;  donc,  etc. 

Or  je  dis  que  quels  que  soient  les  nombres  p,  q on  peut  toujours  les 

réduire  à  être  moindres  que  — :  car  soit,  par  exeinj^le.  p  >  — •  il  est  vi- 
sible que  si  p'-  —  q-—r--^s-  est  divisible  par  A,  p  —  mX  -  —  q-  —  /-  —  s- 
le  sera  aussi,  de  même  que  mA—p  -^q-  —  r'-—s-,  quel  que  soit  le 
nombre  77?:  or  on  peut  t'Kijnurs  [iniulre  m  tel  (]ue  p  —  mA  ou  77îA — p 

soit  moindre  que  — :  donc  il  n'y  aura  qu'à  mettre  au  lieu  de  p  le  nombre 
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p~ni\  ou  mX-p:  ri  IDu  Icr:!  la  iiit-me  chose  par  rapport  aux  autres 

noiiihics  s'ils  se  tioiivi*iil  plus  gi'aiids  (]ue  — • 
Si  p  etâil  (Tnisililc  pai'  A  on  aurait 

(le  soiti'  i|ne  (hiiis  ce  cas  il  t';iiiilrait  niettie  o  à  la  plaee  de  p:  il  eu  serait 
dv  même  ii  l'i-iiard  de  (j  >"\\  fiait  ;ius-~i  di\i^ildc  piu- A.  ^^{  ainsi  des  autres: 
mais  eonimi'  on  sup[iitsr  ([ur  p.  y.  r  et  5  nont  aucun  diviseur  commun, 
ils  ne  j)iMivent  pas  être  tuii^  ili\i>ildi's  a  la  luis  |iar  A,  et  même  il  ne 
pniiri;i  pas  v  en  a\(iir  plii>  ilc  lieux  i|iii  le  soient;  autrement  il  faudrait 
que  tiius  ipialrc  le  fussent:  de  sorte  (pi  il  n'y  a  pas  à  craindre  que,  j)ar 
ces  réductions,  le  dividende  p-  —  q-  —  r'  —  s-  devienne  nul. 

Remarqi  E.  —  Au  reste  il  est  clair  k.\\\v  la  denKinslialinn  du  Théorème 
préiédent  n'en  suhsistera  pas  moins  si  l'on  sup|)(ise  (pi'iin  ou  deux  des 
(pialrc  carres  (jui  composent  le  dividende  soient  nul>:  d'ailleur.-»  il  peut 
aussi  ai'river  (ju'un  ou  deux  des  quatre  carres  (ju'on  trouvera  pour  le  di- 
viseur A  soient  nul>;  ddui-,  en  "vnéral.  tout  nombre  premier  qui  dinseia 
la  somme  de  quatre  ou  d  ud  moindre  nombre  de  carrés  entiers,  pourvu 
qu  ils  n  aient  entre  eiu:  aucun  diviseur  commun,  sera  nécessairement  éffal 
<i  la  somme  de  quatre  ou  d  un  moindre  nombre  de  carres  entiers. 

Théoré-me  11. 

5?  A  est  un  nombre  premier  et  que  B  et  C  soient  des  nombres  quelconques 
positifs  ou  négatifs  non  divisibles  par  A .  Je  dis  qu  on  pourra  toujours  trouver 
deu-v  nombres  p  et  q  tels  que  le  nombre  p-  —  B(/"  —  (I  soit  divisible  par  A . 

Car  :  i"  Si  l'on  peut  tmuver  un  nombre  y  Ici  (pie  \\q-  —  C  soit  divisihle 
[lar  A,  il  n'y  aui'a  ahus  (pi'a  prendi-e />  di\  isilde  pai- A,  ou  l)ien/J  =  o: 

2"  S'il  n'y  a  aucun  munlire  (|ui  étant  [uis  p(nir  q  |)uisse  rendre  By-  —  C 
divisihle  par  .\.  t'aisuns.  pnui-  ahreiier.  Biy"  —  C  = />.  et  supposant 

A— J 
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on  a(ii;i 

liiiillililiiiMs  ((ilf  (■(jiuitidii  |);ir  h   '    -h  i  (|ii('  ntius  .--uppdsfiinis  égal  à  Q, 

cl  l'un  ;nir;i 

p'Bq'~C]PQ  —  Q  p'^-'-i   -&*-■  —  !. 

(  tr.  |);ir  If  TliiMiiriuc  riniiiii  de  F('iin;il,  (|uc  M.  Kiilcr  :i  drinniitri'  (|;ms  U'> 
Cor/unentaires  de  Pétersbourg.  on  sait  (|iit'  si  A  l'sl  un  immlirc  preiiiicr 
qu('lfiiii(|iic  cl  (i  liii  aiilrc  iioiiilin'  (|iicl(nii(|iir  iimi  (li\i-i|i|r  par  A, 
fl*~' — 1  sera  toujours  dixi-iiili-  p;ii  A.  Donc,  si  l'on  suppose  que /^  ne 
soit  pas  (livisil)le  par  A,  mi  aura  les  deux  nombres  ^^~' —  i  et  //"'—  i 
(livisil)les  il  la  lois  par  A.  à  cause  ipic  //  n'est  jamais  divisible  par  A.  (juel 
i|ue  soit  q  livpothese  .  Donc  le  nombre  p-  —  \i(j-  —  C  PQ  sera  divisible 
par  A.  de  sorte  que,  si  ni  P  i]i  Q  n'étaient  divisibles  par  A.  il  faudrait 
que  p-  —  B</-  —  C  le  lût,  à  cause  que  A  est  un  nomiire  |iremier  pai-  rii\- 
pothèse.  Ainsi  la  (lilHculte  se  réduit  ii  prouver  (jue  l'un  peut  toujours 
prendre  p  et  y  tels  (|ue  ni  P  ni  Q  ne  soient  |ias  ili\i>ibles  pai'  A,  /;  ru- 
l'étant  pas  non  plus. 

Pour  cela  je  remarque  d'abord  (|ue,  quelle  que  soit  la  valeur  de  y,  on 
peut  toujours  trouver  une  valeur  de  p  plus  petite  que  A  et  par  consé- 
quent non  divisible  par  A,  telle  (jue  P  ne  soit  pas  divisible  par  A.  (^ar 
si  l'on  sui>stitue  successivement  dans  l'expression  de  P  les  nombres  i, 

2,  3 jusqu'il  A—  2  inclusivement  à  la  place  de/^  et  qu'on  nomme  P'. 

P",  P  p*-')  les  valeurs  résultantes  de  P,  on  aura,  par  la  ibeorie 

connue  des  ditférences,  > 

P  _   A-  3.?"-^    ^~^     -'^^^   P'-...-r-P^^-"=i.2.3.4...  A-3  . 

2 

Or,  si  tous  les  nombres  P',  P",  P"'....  jusqu'à  P  *~''  étaient  divisibles  par  A. 
il  faudrait  (lue  le  nombre  i.  2.'^. . .  A  —  3,  le  fût  aussi;  ce  qui  ne  pou- 
vant être  à  cause  que  A  est  premier,  il  s'ensuit  que  parmi  les  nombres  P'. 

P" p>-')  il  s'en  trouvera  nécessairement  quelqu'un  qui  ne  sera  pas 

divisible  par  A;  donc,  etc. 
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Ainsi  il  i)c  reste  plus  (|ii'ii  |)i(iii\cr  (|iii'  l'dii  peut  (oiijmirs  pi'endre  y  tel 

A—. 

que  Q  ou  '\](/-  -hV.)  '    -+-  I  ne  soit  p;is  divisilile  p;ir  A. 
Soit,  |)oui'  plus  (le  simplicité, ^^nt,  et  l'on  auia 

Q=z  lî"',/'^-'-^  wB"'   ',y'^-'(J-f-'"'"'~'   B"'  ^9*-'C-  +  .  .  .-h  wB^'C"-'-(-(>-n. 

Oi  si  ('.'"  ^  [  n'est  pas  divisible  par  A,  il  est  elair  (pi'il  n'y  aura  qn'a 
picndre  cy  divisiiile  [tar  A,  ou  bien  q  =  o;  car  alors  Q  ne  sera  pas  divisible 
par  A. 

Mais  si  ('/"  -t-  i  <>st  divisible  par  A,  aloi'S  pour  (|ue  Q  ne  le  soit  jias,  il 
landra  (pie  y  ne  le  soit  pas,  et  (pu'  la  (pianlile 

B"',/'^-+ ,„B"-'7A-'C+  "'   "'  ~  '    B—vy^-'C^-h.  .  .-^-/HB(>-' 
ne  le  soit  pas  non  plus;  or  on  |)ent  (lenH)ntrer,  connue  plus  liant,  (piil 
doit  nécessairement  exister  une  valeur  de  y  plus  petite  (pu;  A  et  |iar  con- 
s('(pn'nt   non  divisilde  par  A,  t(dle  {\w  la  (pianlile  dont  il  s'ai^it  ne  le 

soil  [las.  (^ar  nommant  R  cette  (|uaiitile,  et  désignant  par  R  ,  R",  R' 

R  ^~''  les  valeurs  de  R  (pii  résulteraient  de  la  substilutioii  des  nombres  i . 
2,  '■$ A  —  2  il  la  |dace  de  y,  ou  aura 

K'  _  (  A  -  3,  H"  -4-  ~ ^^ i-  K '-  . .  .  -f-  U  ^-    ^  1.2.3. .  .1  A  -  3   B-. 

2 

Or  comme  A  est  premier  et  rpie  B  n'est  |)as  divisible  jiar  A,  il  est  (  laii' 
(|ue  le  nombre  i .  2 .  3. . .  '  A  ^  3  j  B'"  ne  le  sera  pas  non  plus:  donc.  etc. 

(loiuiLLAiitE  I.  —  Si  l'on  l'ail  B  =  —  i  et  C  =  --  i ,  on  aura  le  nombre 
/'■'  -f-  (7'  +  I  (pii  sera  divisible  par  A;  d'iu'i  il  s'ensuit  i\n  étant  donné  un 
noinhre  premier  quelconque  on  peut  toii/ours  trouver  un  nomhre  éi^al  à  lu 
somme  de  trois  catrés  entiers  dont  l'un  soit  nié/ne  l'unité,  lequel  suif  dni- 
sihle  par  le  nomhre  premier  donné. 

(^e  Theoii'ine  a  déjà  ete  démontre  |tar  M.  Eiiler  d'une  aniic  manière, 
dans  le  tonn^  V  des  S'omeaux  Commentaires  de  Pé/ershour^  :  mais  pour 
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ne  rien  laisser  à  désirer  ii  ikis  liciciiis  nous  avons  cru  devoir  l(!  démontrer 
de  nouveau,  d'aulanl  |)lus  (|iie  nolic  déiiioiislratiori  a  l'avanlai^c  d'avoir 
une  très-grande  i;énéralilé. 

(J()K(n,i,\ri',K  II.  —  (Combinant  donc  le  Théorème  précédent  avec  celui 
de  la  Reniart|ue  (jui  est  après  le  Théorème  I,  on  en  déduira  celle-ci  :  (pie 
tout  nombre  premier  est  nécessairement  égal  à  la  somme  de  (juatre  ou  d  un 
moindre  nombre  de  carrés  entiers.  D'où  il  est  aisé  de  conclure  (pie  loul 
noml/re  entier  est  aussi  égal  à  la  somme  de  quatre  ou  d'un  moindre  nombre 
de  carrés  entiers;  car  on  sait  (|ue  le  produit  de  deux,  ou  de  plusieurs 
nombres  égaux  chacun  à  la  somme  de  (|uatre,  ou  d'un  moindre  nombre 
de  carrés,  est  aussi  nécessairement  égal  ;»  la  somme  de  (juatre,  ou  d'un 
moindre  nombre  de  carrés;  en  effet  on  a 


q'^  r'  -\-  s'i  ip"'  -h  q' 

■'+  r"'^s"} 

[pp'—  qq'—  l'i'  +  **' 

)■  ^  ipq'  -t-  qp'  —  is' 

-sr'f 

[pr'  -f-  qs'  +  rp'  -h  sq' 

?  +  (  qi'  —  ps'  +  sp' 

-rq'f 

et  même  plus  généralement 

p'-  Br/'  —  Qr  +  BCi^)  (//-■  -  B^"  —  C r"  +  BCi'^j 

=  [pp'  -+-^qq'±Ci  rr'  -+-  B  ss'  ]-'  —  B  [pq'  +  qp'  ±  C  (  rs'  -h  sr'  ) 

—  C  [pr'  —  Bqs'  -±  I  rp'  —  Bsq' t]'  -+-  BC  [qr'  —  ps'  ±    sp'  —  rq' ) 


/,l! 


III. 


RÉFLFAIOS 


RÉS0LITI0>  ALGÉHRIUl  K  DES  ÉQIATIONS. 


Kl'FLKXIONS 


RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES  ÉQUATIONS  *'. 


[Nnm>eau.r  Mênioires  de  V Acndémie  myale  des  Scirncrs  ri  l'x'lIrs-Lrllri 
de  Berlin,  années  1770  et  1771  (**  ).] 


I.a  théorie  des  équations  est  de  toutes  les  parties  de  l'Analyse  celle 
qu'on  eût  cru  devoir  ac(iuérir  les  plus  grands  degrés  de  perfection  et 
par  son  importance  et  par  la  ra|)idité  des  progrès  que  les  premiers  inven- 
teurs y  ont  faits;  mais  quoique  les  Géomètres  qui  sont  venus  depuis 
n'aient  cessé  de  s'y  appliquer,  il  s'en  faut  beaucoup  que  leurs  elTorts  aient 
eu  le  succès  qu'on  pouvait  désirer.  On  a  à  la  vérité  épuisé  presque  tout 
ce  qui  concerne  la  nature  des  équations,  leur  transformation,  les  condi- 
tions nécessaires  pour  que  deux  ou  plusieurs  racines  deviennent  égales, 
ou  aient  entre  elles  un  relation  donnée,  et  la  manière  de  timiver  ces 
racines,  la  forme  des  racines  imaginaires,  et  la  méthode  de  trouver  la 
valeur  de  celles  qui,  ({uoique  réelles,  se  présentent  sous  une  forme  ima- 
ginaire, etc.  On  a  aussi  découvert  des  règles  générales  pour  reconnaître 
si  toutes  les  racines  d'une  équation  sont  réelles  ou  non,  et  pour  savoir 
dans  le  premier  cas  combien  il  doit  y  en  avoir  de  positives  et  de  néga- 
tives; mais  on  n'a  jusqu'à  présent  aucune  règle  générale  pour  connaître 

(*)  Ce  Mémoire  a  été  lu  à  l'Académie  dans  le  courant  de  l'année  1771. 

(•*)  Les  deux  premières  Sections  de  ce  Mémoire  ont  été  insérées  dans  le  volume  de  1770, 
les  suivantes  dans  le  volume  de  1771.  {TSute  de  V Éditeur.) 
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!<■  iioiiilire  (les  racines  imaginaires  dans  les  équations  qui  doivent  en 
tuinlcnir.  et  moins  encore  pour  savoir  combien  il  doit  y  en  avoir  de 
réelles  positives  et  de  réelles  négatives,  lorsqu'on  connaît  d'ailleurs  le 
nombre  des  réelles  e(  des  imaginaires;  on  n'a  pas  même  une  règle  pour 
pouvoir  s'assurer  si  une  équation  quelconque  pr(qiosée  doit  contenir 
quelques  racines  réelles  ou  non,  à  moins  que  l'éijuation  ne  soit  d'un 
degré  impair,  ou  (jue  son  dernier  terme  ne  soit  négatif. 

Ce  n'est  pas  qu'on  ne  puisse  toujours  trouver  le  nombre  des  racines 
imaginaires  et  des  racines  réelles  positives,  ou  négatives,  lors(|u'on 
(•(limait  la  valeur  imiiiciique  des  coellicients  de  l'équation  proposée;  les 
métliodes  que  j'ai  données  ailleurs,  tant  pour  cet  objet  que  pour  appro- 
cbcr  autant  que  l'on  veut  de  la  valeur  de  chaque  racine,  ne  laissent,  ce 
me  semble,  rien  à  désirer;  mais  il  s'agit  ici  des  équations  littérales,  et  la 
question  est  de  trouver  les  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les 
dillérents  coefficients  d'une  équation  d'un  degré  donné,  suivant  la  qua- 
lité de  ses  racines. 

A  l'égard  de  la  résolution  des  équations  littérales,  on  n'est  guère  (ilii> 
avancé  (ju'on  ne  l'était  du  temps  de  Cardan,  qui  le  premier  a  publié  celle 
des  équations  du  troisième  et  du  (piatrième  degré.  Les  premiers  succès 
des  Analystes  italiens  dans  cette  matière  paraissent  avoir  été  le  terme 
des  découvertes  qu'on  y  pouvait  taire;  du  moins  est-il  certain  que  toutes 
les  tentatives  qu'on  a  faites  jus(|u'à  présent  pour  reculer  les  limites  de 
cette  partie  de  l'Algèbre  n'ont  encore  servi  qu'à  trouver  de  nouvelles 
méthodes  pour  les  équations  du  troisième  et  du  (piatrième  degré,  dont 
aucune  ne  parait  applicable,  en  général,  aux  équations  d'un  degré  plus 
élevé. 

•le  me  propose  dans  ce  Mémoire  d'examiner  les  diflerentes  iiielliodcs 
(]ue  l'on  a  trouvées  jus(|u'à  présent  pour  la  rés(dulion  algébri(pie  des 
équations,  de  les  réduire  ii  des  |)rineipes  généraux,  et  de  faire  voir  à 
priori  pourquoi  ces  mélliodes  réussissent  pour  le  troisième  et  le  qua- 
trii'iiie  degré,  et  sont  en  défaut  pour  les  degrés  ultérieurs. 

Ol  examen  aura  un  double  avantage  :  d'un  coté  il  servira  à  ié{)aiidre 
une  plus  grande  lumière  sur  les  résolutions  connues  du  troisième  et  du 
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(|ii;ilrii'mc  dcj^ic;.  de  r;iiilic  il  scni  iilili'  :i  l'ciix  (|iii  vdiidroiil  s'(i(rii|icr 
(le  i;i  r(''S(»liirKiii  (les  dci^rcs  sii|i(''ri('iirs.  en  leur  l'oiifiiissaiil  dilIciiMilcs 
vues  pour  (Cl  ohjcl  cl  en  Iciir  cparj^nanl  siiildiil  un  i^raiid  noinluc  dr  pas 
cl  de  IciiUilivcs  iniililcs. 


SECTION    PRKMIERK. 

1)K    I.A    HÉSOU'TION    DICS    lîOlIATlONS    DU    T  II  O  I  S  I  È  M  F.    I)  KC  li  K. 

1.  (jOMiiiK^  la  résolulion  des  c(|iialions  du  second  dcj^rc  csl  lics-l'acilc, 
cl  n'est  d'ailleurs  l'emarcpiahle  (pic  |)ar  son  cxlicnic  simplicilc,  j'cnliciai 
d'abord  en  matière  par  les  (Miualions  du  troisii'uic  (lci;r('',  lcs(pn'llcs  de- 
mandent pour  être  résolues  des  artifices  pailiculiers  (|ni  ne  se  picscnleiil 
pas  naturellement. 

Soit  donc  l'équation  générale  du  troisicine  degré 

j?^  +  mx-  -+-  nx  -+-  f)  =  o, 

et  comme  on  sait  qu'on  peut  toujours  l'aire  disparaître  le  second  terme 
de  toute  équation  en  augmentant  ses  racines  du  coetlieient  du  second 
terme  divisé  par  l'exposant  du  premier,  (»n  pourra  supposer  d'ahord, 
pour  plus  de  simplicité,  m  —  o,  ce  qui  réduira  la  proposée  à  la  t'ornic 

x^  1-  nx  -\'  p  =^  o. 

C'est  dans  cet  étal  que  les  équations  du  ti'oisiëme  degré  or.L  été  d'abord 
traitées  par  Scipio  Ferreo  et  par  Tartalea,  à  qui  l'on  doit  leur  résolution; 
mais  on  ignore  le  chemin  qui  les  y  a  conduits.  La  méthode  la  plus  natu- 
relle pour  y  parvenir  me  parait  celle  que  Hudde  a  imaginée,  et  qui  con- 
siste à  représenter  la  racine  par  la  somme  de  deux  indéterminées  (jui 
permettent  de  partager  l'équation  en  deux  parties  propres  à  faire  en  sorte 
que  les  deux  indéterminées  ne  dépendent  que  d'une  équation  résoluble 
à  la  manière  de  celles  du  second  degré. 

Suivant  cette  méthode  on  fera  donc  x  —  y  +  =,  ce  (|ui  elanl  substitué 
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dans  l;i  proposée  la  réduira  à  celle-ci 

y'-i- 3y-z  ~  3xz'— Z' —  n  .>"  — -s    — />  =  o, 
qu'on  peut  metfre  sous  cette  fornie  plus  simple 

yi   ^   2^   __  ^   _-   '  J-   _|_  2         3)2    _   7)       =0. 

Qu'on  tasse  maintenant  ces  deux  équations  séparées 

3  )•-  —  «  =  o, 
on  au  l'a 

n 


'  =  -3r 


et.  substituant  dans  la  première, 

n 

27)      ' 

l'est-à-dire 

y-T-  py^ =0. 

'  •         27 

Otte  équation  est  à  la  vérité  du  sixième  dei^re,  mais  comme  elle  ne  ren- 
ferme que  deux  différentes  puissances  de  l'inconnue,  dont  l'une  a  un 
exposant  double  de  celui  de  l'autre,  il  est  (  hiii  iiirtilf  [leul  se  résoudre 
comme  celles  du  second  denré.  En  etièl,  un  aura  d'abord 


/'  p-  IV 

1        \    4        27 


et  yW  la 


.'■=v/-f=\/'f-^- 


Ainsi  I  on  connaîtra  ■»'  et  r.  et  de  la  on  aura 

n 


2.  Il  se  présente  différentes  remarques  à  faire  sur  cette  solution. 
D'abord  il  est  clair  que  la  quantité  y  doit  avoir  six  valeurs,  puisiju'elle 
dépend  d'une  équation  du  sixième  degré;  de  sorte  que  la  quantité  a  aura 
aussi  six  valeurs:  mais  comme  x  est  la  racine  d'une  équation  du  troi- 
sième degré,  on  sait  ([u'clle  ne  peut  avoir  ijuc  trois  valeurs  ditlerentes; 
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donc  il  liillilia  (juc  les  six  \;ilrllis  dolll  il  .s';ij;il  se  irdlliseilt  il  trois,  doill 
cliaciiiit'  soil  double.  C'est  aussi  de  (luoi  on  peut  se  convaincre  par  le 
calcul.  (Il  eliiuinanl  \'  des  deux  e()  nations 

«'  Il 

Supposons,  poui'  plus  de  généralité, 

X  =^ y ou  liit'ii      )•  —  xy — /i^=  o, 

on  aura  donc 

j'''  =  xy~  -~-  /i , 

.'I  de  là 

y^  =  xy^  -+-  lir=:r'x-  -+-  /r   +  kx, 

y^=zy'(x-  -h  ky  +  7.lrx  (x-  -h  k  i  r  -+-  k'x' 
= jjT  (x'  +  /r  I  (x'  +  3 /r  :  +  kx'  +  3 k-x-  -+-  k'. 

Substituant  donc  ces  valeurs  de  v'  et  v'^,  on  aura 

y{x--hk]x'-i-3 kx  -h  p   -i-  kx  x^  -h  3 kx  -i-  p   -+-  /i ^ =  o. 

Soit,  pour  abréger, 

k^=^  h     el     x^  -i-  3  kx  —  n  =  X, 

27 

on  aura 

[X  (x'  -h  k)  -+-  kx]  X  —  A  —  o, 

d'où 

>    '''      / 

—   —  hX 

de  sorte  qu'en  substituant  maintenant  cette  valeur  de  ■»•  dans  réquation 

y-  —  xy  —  k  ^=  o. 


on  aura 


:^  —  /i .r  j    —  ■*"  (  Y  —  kx \  [x-  —  k  1  —  k  { x-  -+-  k  -  =^  o. 


m. 
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ce  qui  se  réduit  ;i 

Il  '  \-  -h  /i\x  \  X-  -h  Zli  j  —  /«■  —  o, 

ou  liieii,  il  ciiuse  de  x  I x-  -h  ?>k)  =  X  — p,   à 

—  X^-  lip\-  li'^o, 

J 

r'est-à-ilire  à 


-JipV       -i-jfi'  (     ,    z-jP 


I  -]-  -j^  I  -^  o. 


MiiiutfMiaul   il  est  clair  (|u'en   l'aisaul  ^' =  ^  pour  avoir  x=j'  —  —  on 
aura  /;  =  o,  ee  qui  réduira  i'equatiou  preeedeute  à 

X=  =  o. 

savoir 

1  .r'  -h  nx  -4-  p  f  =-  o, 

é(|uation  (jui  aura  les  mêmes  racines  que  la  proposée,  mais  dont  chacune 
sera  double. 

De  là  il  s'ensuit  (|iie  la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré 
est,  il  proprement  parler,  la  résolution  d'une  équation  du  sixième  degré, 
inconvénient  ijui  n'a  pas  lieu  dans  le  second  degré,  dont  la  résolution 
est  tout  il  t'ait  propre  a  ce  degré,  mais  qui  devient  encore  plus  consi- 
dérable [)our  les  équations  des  degrés  supérieurs,  comme  on  le  verra 
plus  bas. 

3.  Puis  donc  (|iie  parmi  les  six  valeurs  de  i-  il  n'y  eu  a  (|ue  trois  (|ui 
donnent  des  valeurs  dilTérentes  de  .r,  il  s'agit  maintenant  de  distinguer 
ces  valeurs.  Pour  cela  il  faut  trouver  l'expression  particulière  de  chacune 
(les  six  valeurs  de  y.  et  si  l'on  nomme  i ,  :<  et  f-j  les  trois  racines  cubiques 
de  riinile,  c"est-ii-dire  les  trois  racines  de  l'équation  ^r^  —  i  --  o,  il  est 
facile  de  voii'  (|ue  les  si\  valeurs  de  v  seront,  en  faisant,  pour  abréger. 

«'         /i' 

4  ■?" 


V/--f^v^.     .y/-f±,</,     ,iy/- 


^^sh 
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(If  lii  les  viilciirs  rori'csi) liiiilcs  de  :  ---  —  5—  seront,  à  eause  de 


et  par  euiiséqueiil 


v/-f 


v'7  = 


ces  valeurs  seroiil,  dis-je. 


\/-f^v'9.     ^\/-f=f^v^'     p\/-f 


\<i- 


Or,  sans  eonnaitre  même  les  valeurs  de  y  et  de  ft,,  il  esl  l'aeile  de  s'assurer 
(|U0  «p  doit  être  égal  à  r;  car  puiscjue  t ,  a  et  fi  sont  les  trois  racines  de 
l'équation  œ^  —  i  —  o,  on  aura  doiu'  leur  [)roduit  i.«./3  égal  au  dernier 

terme  i;  donc  a^^-'-i;  donc  -  —  (3  et  ^  =  «:  de  sorte  (|ue  les  trois  valeurs 

ci-dessus  deviendront 


yZ-f  +  v'?.   P\/-f  +  ^^.   -y^ 


f  +  vî- 


Donc,  puisque  ic  =  j-t-  z,  on  aura,  en  ajoutant  ensemble  les  valeurs  c(U- 
respondantes  de  y  et  de  z. 


f^^^. 


P 


où  il  est  facile  de  voir  que,  des  signes  ambigus  de  \Jq  soit  qu'on  prenne 

le  supérieur  ou  l'inférieur,  on  aura  toujours  les  trois  mêmes  valeurs  de  jc\ 

De  là  il  s'ensuit  donc  que  l'on  peut  prendre  indifféremment  le  radi- 

27. 
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cal  \iq  eu  plus  ou  en  moins,  et  que  les  (rois  racines  de  l'équation  pro- 
posée résulteront  immédiatement  des  trois  valeurs  du  radical  cul)i(|Ui' 


sf- 


f±v,. 


i.  Nous  avons  fait  voir  (2)  que  la  résolution  de  toute  équation  du 
troisième  dejiré  appartient  essentiellement  à  une  équation  du  sixième 
degré;  cependant  si  l'on  voulait  délivrer  l'équation 


-  =  \/-f +  v7  +  \/- 


^-vv 


des  radicaux,  on  tomheiail  dans  une  é(|ualioii  du  ncuvii'uie  degré:  car 
en  prenant  d'abord  les  cubes  on  auiait 


'--V^ 


JC'  =  —  /J  H 

et  prenant  de  nouveau  les  cubes,  après  avoir  t'ait  passer  dans  le  premier 
membre  le  terme  —  /?,  on  aurait 

,     .       ]■  t     p-  II' 

c  est-a-ilire,  a  cause  de  ^7 o  = ■< 

4       ^  27 

.t'  -^  S/j-r'  +    3 /j-  '-t-  n^  )  x^  ■+  p^  --  o. 

Mais  il  faut  remanjuer  que  celte  équation  renferme,  outre  les  trois  ra- 
cines de  la  proposée  x^  -^  nx  -^ p^=o,  encore  six  autres  étrangères:  en 
effet  elle  peut  se  décomposer  en  ces  trois-ci 

x^  -V-   nx  -+-/?=;  o, 

x^  -h  c/.nx  -\-  p  ^  o, 

'  x'  -h  ^IIX  -h  p  ^^  o, 

dont  les  deux  dernières  sont,  comme  on  voit,  différentes  de  la  |)roposéc: 
ainsi  l'on  ne  peut  rien  conc  lurc  de  (cttc  écpiation  jiour  le  degré  auquel 
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doit  se  i';ip|i()il('r  l:i  irsoliilidii  des  (•(iiialiotis  du  Iroisiënic  d('j;rr,  riniinic 
nous  l'iivoiis  Cnil  plus  liaiil  (2),  d';i|irf's  rc(|ii;i(ioii  X"  =  <>,  lii(|iMllc  icii- 
('('l'iiic  Idiilcs  1rs  iiiriiH's  r;iciiics  (juc  hi  |ii()|)os(''('. 

5.   L'é(|iiati()ii  du  sixième  degré 

y''  +  px =  " 

s'iippidle  lii  rcduitc  du  troisième  degré,  piiree  (]ue  e'esl  à  sa  résolution 
(|uo  se  réduit  celle  de  la  proposée 

x'  -t-  nx  -h  p  z=  n. 

Oi'  nous  avons  déjii  vu  plus  liant  comment  les  lacincs  de  celle  dernii're 
équation  dépendent  des  racines  de  eelle-là;  voyons  réeipr'o(|uenn'nl 
comment  les  racines  de  la  réditile  dépendent  de  celles  de  la  |)roposée: 
mais  pour  rendre  cette  reelierelie  plus  générale  et  plus  lumineuse  il  sera 
Itou  de  considérer  une  é(|uation  qui  ait  tous  ses  termes  telle  que 

x^  -f  mx'  -f-  nx  -\-  p  z=  o, 

et  dont  les  racines  soient  représentées  généralement  par«,  h,  c.  On  com- 
mencera donc  par  faire  évanouir  le  second  terme  en  supposant  a?  =  .x'—  — '  ■, 
et,  faisant,  pour  abréger, 

//(-         ,              in/i       ■?.  in^ 
n'  =  7t  —   — -  5      P  =^  p  —  -:,-  H ' 

on  aura  la  transformée 

X''  -+Jl'x'  -+-/>'=:  O, 

qui  a  la  forme  requise.  Faisant  maintenant  x' =  y  —  —,  on  aura  la  ré- 
duite 

m" 

d'oîi,  en  nommant  r  la  racine  cubique  de 

P 


\/M- 
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on  aura  ces  trois  valeurs  de  y,  savoir 

lesquelles  donneroiit  les  trois  racines 

,  «'         ,  «'  ,      .  n' 

3/-  ixr  '^  ipr 

,,    ,      ,  I  ,       ni  i>  •        .  I     •  ''' 

(I  ou,  a  cause  de  a-  — a-  —  —,  ou  aura,  eu  taisaut,  pour  abréger,  15-  --  s, 

ces  trois  valeurs  de  x,  savoir 

m  m  s  ni        ^  s 

__-^,-_,,      _^-^,,__.      __+;5r-^-, 


donc 


m 


b  =  —  —  -h  ixr , 

S  « 

'•  =  -  T  +P'--  s;- 


Retranchant  successivement  la  seconde  et  la  troisième  de  ces  équations 
de  la  première,  on  aura 


rt  —  A  =  (I  —  a)  (  /■  H 1  ï 


a-c  =  li-{3)  ('•-•-  g 


d'où  l'on  tire 

a.(a  —  b] 


I  —  X 


a/'  -+-  i, 


(3/--+-i; 


et  retranchant  de  nouveau  l'une  de  l'autre,  ensuite  divisant  par  9  —  /;,  il 

viendra 

a  [a  —  b)        j3{a  —  cl 
I  —  a  I-  S 
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c'est-à-dire 

a  ctb  (5  c 

'■       (T-a)(i-(3)  "^  (a  -  i;  (>.  -  (3)  "^  ((3  -  I)  (  (3  -  «V 

Or,  I ,  c<  et  |3  étant  f  hypothèse)  les  trois  racines  (le  r('(|iiation.r'—  i  — o. 

un  aura 

.r'  —  I  =  ( ^  —  I )  ( ^  —  (x.''^{x  —  (3 ), 
et  dilïï'rciiliaiit 

3^^  =  (^  —  a)(.r  —  (3)  -H  (X—  i)  (^  —  (3)  +  (JT  —  i)  (>•  —  xj; 

lie  sorte  qu'en  l'aisanl  successivement  ^r  =  i,  «,  [-j,  on  aura 

3  =  (i  —  «)li  —  P), 

3a'=(a-  i)(a  — (31, 
3(3'=((3  — i)i:(3  — a); 

donc,  sulistituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente  de  /,  (ui  aura 

abc 

'■=3  +  3^+3^' 

OU  bien,  à  cause  de  aj3  =  i , 

a  +  (3  6  +  a  c 
'■= 3 

Telle  est  donc  la  valeur  de  i\  et  par  conséquent  aussi  de  v;  de  soric  (|u'(>ii 
aura  en  changeant,  ce  qui  est  permis,  a.  en  /3  et  tnce  versa 

a  +  (xb-¥-  ôf 

r  = 3 

6.  Ou  voit  d'aiiord  par  cette  expression  de  v  pour(|uoi  la  réduite  est 
nécessairement  du  sixième  degré;  car  comme  cette  réduite  ne  dépend 
pas  immédiatement  des  racines  a,  h,  c  de  la  proposée,  mais  seulement 
des  coefficients  m,  n,  p,  où  les  trois  racines  entrent  également,  il  est 
clair  que  dans  l'expression  de  v  on  doit  pouvoir  échanger  à  volonté  les 
quantités  a,  b,  c  entre  elles;  par  conséquent  la  quantité/  devra  avoir 
autant  de  valeurs  diirérenlcs  que  l'on  en  pourra  former  par  toutes  h's 
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permiUatidiis  |)()ssil)les  dont  les  trois  racines  a,  />,  c  sont  susceptibles; 
or  on  sait  par  la  lliéorie  des  coini)inaisons  (jue  le  nombre  des  permuta- 
tions, c'est-à-dire  des  arrangements  dillérenls  de  trois  cboses,  est  3  .  2  .  i  ; 
donc  la  réduite  en  j  doit  être  aussi  du  degré  '^.2.1,  e'esl-à-dire  du 
sixii'Mie. 

Il  V  a  plu'^  :  la  nn'Uie  exjiression  de  v  nuintre  aussi  pour(|uoi  la  réduite 
est  résolulile  il  la  luauière  des  e{|uatiousdu  secoud  degré;  car  il  est  claii' 
<|ue  cela  vieiil  de  ce  (|ue  cette  équation  ne  renferme  que  les  puissances/' 
et  y'',  c'est-ii-dii'c  des  puissances  dont  les  exp(»sants  sont  multiples 
lie  3;  en  sorte  ([ue,  si  r  est  une  des  valeurs  de  y,  il  faut  (pie  c</('t  |^ren 
soient  aussi  à  cause  de  «;'  =  i  et  |5'  =  1  ;  or  c'est  ce  ([ui  a  lieu  dans  l'ex- 
pression de  y  trouvée  ci-dessus.  Pour  le  l'aire  voir  plus  aisément  nous 
renianiuerons  que  (i  =^  x'- ,  car,  puisipi'on  a  vf:i-~i  et  î<'' —  1  =  o,  on 
aura  aussi  c/.fi  =  a%  et  de  là  ^  ^  c^- ;  de  sorte  (|ue  rex|)ression  de  v  p(Mura 
se  uietlre  sous  cette  l'oiuie 

a  -\-  xh  -h  a'c 
r- 3 

d'où,  en  faisant  toutes  les  permutations  possibles  des  quantités  a.  b.  c, 
on  tire  les  six  valeurs  suivantes 

a  --r-  X  b  -i-  X- c 

3  ' 

a  -^-  a  c  ^  x'b 
3 ' 

b  ^-  y.a  -(-  cfc 


xc  -f-  a'  « 
1 


3 
ab  -h  a- a 


xa  -h  a-b 

; 


qui  seront  donc  les  six  racines  de  la  réduite.  Maintenant  si  l'on  multiplie 
la  première  par  y.  et  ensuite  par  jS  ou  par  c/.- ,  on  aura,  à  cause  de  5<'  ~-  1 . 


CCS  (|C11\-C 
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c  -h  xa  -h  a'h             h  -+-  ac  ■+■  cc-a 
r, cl      Ti 5 
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(jiii   MMil    l;i   si\ii'iii('  cl   hi   i|ii;ilriciii(' ;    ci   si    l'ini   iniihi|ilic   de  iiiciiic  la 
seconde  |)ai'  y  cl  [cii'  y-,  on  aura 


h  -{-  «a  -h  cc'v  c  -\~  xl>  -^^  oC-a 
1 ^'     -         ^  ' 


i|tn  soiil  la  lidisieiiie  cl  la  (iiKiuiènic.  Il  en  sera  de  inciiie  si  Inii  iiinl- 
tiplie  la  Iroisiènie  cl  la  (|iialrleinc,  on  la  cintinii'nie  et  la  sixiénu'  |iar  y 
el  par  «-.  car  on  ania  par  lit  ci;alcnienl  lonics  les  aiilrcs. 

7.    (Icla  nous  conduit  ;i  une  iiiclliode  directe  pour  trouver  la  réduite 
(l'on  dépend  la  rcsolnliiui  des  c(|nali(Uis  du  Iroisiènu'  dci^re;  car  soit 

x'  -+-  ntx-  -+-  Hx  -h  p  ^=  o 

re(|ualion  proposée  dont  les  racines  soient  a.  h.  c.  et  suppos(Uis  (pie  les 
l'acines  de  la  l'éduile  soient  représentées  géneralcnient  par  nue  jonction 
du  premier  de^ré  des  racines  a,  h,  c,  telle  que 

A  rt  +  B  A  H-  C  c, 

A,  B,  C  élaiit  des  coellicieiils  indépendants  des  (|nantilés  (t,  0,  c\  en 
faisant  toutes  les  (lerniulalions  possii)les  des  (pnintitcs  a,  h,  c,  on  ania 

ees  quantités 

A«+  B/<-t- Ce-, 

A^/-f-Be-i-C/-,     • 
A/*  +  B«  +  Ce, 
A/<  +  Bc  +  C«, 
Af  +  Bi  -f-  C«, 
Ac  +-B«-hC/>, 

<|ui  seront  les  six  racines  de  la  réduite.  Or,  |)uur  (|ne  celle  équation  n'ait 

que   des  puissances  dont  les  exposants  soient  multiples  de  3,  il  faut, 

comme  nous  l'avons  vu  plus  haut,  que,  nommant  /■  une  de  ses  racines, 

lli  28 
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c/.r  cl  f-jr  ou  u-rvu  soinit  aussi;  doUL'.  |in'iiaijl  la  (|iiaulit(' 

pour/-,  il  fauilra  que  la  (|uaulité 

x\a  +  a  156  -h  yA'.c 

soil  Pi^alc  à  une  des  ciiK]  aulii'S  (|uaiUilcs  ci-dessus;  oi'  elle  \n-  saurait 

dcvcuir  ci^alr  ;i 

Art-fBr-f-C/» 

ui  à 

(|u'cn  faisaul  k  —  i ,  cac  daus  le  premier  cas  ou  auiail 

xX  =  .\, 

el  daus  le  seeoud 

a  C  =  C  ; 

mais  en  la  eomparaut  à  la  (piautité 


ou  aura       ■ 
d'où  l'ou  tire 
c'esl-a-dire 


xA=    C,      zB       A      el      aC       H, 
C  =  aA,     B       x-\     cl     a^\       A, 


j.  —  I  , 

ce  (|ui  uu)Ulre  (|ue  y  doit  l'tre  eu  etTel  uue  des  i-aeiues  de  re(|ualioM 

x^  —  I     :  o  ; 

ainsi  en  iaisaut,  poui'  plus  de  siuiplieité.  A  —  i,  ou  aura 

A  =  I ,     B  -  a     et     (J  —  aC', 

ce  (jui  (huiue  les  mêmes  l'oriimles  (|u'(Ui  a  IrouNci's  plus  liant  en  taisaiil 
abstraction  du  dénominateur  3. 


DES  ÉQUATIONS.  iV.) 

Faisaiil  iluiM  ,  |iiiiii  ;il)icj;ci-, 

r^^  a  -r~  cf.b  -^-  y}c, 
s  -     a  —  C/.C  -7-  a'/>, 

on  aui'a  /'.  '/i\  y- r  v\  s,  c/.s,  y.'s  pdiir  les  six  l'acincs  di'  la  traiisiorincc:  <ir. 
iiomniaiit  V  riiicunniic  de  (•cHc  ('(iiialioii ,  (ui  Iroiivcra  d'alxiid  (|iir  le 
pnidiiil  des  trois  raclciiis_)'—  r,  v —  ar,  y  —  «-/•  sera  y'  —  r\  et  (|iir  dr 
mi'iiic  le  piodiiil  des  trois  autres  sera  j^  —  i',  de  sorte  (|iic  le  prodnit 
total,  c'esl-à-dirc  la  rédiiilo  cile-uième,  sera  représentée  pai- 


(|iii  a  la  loiiiic  deinaiidée.  Il  ne  s'ai^il  done  plus  inainlenani  (|iir  de 
lron\('r  les  valeurs  de  r'  —  s''  el  de  r' s'  :  or,  en  élevant  ;iii  i  iilic  la  (|iian- 
lite  r  et  l'aisanl  attention  ([ne  c/:'  =  i,  on  trouve 

,,3  -—  ^3  _i_  /,3  _j_  ^3  _j_  i]f,l,(;  ^    3  3;;  ^^ 6  —  k' C  +  C'a   +  3 «^  ail-  -^  l>c-  -i-  ca-  •, 

et  par  conseciuent,  en  (lianycant  b  en  c,  on  aura  de  inenie 

s'  =  a'  -i-  h'  -i-  c^  -1-  Qalic  -h  3  a    a-c  ^  c'b  ~  b-a    ^  "iy?  a- a  ■+-  li-c  -i-  à'b  ,. 

Soit,  pour  plus  de  simplicité, 

«'  +  A^  -f-  c'  —  6«/ic-  =  L, . 
•    a-b  —  A-c  -T-  c-a  =  M, 
.  a-c  -t-  />-a  -r  c-h  —  N, 


un  aura  dont 


dont 


/-=L-3aM-^33t=N, 
.«'=  L-*-ûa\  —  33:=M, 

;-3  H-  i'  =  2  L  -i-  3    y.  +  ni-    ,  M  -r-  N 


mais  comme  i .  s^  et  s;"  sont  les  trois  racines  de  ré(|uation  x^  —  i  =  o  (|ni 
manque  du  second  ternn\  on  doit  avoir 

I  -f-  5!  -!-  a-  ^  O  ; 

donc 

;•=  -I-  i=  =r  2  L  —  3  ,  M  -i-  N  ). 

28. 


•iJ(t  SUIÎ    L\    KÉSOLLlTiON    \  L(i  KH  lUOl  E 

.Miilli|)li;iiit  ciisiiitc  les  valeurs  de  /•■*  et  s'  ciisciiihlc,  on  aura 

^^v=  =  L■-•-l-9.M'  -l--N^,  +  3  '  a  -H  a' i  [L  iM  +  N  i  -  3MÎS] , 

on  hicii,  il  cause  de  oc  -^  c-  =  —  i , 

r's'=:  L^L-  3iM  +Ni]  '1-9  [(M  ■+-  N  ,^  -  SMNj; 

(!!■  il  est  lacilc  de  voir  i\iw  les  (|uautités  L,  M -h  N  cl  MN  doivent  être 
données  par  les  cocllicicnis /??,  //,  p  de  la  |)i'o|)osée,  et  cela  sans  extrac- 
tion de  racines,  ce  (|ui  suit  de  ce  (|iic  ces  (juanlitcs  ne  chani^ent  point, 
(|uekjues  permutations  des  (juantilés  «,  h,  r  (|u"(Ui  y  lasse,  de  sorte 
<|u'eiles  ne  peuvent  avoir  cliacune  (pi^mc  valeur  uni(jiu'. 


S.    ^]n  ell'et,  avant 

—  m  =  (/  +  /)-)-  f,      /(   —  ah  -(-  ac  +  lie,      —  />  ^^  ahc, 
on  aura  d'abord  par  les  li'gles  connues 

a' '\- h- -V- c- ^=  m'^ — ■?n,      a-^ -\- h'  -\- c^  z^  -  m^-i~'inin  -    3y>. 
et  l'on  trouvera  de  là 

«'/>'  -I-  rt'f'  -1-  /)'c'=  «'  —  inuip  -'■-  ip-; 

donc 

L  ==  —  m'  H-  3/«/(  —  i)p, 

M  +  N  -:;  3/^  —  mu, 

MN  =  /('  -I-  p  1  m'  —  Ctnin  j  -!   i^p-  ; 

d'oii  l'on  trouvera 

1.3 gi  —^  ^,j6  —  ,j,,,t ij  _,^  ..^  ;))-■/('    -   î'j  II'  =^  I  ni-  —  in  \ 
de  S(Ute  (|Ue  not.'c  réduite  sera 

)'''  -i-  '  'j.iii'  —  ()/;(«  -]-  '^.'j  p  )  y'  -\-  \  Ht' —  3//i-'  =  o, 

qui  revient  au  même  (jue  celle  qu'on  a  trouvée  plus  haut    Ji  .  en  faisant 
seulenu'ut  attention  (|ui'  l'inconnue  v  de  celle-ci  est  tiipie  de  l'inconnuer 
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(le    cfllc-lii.    HcMiKanI    (Idiic    celle    e(|iiarKiil    ;i    \;\    llKiniere    île    celles  du 
second  dei;re,  ou  bien  faisant,  pour  ahreycr,  y''  =  z,  en  sorle  i|Ue  Ton  ail 

z-  -i-  {■?. m'  —  çinin   ;    ■?- p    z  -\-    ni-  —  3 h  '  ^=  o, 

r't  noninianl  z'  el  z"  les  racines  de  celle  é(iualion  du  second  deiii'e,  ou  aura 


donc 


y  =:  iij z'     ou     )•  =  \/z"; 


par  (•unse(|ui'nt,  puistpi'on  a  sti|)posé  (pie  r  cl  .v  elaienl  deux  \aleuis  de  y, 
on  aura 

i  :-  a  -r-  ac  -T-  a-i  :=  v"  3", 

c(|nalions  (|ui  elanl  conihinccs  avec  recjualion  ' 

(i  H-  /;  -f-  6"  =  —  ni 

serviront  à  Ircuiver  les  liois  lacincs  «,  h,  c;  eu  eli'el  mi  aina.  ;i  cause  de 
(Z^  ^  I  et  (II'  1  +  a  -H  c."  =  o, 

—  »(  H-  i'z'  +  j/z" 
a= \ i — , 


h  = 


w-i-a="v'2'  +  a\/z" 


_  —  m  -f-  a  y'z'  -1-  a=  y'z" 


ce  (|ui  s'accorde  avec  ce  ipi'on  a  Irouve  plus  haut. 

y.  Il  est  a  propos  de  reniar(|uei'  encore,  pour  e(  laircir  davanla^e  celle 
matière,  que  les  (|uantit(''s  M  et  N  du  n"  7  sont  telles  (|ue  l'une  devient 
toujours  l'autre  en  v  faisant  une  perinulalion  quidcouiine  entre  les  trois 
racines  a,  h.  c,  de  sorte  que  ces  quantités  M  et  N  ne  peuvent  (Mre  que  les 
racines  d'une  (!'(|uation  du  second  degiv.  En  eiVet,  noniiuaut  /  rimonnue 
de  cette  (i'quation,  il  est  clair  (|u'elle  aura  n(^cessaii('nient  cette  (ornie 

<'— (M  -î-N)/-h  MN  =  o; 
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(loue,  siil)stiUiaiit  |)(Hir.M  -t- N  t't  MN  leurs  va  Irurs  Iruu  vers  ci-dessus  (8^, 


un  aura 


I  '  ~    'ip  —  mil  i  /  -I-  «^  +  (  m-  —  iunii   ji  -\-  ()p-  — :  o. 


Ainsi   Ton  aura,   |i;n' l;i  resululinn  île  celle  e(|iiMli(ni.    les  v;ileur>  de  .M 
cl  .\:  cl  ciiuinie  d'ailleuis  hi  (|uanlile  L  est  dejii  diiiniec,  |inis(|n'i>u  :i 

L  :=  —  1)1^  -i-  '.'itim  —  [)p, 

on  aura  les  valeurs  de  /■'  cl  de  .<■    7   ,  (Ui  iilen  cfdles  de  ;'  et  r"    8   ,  les- 
(juidles  serunl  donc 

z"z^  L-^3a.N  ---  3a=M. 

et   niovennant  ces  valeurs  on  aura  celles  des  r'acines  a.  h,  c.  comme  im 
l'a  \n  tantôt. 

An  reste  celle  |)ro|iriete  des  l'oiuticuis  M  et  N  l'ail  voir  (  liiiienu'Ut 
|ionr(iuoi  la  (|uantite 

Z  =  _>•'  =  [Il  -i-  xb  -^-  y.-C  ':' 

ne  de|ieiid  (jue  d'une  e(|Uation  du  second  dci^re,  de  s((i'te  (|iu'  ret|Ualion 
eu  V  ne  peut  reniermer  (|ue  les  puissances _>■'  el  v". 

10.  La  résolution  des  é(|nati(ms  du  troisii'ine  dem'i'  ipie  nous  venons 
d'examiner  est  appelée  communément  la  lic^lc  de  (ardim.  et  elle  est  la 
seule  (pu*  les  Analystes  connaissent.  Mais  il  y  a  encoïc  une  autre  nu'- 
tlnule  (pii  est  due  ii  .M.  Tscliii'uans,  et  (pii,  (pioicjue  moins  simple  (pu' 
celle  de  Cardan,  a  cependant  l'avantage  d'être  plus  directe  et  plus  géné- 
rale. Celte  metliode  est  exposée  dans  les  Arta  Erudiinnirn  de  l'année  i  (iiS'î, 
et  (die  ccmsiste  à  laire  disparaitrt'  autant  de  termes  inteiinediaires  ijuc 
l'on  \eut  d'une  eqnatiiui  (pndcomjue;  l'Aulcnr  la  propose  comme  géné- 
rale pour  cet  ol)jet,  et  u(nis  verrons  (pi'idle  l'est  en  ell'et.  mais  cpTcdlc 
demande  souvent  la  résolution  d'eipnitioiis  d'un  degré  supérieur  à  cidui 
di'  la  [n'oposi'c,  ce<|ui  em|)é(dn'  (pi'fdle  ne  leussisse  au  delii  du  (piatjiénie 
dci're. 

M.  Tscliiruaus  remaripie  que  eiuiime  mi  |)cut  faire  evantuiii'  un  terme 


Itr.S    liO  l'Aï  ION».  i-i"! 

(|m'l(iiii(|iic  (riiiic  ('(iiKirHUMloiiUr  est  r'mriimiiic,  par  la  >n|i|)osili(»ii  ilr 

x=x  +  a, 

yctaiil  une  iioiivfllc  iiicomnic  cl  (/  iiiic  (|iiaiil'ilr  iiidcIci-miiirM',  de  iiicnii' 
on  itonrra  en  taire  (''vanduii'  deux  (|iiele()n(|nes  on  sii[)p()saMl 

X-  =-  hx  -h  a  -t-  r, 

on  trois  en  snpposani 

x'=  ex-  -V-  hx  +  a  -y-  y, 

et  ainsi  de  suile,  <■/,  />.  r,  . .  étant  Ions  des  coellicienls  indelerniines  donl 
le  nonihre  doit  èlre  ei;al  ;i  cidni  des  lernies  (|n'on  veiil  l'aire  évanouir, 
alin  (|ue  l'on  ail  autant  d'inconnues  (|ue  de  conditions  a  remplir. 

Ainsi  il  n'y  aura  (|u';i  éliminer  l'inconnue  x  de  ré(|iuiliou  pro()()see 
par  le  moyen  de  la  nouvelle  éijuation  qu'on  a  supposée,  et  l'on  aura  une 
équation  en  j  qui  sera  toujours  du  même  dei^ré  (jue  la  proposée,  l'I  dans 
laquelle  on  pourra  supposer  autant  de  ternies  égaux  à  zéro  ipril  y  a 
d'indéterminées  a,  h,  c,  — 

Prenons  donc  l'é(|ualion  du  troisième  degré 

x^  -I-  mx-  -+-  nx  -h  p  ~~  o, 

et  supposons 

x^^z  hx  H-  a  -t-  )', 

pour  qu'on  soit  en  état  d'éliminer  dans  la  transformée  les  deux  termes 
intermédiaires;  on  aura  donc 

x'  =  hx^  -+-  ax  -+-  yx, 
et,  en  substituant  la  valeur  de  x'-,  ' 

x'  =  (  6'  +  a  +  j-  )  .r  +  6  (  a  -(-  j--  ;  ; 
donc,  substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée,  on  aura 
(  A  )  b^  -^  mh  --  n  +  a  ->r-  y)  X  ^  \  h  +  m)  [a  +  y  j  +  ^  =  o, 

d'où  l'on  tire 

[b  -i-  m)(a-iry)  +  p 

b'  -+-  mb  —  «-(-«—>• 
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vmIciii-  (|ni  (''l;iiit  siil)stitii(''e  dans  rt'(|uatioii 

(It)iiiiiMa    (■l'Ilc-ci,     ou    je    tais.     |)i)iir    |)liis   de    siiuplii  île ,    /> -i- m  =  c, 
/y-  '^  mil  ^  «  =  d, 

[c  a  -+-.|-i  -I-  p]-  ^-  h  [c'a  -^  y  \  -h  i)]'d  -{-  a  -h  y)  —  '  a^-y'  d  —  a  -f-ji'^o, 

iV>t-ii-(lirr,  en  onlumiaiit  les  ternies  par  cappoi'l  aux  puissances  île  a  —  v, 
l'I  reiiiettaii!  les  valeurs  de  c  et  d, 

1  ;  r  -1-  «  ^  —    '"''  -*~  "î"  —  a rt  r  >■  +  a  - 

/       ^\nl>-~    nui  —  ip   II -^  n- — y.ni/)]    y -r- a   — /'  li^ -+- nih- -   ith -^  p   =-n, 

de  soi'le  (|u'i'n  develii|)[>anl  les  puissances  de  >' —  a.  on  aura  iV^juation 

dans  laquelle 

A  ==  3«  —  rnh  —  m-  -r-  ->  w, 

B  =;  3a-  —  -y.a   inh  -+-  m''  —  tu    -+-  nh"-  -^    nui  —  3/>   h  -^-  «'  —  ■?.mp, 

C  =^  a'  —    //(/'  -^  m-  —  ->.  n   d-  -+-    nh-  -r-    ntn  —  H  p   h  -+-  n-  —  ?  m/)   a 

—  p    ly  -f-  mir  ~  -  ni)  -+-  ]>  . 

Maintenant  on  peut  faire  évanouir  le  second  et  le  troisiiuiie  teiini'  en  sup- 
|)osant  A  —  o  et  B  —  o,  ce  (|ui  (humera  ces  deux  eipiatiiuis 

3«  —  nih  —  //(-  ^-  ■? n  =t:  o, 

3a-  —  "in    ml)  -^  nr  —  wn    -+-  tilr  -t-    nui  —  ^p   l>  -^  «-  —   '  iii/i  =  o, 

par  lesquelles  on  pourra  détermine)'  a  et  h;  et  re(|uation  en  v  sera  ré- 
duite il  la  t'oi'UH' 

.)'-t-  C  =  o, 

laquelle  donne  sur-le-champ  ces  trois  racines 

,)•  =  —  l'L,     r=  —  ce  V  L,     .r  =  —  a-  V  C, 

\ .   V  el  et'  étant   les  racines  de   l'équation  jr^ — i  =  o.    Ainsi   rnetlanl 
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(l'abord  dans  roxprossion  de  .r  Irouvée  ci-dcssiis  les  valeurs  do  a  cl  l>  (|iii 
l'ôsiillciil  des  équations  pri-crdcnlcs,  cl  cnsuito  poiif  v  les  (rois  racines 
de  l'équation  j''-i  (^r  o,  on  aura  tout  d'un  coup  les  trois  racines  .r  de 
l'équation  proposée. 

Or.  ((uniiie  des  deux  équations  (|ui  doivent  donner  a  et  A  la  pfemii'ie 
est  du  picniler  dei;ré  et  la  seconde  du  second,  il  est  visible  (|n<'  la  déter- 
mination de  ces  (piantités  ne  dépendra  (|uc  d'une  é(juation  du  degré  i .  2, 
c'est-à-dire  du  sec(ni(l  dei^ré;  en  ell'el.  on  iuira  d'abord 

mh  -h  m'  —  in 
a  =:  — 


3 
et,  substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  éiiualion,  on  aura 

{m''  —  '■in)b''  -t-  (-îni'  —  '] mn  H-  9/»)  /'  +  m'  —  ^ni'ii  -+-  Gnip  -f- 11^=  o, 

d'où  l'on  tirera  deux  valeurs  de  b  qui  pourront  être  employées  indiflé- 
remment,  parce  qu'elles  donneront  toujours  les  mêmes  valeurs  de  x. 

Cette  métbode  a  donc  l'avantage  de  conduire  immédiatement  à  une 
réduite  du  second  degré,  au  lieu  que  par  la  métbode  ordinaire  on  tombe 
dans  une  réduite  du  sixième;  mais  la  résolution  qu'elle  donne  n'est  pas 
pour  cela  exempte  de  l'inconvénient  que  nous  avons  remarqué  dans  la 
résolution  de  Cardan,  et  qui  consiste  en  ce  que  cette  résolution  est  plu- 
tôt celle  d'une  équation  du  sixième  degré  que  d'une  équation  du  troi- 
sième (2).  En  edét,  puis(|ue  la  (juantité  j  a  trois  valeurs,  et  que  les 
quantités  b  et  a  en  ont  cbacune  deux,  il  est  visible  (|u'il  doit  résulter  six 
valeurs  de  ce,  lesquelles  ne  peuvent  être  par  conséquent  ([ue  les  racines 
d'une  équation  du  sixième  degré;  il  est  vrai  que  ces  six  valeurs  se  rédui- 
ront à  trois,  dont  cbacune  sera  double,  comme  il  est  facile  de  le  démon- 
trer, et  comme  nous  l'avons  déjà  fait  voir  à  l'égard  de  la  formule  de 
Cardan. 

11.  Il  y  a  une  remarque  iniporlanle  à  faire  toucbant  cette  métbode  de 
M.  Tscbirnaus,  c'est  que,  dès  qu'on  a  trouvé  les  valeurs  de  a,  de  b  et  de  y, 
on  ne  doit  pas  prendre  indifféremment  pour  x  une  des  racines  de  l'équa- 
tion supposée 

x''  —  b.v  —  a  —  y  =  o, 

m.  29 
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ainsi  que  rAiitcur  Ir  fait;  caf.  |ioiir  (jiu'  cela  lût  permis,  il  faudfait  ([ue 
cette  équation  renfermât  denx  des  racines  de  la  proposée,  et  par  consé- 
quent que  h  fût  la  somme  de  ces  deux  r;icines;  or,  comme  il  n'y  a  pas 
|)lus  de  raison  pour  (|ue  b  soit  la  somme  de  deux  quelconques  des  trois 
racines  de  la  proposée  que  de  deux  autres  quelconques,  il  s'ensuit  que  h 
devrait  avoir  autant  de  valeurs  ditVéï'cntes  qu'il  y  a  de  maniiM'es  de  pren- 
dre les  trois  l'acines  deux  ii  deux,  c'est-à-dire  trois  valeurs,  à  cause  (|ue 
le  nomlire  des  combinaisons  de  trois  choses   prises  deux  à  deux   est 

3.  ■>  . 

— ^  =  3;  au  lieu  (jue  nous  avons  vu  (|ue  la  (pianlité  h  n'a  (|ue  deux  va- 
leurs, puisqu'cdie  ne  dépend  ([ue  d'une  e([ualion  du  second  deaçré. 

L'esprit  de  la  méthode  (|ue  nous  examinons  consiste  à  faire  en  sorte 
que  re(|uation  supposée  ail  une  racine  ciiniiniine  avec  la  proposée;  ainsi, 
quand  on  a  déterminé  les  valeurs  de  a,  b  et  v  en  sorte  que  cette  condi- 
tion ait  lieu,   il   faut   prendre  |)our  la   valeur  de  x  celle  des  racines  de 

l'équation 

X'  —  bx  —  a  —  )■  ^  o, 

qui  sera  commune  à  ré(|uation  proposée 

x^  -+-  mx-  -I-  nx  -t-  p  --:  i>\ 

pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  chercher  le  plus  grand  diviseur  commun  de 
ces  deux  équations,  et  ce  diviseur,  où  x  sera  nécessairement  linéaire, 
donnera  une  valeur  de  r  qui  sera  aussi  une  des  racines  de  la  proposée; 
or  il  est  facile  de  comprendre  que  celte  valeur  de  x  ne  peut  être  que  celle 
que  nous  avons  trouvée  en  éliminant  successivement  les  puissances  plus 
hautes  de  x  des  deux  équations  données. 

En  elfet,  la  méthode  ordinaire  d'élimination,  suivant  la(|uelle  on  lait 
disparaître  successivement  les  plus  hautes  puissances  de  l'inconnue  en 
déduisant,  des  deux  éciuations  données  où  la  même  inconnue  se  trouve 
élevée  à  des  puissances  quelconques,  une  suite  d'autres  é(|uations  où  le 
plus  iiaut  degré  de  l'inconnue  est  successivement  moindre,  jusqu'à  ce 
(|u'on  arrive  à  une  é(|uation  où  l'inconnue  ne  se  trouve  |)lus,  et  qui  est  le 
résultat  de  réliniination  ;  celle  méthode,  dis-je,  revient  dans  le.fond  ii  la 
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iiR'iiic  (|ii('  (•(■Ile  (|iii  sert  à  lioiivcr  le  plus  i;raii(l  ((immiiii  (livi.scur  des 
deux  (]uaulil('\s  qui  forrnenl  les  premiers  nieiuhres  des  deux  é(]uat,ioiis 
données;  les  restes  (|ue  l'on  ama  par  les  divisidus  sueeessives  (pi'il  fau- 
di'a  l'aire  douueroul,  élaiit  éi^alés  à  zéro,  les  niénics  ('(inalious  {|iie  ((dles 
(|ui  pidvii'unciil  de  réliuiiualion  ;  le  dernier  reste  où  riu((Uinuc  ne  se 
(rouve  plus  devra  éU'e  ét^al  à  zér'o  |)oni'  (pie  les  deux  (piauliles  |ir(iposées 
aient  un  diviseur  eoninmn  du  premier  dei^ré,  le(|U(d  sera  par  eonséquent 
l'avant-dernier  reste  où  rincoumie  ne  sera  (|ue  linéaire;  de  sorte  qu'en 
éi;alant  aussi  à  zéro  cet  avant-dernier  reste  on  aura  une  valeur  de  l'in- 
eonnue  qui  sera  la  raeine  commune  des  deux  écpiations. 

Dans  l'Exemple  du  n"  10  les  e(|ualions  f  Aj  et  (B)  sont  celles  que  l'on 
aurait  en  taisant  égal  à  zéro  l'avant-dernier  et  le  dernier  reste;  |)ar  con- 
séquent la  valeur  <le  x  tirée  de  l'équation  (A)  est  la  seule  ipii  puisse  don- 
ner en  nu'uie  tem[)s  une  raeine  de  l'écpiation  jiroposée. 

12.  A  l'occasion  de  cette  remar(iue,  nous  croyons  devoir  encore  en 
faire  une  autre  touchant  la  uianière  de  faire  en  sorte  que  deux  équations 
aient  plus  d'une  racine  commune;  il  est  évident  que  si  l'iui  veut  qu'elles 
aient  deux  racines  communes  il  faudra  (pi'cdles  soient  divisibles  exacte- 
ment par  un  fadeur  du  second  degré;  par  conséquent,  en  ehercliaiit  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  deux  (|uantités([ui  forment^  les  premiers 
membres  des  équations  proposées,  dès  qu'on  sera  parvenu  à  un  reste  où 
l'inconnue  se  trouvera  au  second  degré,  il  faudra,  pour  que  ce  reste  soit 
un  diviseur  commun  des  deux  équations,  (jue  le  reste  suivant  soit  nul  de 
lui-même;  orée  dernier  reste  ne  renfermera  (pie  deux  termes,  l'un  on 
l'inconnue  ne  se  trouvera  pas,  et  l'autre  où  elle  se  trouvera  à  la  première 
dimension;  c'est  pourquoi  il  faudra  faire  chacun  de  ces  termes  en  parti- 
culier égal  à  zéro,  ce  (pii  donnera  deux  é(piations  contenant  les  condi- 
tions nécessaires  pour  qu'il  y  ait  dans  les  proposées  deux  racines  com- 
munes. Ce  serait  la  même  chose  si  l'on  voulait  employer  la  voie  de  l'éli- 
mination; alors  il  faudrait  s'arrêtera  l'équation  où  l'inconnue  serait  au 
premier  degré,  et  véritier  celte  équation  indépendamment  de  l'inconnue, 
en  égalant  à  zéro  l'un  et  l'autre  des  deux  termes  dont  elle  serait  compo- 

-9 
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séc;  moyennant  quoi  l'équalion  précédente  du  second  degré  renfermerait 
les  deux  racines  communes  aux  deux  équations  proposées. 

On  voit  pai'  là  comment  il  faudrait  s'y  prendre  pour  trouver  les  condi- 
tions (|ui  donnent  trois  racines  communes,  ou  davantage,  à  deux  équa- 
tions données;  mais  dès  qu'on  aura  trouvé  la  condition  nécessaire  pour 
(|uc  CCS  deux  équations  aient  une  racine  commune,  on  pourra  aisément 
en  déduire  celles  qui  rendront  deux  ou  plusieurs  racines  communes. 

Pour  cela,  supposons  que  les  deux  équations  données  qui  renferment 
une  même  inconnue  x  soient  représentées,  en  général,  par 

Pz=o    et    Q  =  o; 

si,  au  lieu  de  prendre  P  =  o,  je  prends  P  =  r.  et  que  j'élimine  ensuite  x 
des  deux  équations,  j'en  aurai  une  en  y  (|ue  je  représenterai  par 

y"'  -+-  a  y'"-'  -f- .  .  .  -^-  ]>y-  -^  qr  h-  r  ^  o  ; 

or,  pour  que  les  deux  équations  P  =  o  et  Q  =  o  aient  une  racine  com- 
mune en  sorte  qu'elles  puissent  subsister  à  la  fois,  il  faut  que /ait  une 
valeur  éi>ale  à  zéro;  donc 

r  :=  o 

sera  la  condition  nécessaire  pour  l'existence  d'une  racine  commune  à  ces 
deux  équations;  mais  si  l'on  veut  qu'elles  aient  deux  racines  communes, 
alors  il  faiidia  que  v  ait  deux  valeurs  égales  à  zéro;  par  conséquent  on 
aura  les  di'ux  conditions 

/•  ^  o     et     (/  =^  o; 

de  même,  s'il  devait  v  avoir  trois  racines  communes,  il  faudrait  (|uc  >'eùt 
trois  valeuis  égales  à  zéro,  ce  (|ui  donnerait  les  trois  conditions 

i=o,     ç  =  o     (>t    p  =  o, 
et  ainsi  de  suite. 

Je  remarque  mainlenaiil  (|ue  pour  cliangcr  i'cciualion  P  =  o  en  P  =  v, 

ou  P  —  v  =  o,  il  n'y  a  (ju'à  diminnei'  le  dernier  terme  de  reijualion 

P  =  o  de  la  (|uaulité  v;  de  sorte  (jue  si  l'on  suppose 

P  =  a?"  H- a.r"-' -1- .  .  . -1- p, 
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il  n'y  aura  (pi'à  écrire  p  —  y  à  la  place  de  p;  or  rc(|ualion 

)•"'  -r-  a >■"'-'  -4- . . .  -f-  pr'  -i-  qr  -i-  i  =  o 

est,  celle  tiui  resiille  de  l'eliniination  de  x  dans  les  deux  équations  P  =  y 
et  Q  =  o  (hypothèse);  par  conséquent,  en  y  faisant  r  =  r>.  i'e(|uation 
r  =  o  sera  celle  (|ui  résultera  de  l'élimination  de  .r  dans  les  r{]uatioiis 
P  =  oetQ  =  o;  donc,  ayant  l'équation /•=  o,  il  n'y  aura  qu'a  y  substi- 
tuer p  —yi\  la  place  de  p  pour  avoir  imniédiatenicnt  re(|uation 

j-m  _,_  aj-"'-'  -!-...  +  pj-^  -r-  qr  -f-  ;■  =  o ; 

mais  on  sait  (jue  si  r  est  une  fonction  de  p  et  qu'on  veuille  y  substituer 
p  —  j  à  la  place  de  p,  on  aura,  en  employant  les  différentialions.  la  trans- 
formée ^ 
(//■           If/';-,         I     </'  (•    . 

donc  on  aura,  par  la  comparaison  des  termes, 

dr  I   d- r 

^  dp       '^        1  dp- 

d'où  je  tire  cette  conclusion,  que  si 


est  la  condition  nécessaire  pour  que  les  équations  P  — o  et  Q  =:  o  aient 
une  racine  commune,  on  aura,  pour  les  conditions  de  deux  racines  com- 
munes, ' 

dr 

;•  :=  o      et     -j-  ^=  o  ; 
dp 

pour  trois  racines  communes, 

dr  d-  r 

r^o,      -,  -  =  o      el     -; — =o, 
dp  dp- 

et  ainsi  de  suite,  p  étant  le  dernier  ternie  de  l'une  des  équations  pro- 
posées. 
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13.  Il  est  clair  au  reste  que  les  racines  de  l'équation  en  y  ne  sont  autre 
chose  que  les  valeurs  de  P  (jui  résultent  en  substituant  à  la  place  de  x 
chacune  des  racines  de  l'autre  équation  Q  =  o,  que  nous  désignerons 
par  x',  x",  x'  ,...:  donc,  si  l'un  suppose  que  P',  P",  P',...  soient  les  va- 
leurs de  P  (|ui  viendraient  de  ces  substitutions,  c'est-à-dire  où  l'on  aurait 
mis  ar',  x",  x'  ,...  à  la  place  de  a\  on  aura 

±/  =P'P'  P'"...; 


d'où  l'on  voit  que  l'équation  r  =  o,  résultante  de  l'élimination  de  l'in- 
connue X  des  deux  équations  P  =;  o  et  Q=:^o,  n'est  autre  chose  que  le 
produit  de  toutes  les  équations  particulières 

P'  =  o.      p   =  o,      P"  =  o, .  .  .  ; 

or  ce  produit  P'P'P  ...  peut  toujours  se  trouver  sans  connaître  les  ra- 
cines de  l'équation  Q  =  o,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre  en  con- 
sidérant (jue  le  pioduit  en  question  demeurera  toujours  le  même,  quel- 
(]ue  |)ermutali(in  (|u'on  y  la.sse  enlreies  racines  x' ,  x",  x'",...,  c'est-à-dire 

entre  les  (juanlites  P  ,  P".  P" qui  sont  des  l'oncticms  semblables  de  ces 

racines;  de  sorte  qu'il  doit  être  donné  par  une  équation  linéaire  et  sans 
extraction  de  racines.  En  efl'et,  les  multiplications  des  quantités  P',  P", 
P  ,...  étant  faites,  on  trouvera  toujours  que  les  différentes  fonctions 
de  x',  x",  x'",...  (|iii  entreront  dans  le  produit  total  seront  exprimables 
par  les  seuls  coetlicienls  de  re(juation  Q  =  ().  dont  x',  x",  x" ,...  sont  les 
racines.  On  peut  consulter  là-dessus  Y Inlrodiiction  à  l'Analyse  des  lignes 
courbes  de  M.  Cramer,  où  l'on  houvera  des  règles  pour  calculer  toutes  les 
fonctions  dont  il  s'agit,  et  avoir  par  conséquent  la  valeur  du  protluit 
P  P'  P  ...;  nous  avons  aussi  traite  ce  sujet  dans  un  Mémoire  |)articulier. 
où  nous  avons  donné  des  formules  générales  pour  trouver  immédiate- 
ment la  valeur  du  même  produit,  sans  passer  par  les  diiférentes  opéra- 
tions que  la  méthode  de  M.  Cramer  exige  '  r,  ainsi  nous  ne  nous  arrête- 
rons pas  davautagi'  là-dessus.  >iims  nous  contenterons  seulement  de  re- 

^*)   UEuvics  (le  Lagi arigr ,  t.  III.  p.   i4i- 
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marfiiuM'  (|ii(',  de  co  (pie  l'équation  résiillaiite  de  l'éliininatioii  de  .r  par 
le  moyen  des  équations  P  =  o  et  Q  --  o  peut  cire  représentée  par 

P'P"P"'...  =  o, 

il  s'ensuil  (|uc  cette  é(|nation  doil  être  telle,  que  les  (•oellicieiils  de  re(|iia- 
tion  P  ^=  o  y  forment  parluut  des  |)i'oduils  d'autant  de  dinieusioiis  (|ii'il  y 
a  de  (juanlilés  P',  P",  P'",...  ou  de  raeines  a-',  ce",  x'",...  dans  re(|iiation 
Q  =  o,  e'esl-ii-dii'e  autant  (|u'il  y  a  d'unités  dans  le  dei;ie  de  cette  der- 
nière équation;  il  en  sera  de  même  des  coellicients  de  ré(|uation  Q  =  o, 
qui  devront  former  parfont  dans  la  méuu'  équation  résultante  de  l'élimi- 
nation des  produits  d'autant  de  dimensions  (|u'il  y  a  d'unités  dans  l'expo- 
sant du  degré  de  l'autre  équation  P  =  o. 

14.  D'où  l'on  peut  conclure,  en  général,  que,  suivant  la  méthode  de 
M.  Tschirnaus,  on  aura  toujours  une  transformée  en  y  du  même  degré 
que  l'équation  proposée,  et  que  dans  cette  transformée  les  quantités  j, 
a,  b,  c,...  (y  compris  l'unité,  coelïicientde  la  plus  haute  puissance  de  œ 
dans  l'équation  supposée)  formeront  partout  des  produits  du  même 
nombre  de  dimensions,  c'est-à-dire  d'autant  de  dimensions  qu'il  y,  a 
d'unités  dans  le  degré  de  la  proposée. 

Ainsi,  supposant  (|ue  l'équation  proposée  dont  x  est  rinconnue  soit 
du  degré  m,  et  qu'on  prenne  une  équation  subsidiaire  telle  que 

y  -h  a  -h  hx  -+-  ex''  +  .  .  .  =  x', 
on  aura  une  transformée  en  j  du  degré  m  (jui,  étant  représentée  par 

j""  -I-  A  r"'-'  +  Bj-'"-^  -I-  C,)-"-^  +  ...=:  o, 

sera  telle  que  le  coefficient  A  sera  une  fonction  linéaire  de  a,  b,  c, 

que  le  coefficient  B  sera  une  fonction  de  deux  dimensions  des  mêmes 
quantités,  que  le  coefficient  C  en  sera  une  de  trois  dimensions,  et  ainsi 
de  suite. 

Et  en  général  le  coefficient  du  terme  n"'™  sera  toujours  une  fonction 
rationnelle  et  entière  de  a,  h,  c —  de  //  —  i  dimensions.  Ainsi,  prenant 
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autant  d'indéterminées  a,  b,  c,...  qu'il  y  a  de  termes  à  faire  disparaître, 
il  est  clair  (|ue  pour  faire  disparaître  le  second  terme  on  n'aura  qu'à 
résoudre  une  équation  du  premier  degré  à  une  seule  inconnue;  pour 
l'aire  disparaître  le  second  terme  et  le  troisième  il  faudra  résoudre  deux 
équations  à  deux  inc(uinues,  l'une  du  premier  degré  et  l'autre  du  second, 
ce  (jui  donnera  loujotirs  une  équation  finale  du  second,  comme  nous 
l'avons  vu  plus  haut:  pour  faire  disparaître  le  second  terme,  le  troisième 
et  le  quatrième,  ou  aura  à  résoudre  trois  équations  à  autant  d'inconnues, 
dont  l'une  sera  du  premier  degré,  la  seconde  du  second  degré  et  la  troi- 
sième du  troisième  degré,  en  sorte  que  réipiation  finale  sera,  en  général, 
du  deeré  \  .1..^  =;  6. 

En  général,   pour  faire  disparaître  à  la  fois  les  termes  /j"''"'',  q'""^, 

r"'""' ou  aura   à  résoudre   autant   d'éiiualions  qu'il  y  aura  de  ces 

termes,  avec  un  même  nomlire  d'iiUMUinues,  et  ces  écjuations  seront  des 

degrés  p  —  i ,  ^  —  i ,  /■  —  i , en  sorte  (pie  ré(|uati(in  tinale  montera,  en 

général,  au  degré  (p  —  i)(y  —  ij(r —  i) Donc,  pour  chasser  par  celte 

méthode  tous  les  termes  intermédiaires  de  la  transformée 

y  -r  A  j-"'-'  +  B  >■"'-=  -*-...  +  M  =  o, 

en  sorte  qu'elle  se  réduise  à  la  forme  y'"  -f-  M  —  o  ({ui  est  toujours  réso- 
luble, on  tombera, en  général,  dans  une  é(iuation  du  degré  i.2.'3...  m— i), 
qui  sera  p;w  conséquent  toujours  plus  haut  (|ue  le  degré  m  de  la  j)ropo- 
sée,  excepté  le  seul  cas  où  /«  =  '3. 

15.  Revenons  maintenant  à  la  resoliitioii  du  Iroisième  degré  trouvée 
d'après  la  méthode  de  M.  Tschirnaus,  cl  voyons  à  priori,  et  indépendam- 
ment de  la  théorie  de  l'élimination  que  nous  venons  d'expliquer,  la  raison 
pourquoi  cette  inelliode  c(uiduit  directemeul  ii  une  réduite  du  second 
degré,  taudis  ipie  la  méthode  (udinaire  mène  à  une  réduite  du  sixième. 
Pour  cela  je  considère  l'équation  subsidiaire 

X-  zzz  hx  -\-  a  ^  y, 
dans  laquelle  1' doit  être  détermine  par  une  ccpiatiiui  du  troisième  degré 
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à  deux  liTiiU's  telle  ipie 

T"'  -H  C  =  o, 

(loiil  les  r:ieiiies  sont 

el  je  reiiiiin|iie  (|iie  (OS  dois  racines  flevant  répondre  aux  liois  valeurs 
de  .r  (jui  sont  les  racines  de  la  proposée 

x'  ■+  mx-  +  nx  +  ys  =  o, 

on  aura  donc,  en  désignant  ces  dernières  racines  par  x',  x" ,  x'" ,  les  trois 
équations  suivantes 

,  x'"-  =:  bx'  -ha  —  ^C, 

(C)  '  x"-  =  bx"  —  a  —  a  ^/C, 

'  ar"'-—  bx"'-i-  a  —  c('t,iC, 

d'où  l'on  pourra  tirer  les  valeurs  de  a  et  />.  après  avoir  chassé  \  C;  pour 
cet  effet,  il  n'y  a  qu'à  ajouter  ensemble  les  trois  équations  dont  il  s'agit, 
après  avoir  multiplié  la  seconde  par  «  et  la  troisième  par  a'-;  car  on  aura, 
à  cause  de  «'  --  </.  et  de  i  +  î<  h-  «-  =  o,  comme  on  l'a  déjà  vu  plus  haut, 
on  aura,  dis-je. 


x'-  -r  ex"-  -^  a^x"'-=^  b  [x'  -h  xx"  -+-  cx-x'" \, 


d'où  l'on  tire 


X  -  -+-  eux 


x'  ~  01.x"  -h  y?  x'" 


Cette  expression  de  h  doit  nous  faire  juger  immédiatement  du  degie 
de  l'équation  par  laquelle  la  quantité  b  doit  être  déterminée:  en  etlèt,  il 
est  clair  que  cette  équati(»n  doit  avoir  autant  de  racines  qu'il  peut  y  avoir 
de  valeurs  de  h:  or  les  ditlerentes  valeurs  de  h  \w  peuvent  venir  (jue  des 
permutations  cpi'on  peut  faire  entre  les  racines  x  ,  x" ,  x  -,  et  ces  permu- 
tations sont  au  nombre  de  six,  comme  nous  l'avons  déjà  remarcpié  plus 
haut  (voyez-  les  n"*  6  et  suivants,  où  les  lettres  a,  h,  c  désignent  les 
mêmes  quantités  qui  sont  nommées  ici  x',  x",  x"'j;  ainsi  la  quantité  b 
111.  3o 
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pourrn  ;ivoir  on  tout  six  vaiciii'S,  qui  seront 


x'-' 

4-  (XX'- 

-+- 

«■ 

•■x'"' 

x' 

+  OLX" 

+ 

ar 

x'" 

x'- 

+  OLX/'" 

-4- 

y/ 

■x"- 

x' 

+  OiX"' 

-t- 

01.- 

x" 

x"' 

-\-a.x'"- 

'4- 

a 

'x'= 

x" 

-+-  a  x'" 

'-(- 

7J 

'x' 

x"' 

-+-  ccx'- 

~ 

a- 

x'"' 

x" 

'+  ax' 

-+- 

a? 

x'" 

x"'^ 

-4  ax''- 

-r 

CL- 

'x"' 

X"'-^  CKX' 

■+- 

a? 

x" 

x"" 

H-  OLX" 

'■  + 

OL 

=x'= 

(le  sorte  que.  genéralcuient  parlant,  l'cqualion  en  l>  devrait  être  du 
sixième  degré:  niais  j'observe  (jue  des  six  valeurs  preeédentes  la  pre- 
mièi'e,  la  troisième  et  la  einijuième  sont  égales,  ainsi  que  la  seconde,  la 
quatrième  et  la  sixième.  En  efi'et,  en  multipliant  le  numérateur  et  le  dé- 
nominateur de  la  preinièi'e  par  y.,  ce  qui  ne  la  change  pas,  elle  devient  la 
cinquième,  à  cause  de  a*  ^  t  et  de  c/:'  =  a:  et  multipliant  par  a^,  elle  de- 
vient la  troisième;  de  même,  en  multipliant  le  haut  et  le  bas  de  la  seconde 
|iar  y.,  on  aura  la  quatrième,  et  en  multipliant  par  y- ,  on  aura  la  sixii'ine. 
Donc  réi|uation  en  h  du  sixii'uie  <legi'c  aura  néi'essairenient  trois  racines 
égales  entre  elles  et  trois  autres  aussi  égales  entre  elles;  ce  qui  l'abaissera 
au  secoiul  degré,  puis(|u'elle  ne  [iiKura  être  que  le  cube  d'une  équation 
du  second  degré;  et  voilà  p(uir(|uoi  la  (|uantité  h  est  d(Uinée  simplement 
par  une  équation  du  second  degré,  comme  nous  l'avons  vu  ci-dessus  10  . 
A  l'égard  de  la  quantité  a,  si  l'on  ajoute  ensemble  les  trois  éipia- 
tions  I  Cj,  on  aura,  à  cause  de  i  -f-  2<  4-  «■  =^  o,  • 

^'2  H-  x"'  ~  x"'--=  b  [x'  4-  x"  4-  x'")  4-  3a; 
mais  on  a 

x'  4-  .v"  4-  x'"  ^=  —  m     01     x'-  4-  x"-  4-  x'"-  -^  m-  —  r>.n; 


lone 


3«, 


l)L>   KOI   MKiNS.  235 

Pt  (le  là 

hni  -+-  m-  —  2  n 


'^-  3 

de. sorte  qu'en  connaissaiU  la  valeur  de  h  on  connaîtra  aussitôt  celle  de  a. 

1  (>.    [.a  (oiiiiiilt' 

x''-i-  a.x"-+  x-x'"' 


x'  -^  ax"-i-  a^x" 


qui  expiinie  la  valeur  tle  />,  est  donc  très-reuiarquahie  en  ce  (]ue,  (juelques 
permutations  qu'on  y  lasse  entre  les  quantités  x  ,  x",  x"\  elle  ne  peut  que 
demeurer  la  même,  ou  se  changer  en  celte  autre-ci 

x'^-t-  xx"''-\-  y?x"\ 
a?' -T- ax"'-i- a-ar" 

de  sorte  que  ces  deux  quantités  ne  peuvent  être  que  les  racines  d'une 
équation  du  second  degré;  on  pourrait  trouvei'  à  priori  vetle  équation 
en  cherchant  la  somme  et  le  produit  des  deux  quantités  dont  il  s'agit,  et 
il  en  résulterait  après  le  calcul  achevé  une  équation  telle  que  l'équation 
en  b  qu'on  a  trouvée  plus  haut  (10^. 

On  peut  encore  remarquer  que  si  l'un  multiplie  ensemble  les  deux  dé- 
nominateurs 

x'  -h  xx"  -+-  a-x'"     et     x'  -r-  ocx'"  —  x'x", 

on  aura  pour  produit 

x'^-  -î-  x'"  -^  x'"'  -h  ■  a  -î-  a'  i  '  x'x"  -^  x'x"  -+-  x"x" ,  ; 
mais 

x"' ^  x"- -+- x""- ^  m- — 2w,     x'x"  ^  x'x^  ^  x"x"' ^  n     et     a-t^x-^  —  i; 

de  sorte  que  ce  produit  deviendra  m^  —  3«.  De  plus,  si  l'on  multiplie  le 
numérateur 

x^^^x'^-hx^x""^ 
par  le  dénominateur 

x'  -+-  a.x°'-r  sc'x", 

3o. 
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on  iinra  pour  prodiiil  l;i  quantité 

x''  -t-  x"'  +  x'"'  +  a  I  x'-x'"  -+-  x"^x'  H-  x"'Kv"  i  -+-  x'  :  x"'x"  -^^  x"-x"'  +  x""'x'  , 

la([uelle  (à  cause  (|uc  x',  x" ,  x"  sont  les  mêmes  racines  que  nous  avons 
nommées  ailleurs  a,  h,  cj  se  réduit  (7)  à 


ou  hM'U  a 


L  —  fi  jc'  x"x"'  +  a  M  +  a=  N . 

L  +  fi/)  +  «M  -t-  a'N, 

|)uis(|ue  .r'.r"ir"'=  — />".  df  sorte  que  la  fraction 

x'--h  ax"^-h  a'x'"' 
x'  -+-  IX  x"  -h  a\x"' 

deviendra,  en  mulli|diant  le  liaul  et  le  bas  par  .r' 4- (Z.3 '"  4- a^-r",  eelle-i 


in^  —  3  n 


el  de  même  l'autre  rra<lion 


x"-htxx""-ha.'x"- 


x' -h  ax'" -h  a'x" 

deviendra,  en  multipliant  le  liaul  et  le  l)aspar.r'+  c<x" -h  u'-x'", 

L  H-6y>  +  aN  H-  a-M 
m'  —  3  /i 

Mais  dans  le  nnnu'ro  cité  (Ui  avait 

/■^=- L  ^  33tM  +  3a^N     el     «»  =  L -i- 3aN  +  3a  M  : 


(loue 


aM  ^   a'N  =  '—r. —      el      aN  4    a-M  =  ^-^ — ; 


par  ((Uiseipienl  le>  deux  IVaclious  dont  il  s'ai;il  seront 


3  (  m'  —  3  «  ;  3  (  m'  —  3  «  ) 
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on  bien  (8) 

3(m'— 3n)        ^'^        3(ot»-3«)    ' 

s'  et  s"  clniil  les  racines  de  l'équalinn 

z^-h  (2m'  —  gmw  +  ■i'^p)  z  +  {nû—  3«)'  =  o 

(|ni  est  la  réduite  que  donne  la  méthode  de  (laidari. 

Ce  qui  fait  voir  elaii-enienl   la  liaison  et  l'analo^iie  de  celle  inelliode 
avec  celle  de  ïscliirnaus. 

17.   L'expression  de  x  trouvée  (10)  d'après  la  niétliode  de  Tscliiinaus 
peut  se  mettre  évidemment  sous  cette  t'ornie 

/",  ^'  et  X;  étant  des  indéterminées  et  y  la  racine  d'une  e(|iiali(in  du  troi- 
sième degré  à  deux  termes  telle  que 

j'  4-  A  =  o. 

Ainsi  il  n'y  aurait  ([u'à  éliminer  y  par  le  moyen  de  ces  deux  e(|uali(ins, 
<lont  la  première  donne 

y  ^ 5 

ce  (|ui  étant  substitué  dans  la  seconde,  il  vient 


h  ^  '^ 


o, 


équation  du  troisième  degré  qu'on  pourra  coui|»arer  a\ec  la  proposée; 
et  cette  comparaison  servira  à  déterminer  les  quantités/,  g,  k.  A,  dont 
une  restera  arbitraire  et  pourra  être  prise  à  volonté. 

Cette  méthode  de  résoudre  les  é(|uations  du  troisième  de^re  a  déjà  été 
employée  par  M.  Bezout  dans  un  excellent  Mémoire  (|u'il  a  donné  sur 
cette  matière  dans  le  volume  des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de 


238  SUR    LA    RESOLUTION   ALGEBRIQUE 

Paris,  pour  l'aniU'c  lyfb,  et  dans  lequel  l'Autour  a  fait  uu  usage  utile 
et  heureux  de  ces  substitutions  pour  résoudre  une  classe  très-étendue 
(ré(]uations  de  tous  les  degrés.  Nous  nous  contenterons  de  remarquer  ici 
que  si  l'on  voulait  savoir  d'avance  ce  que  l'on  peut  se  promettre  des  sub- 
stitutiiins  dont  il  s'agit  |)oiir  la  resolution  des  équations  du  troisième 
degré,  il  n'v  aurait  t|u';i  cliercliei'  à  priori  le  degré  et  la  l'orine  de  rc(|iia- 
tion  (|ui  dcmnera  l'un  des  coetlicienls /,  ou  g,  etc.;  pour  cela  on  consi- 
dérera que,  puis(|uc  r  '  -h  /i  ^  o,  on  aura  ces  trois  valeurs  de  y,  savoir 
^IJi,  —c(\h,  —(/-{11,  lesquelles  étant  substituées  dans  l'expression  de 

,._,  f  +  gr 

donneionl  les  trois  valeurs  de  .r.  savoir  a-',  x",  x" . 
Ainsi  |)renanl  l'équation 

ou  bien 


kx  —  /-(-:  .r  —  g)  X  =  o, 


on  en  déduira  ces  trois-ci 


/,.r'  —  f—    x'  —  g  ^7/  =  o, 
/ix"  —  f  —  a.  x"  —  g  :  \,  Il  ^  o, 

l,x"'— f—cf.'lx"' —  g)'^Ti  =  o, 

qui  étant  d'abord  ajoutées  ensemble  donnent,  a  cause  de  a-' -i-a?"-i- a- '  =  —/« 
et  1  -I-  a  H-  «-  =  o, 

mil  -T-  3/-+    x'  H-  ax"  -+-  x'x'"  j  y' A  =  o; 

de  plus,  multipliant  la  seconde  par  a  et  la  troisième  pai'  7-.  et  les  ajou- 
tant ensuite  toutes  trois  ensemble,  on  aura 

/r  x'  -f-  xx"  -h  a'x'"    —  :  j"'  -I-  x^x"  -^  xx"'   v'7i  =  o. 

Celle-ci  donne 

,,j  _  lx{x'  +  ax" -^a?x'") 
^  x'  ^ax"'+a'x"  '' 
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ol,  cctio  valeur  élaiil  suhslilucc  dans  la  iiii-mirrc,  (ni  aura  en  divisant 
|)ar  /• 


3/       (x'-hocx"-\-(x'x"'} 
If    "^  '  x'-hxx"'  +  <x'x'' 


TT^O, 


d'où  l'on  tire 


/  _       m_x'  +  ixx"+aâx"'f 
h  ~~        3        3  (  a;'  -f-  cix'"  -f-  ct'x"  ) 


.:.../ 


Il  esl  d'alxird  l'acilc  de  voii'  par  celte  expression  (|iie  la  ipiaDlilc  -     ne  peut 

avoir  que  deux  valeurs  didérentcs,  et  (|ue  par  (•(inse(|uenl  elle  ne  pourra 
être  donnée  (jue  par  une  (Mpialion  du  second  degré;  car  la  Iraelion 

[X'  -i-  OLX"  -k-  (X}X"'  f 

x'-hxx"'+a''x"' 
n(!  [)eul  (|ne  demeurer  la  même,  ou  se  eliaiiger  dans  la  Iraelion 

(x'  H-  ixx'"  l-  cc'x"  f 


en  faisant  telle  permutation  (|ue  l'on  voudra  entre  les  tr(Ms  racines  .i', 
x",x"'.  C'est  ce  (pi'on  comprendra  encore  |)lus  aisément  en  mulliplianl 
l(!  liaul  et  le  has  de  la  piemière  traction  jiar  ' 

x'  -i-  xx"  -h  càx'" , 
el  le  liant  et  le  has  de  la  seconde  par 

x'+  a.r"'+  a>x"  ; 
car  alors  (dies  deviendront  1 16)  , 


\  x'  +  a.r"  -I-  eux'"  i'  x'  +  ci.x"'  h  oi'x"  f 

'     et     - 


tn'  —  3  « 


m'  —  3  « 


c'est-a-dire  i  7] 


ou  bien 


et 


tri'  —  'in  m'  —  3  « 


el 


m'  —  3  n  m-  —  3  ?i 
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f 

de  soric  (|ii('  les  deux  valeurs  de  v  seront 

m  z'  m  z'' 

et    — 


3         3    m- —  on  3         3   m-—  3/i 

r  ft  r   étant  les  raéiues  de  l'équation  en  ;  donnée  ci-dessus. 

IS,    Reprenons  l'expression  de  a- 

k  -i- >• 

et  nmime  V  est  un  radical  donné  par  l'équation  y'^  —  //  =  o.  faisons  éva- 
nouir ce  radical  du  dénominateur  k  —  y  en  multipliant  le  haut  et  le  Itas 
de  la  tïactiiin  par  k-  —  ky  —  y-,  ce  (]ui  la  clianiiera  en  celle-ci 

k^f^,k^.g-kf,r^  f-hg  r  +  gr^ 

c'esl-a-dire.  en  substituant  —  ^  à  la  place  de  v\ 

/,^f-^/,g^    k^g-h;fy+    f-kg  y- 
k^-li 

(piaiitilc  iiiTioi  prul  réduire  a  celte  forme  [dus  simple 

a  —  h}  —  ir-, 

de  sorte  que  l'un  aura,  en  général. 

X  ^=  a  —  liy  —  cy-, 

a,  h,  c  étant  de>  cdetlicients  indétermines  et  v  la  racine  d'une  équation 
du  luoisiènie  degré  à  deux  termes  telle  (juc  a'^  ^  h=^Q. 

Ottc  ex|)ression  de  a- est  la  même  (juc  >I.M.  Euleret  Bezout  ont  adoptée 
poiii  exjirimer  les  l'acines  des  équations  du  troisième  degré,  et  que  ces 
Auteurs  (  roieiit  pouvoir  étendre,  en  gênerai,  aux  équations  de  tous  les 
degrés.  Voyez  les  Soineaux  Commentaires  de  Pétershuurg.  tome  IX.  et 
les  Mémoires  de  f  Académie  des  Sciences  de  Paris,  pour  l'année  1763. 

Pour  résoudre  donc  les  équations  du  troisième  degré  d'après  cette  me- 
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tluulc.  il  ii'\  il  (jii";i  diiniiiii-  V  |i;ir  If  mnvon  des  dnix  équations 

a  —  «  -T^  l>y  -+-  cy'     ei      y'  -H  /»  =  o, 

ce  (|iii  (lonnera  ncccssairciiiciil  uni'  équation  vu  .r  du  Iroisièiiie  degré, 
connue  on  peut  s'en  assurer  par  la  théorie  de  relimination  que  ninis 
avons  donnée  plus  haut:  cette  équation  étant  ensuite  comparée  tenue  ;r 
terme  avec  la  proposée  donnera  trois  équations  par  les(|uelles  on  pourra 
délern)iner  trois  des  quatre  indéterminées  a,  b.  c.  Ii.  la  quatrième  pou- 
vant être  prise  à  volonté.  M.  Bezout  IViit  dabord.  pour  plus  de  simpli- 
cité, /<  r  ;  —  I  ;  mais  M.  Ijiler  conserve  dans  le  calcul  toutes  les  indéter- 
minées, cl  il  prend  ensuite  égale  à  l'unité  celle  qui  lui  |iarail  devoir 
donner  un  résultat  \\\\\>  simple:  c'est  Imite  la  ditVerence  (|ui  se  Ircuive 
entre  les  |)rocedes  de  ces  deux  Auteurs. 

19.  Pour  appi'écier  cette  méthode  (i  priori,  nous  allons  chercher 
d'après  nos  principes  la  forme  et  le  degré  des  é(|uations  liiialcs  qui  >cr- 
\  iront  a  la  (leteiniiiialinii  des  coefficients  fl,  b,...:  cl  coiiime  ré(]uation 
y' -h /i  =:  o  donne  les  trois  racines  — '\/i,  — c/.\/i,  —(/.-\/i,  il  csl  claii- 
(|u'on  aura  sur-le-cliamp  les  trois  e([uations 

x'  ^  a  —  I)  s  /(  -4-  c  \/h'-, 
x"  =^  a  —  xb  l'/i  H-a-Cy  A-, 
x'''^-  a  —  x'b^  h  -+-  oLC  V  A% 

(|ui  ctant  ajoutées  ensemhle  donneront  d'ahoi'd 

a^  x'  ^  x"  -i-  x"  ^  —  m  ; 

ensuite,  multipliant  la  .>econde  pai-  y.-,  la  lroisien)e  par  y.  et  les  ajoutant 
toutes  trois,  on  aura 

.r'  +  a^x"  -r-  xx'"  ^  —  36  ^  h  ; 

enfin,  multipliant  la  seconde  par  y.  la  troisième  par  y-  et  les  ajoutant  de 
même,  on  aura 

x'  -^  XX''  -\-  X-X"':=  3c^h-. 

111.  3i 
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Si  l'on  l'iiil  /;  ;=  —  1 ,  011  aiiiii 

,        x'  -\~  ocx'"  -+-  crx" 

3 ' 

x'  -¥-  xx"  -h  a'x'" 


Or  ces  expressions  sont  les  mêmes  que  celles  (jue  nous  avons  trouvées 
plus  luiut  pour  les  racines  de  la  réduite  du  troisième  degré  d'après  la 
rè'gle  d(>  Cardan;  de  sorte  qu'on  peut  conclure  d'ahord  que  les  quantités 
/>  el  r  seront  données  par  une  même  équation  du  sixième  degré  résoluble 
il  l:i  manière  de  celles  du  second,  et  (|ui  sera  (5) 


c'est  aussi  ce  (|U('  M.  Hezout  a  trouve  d'apiès  son  calcul. 

Mais  si,  an   lieu  de  supposer  avec  M.  Bezoul  /<  =  —  i ,   on  lail  avec 
I\[.  lùiler  //       1  ,  on  aura 

x' -\- X x'" -h  X- x" ^ — 3y//(      Cl     x' -h  ax" -\- a'x'"  =^ 'ic  ^/' h^; 

la  premii're  étant  élev(''e  an  cul)c  donnera 

—  /(  = x'  -+-  ax'"  -+-  a?x"  t', 

27' 

on  liicn,  en  adopt;inl  les  dén(nnin:itions  du  n"  S, 

—  /(—  —  —  — 

~  27  "~  27' 

d"(M'i  l'on  voit   d'aliord  (|ue  la  (|uantite   — h  sera  donnée  par  niic  simple 

e(|uali(Mi  lin  second    de^ré,    ihuit    les   racines  seront   —  et    — ■    Avant 

'  ■>'"  ?,  ■" 

trouve  h.  il  n'y  aina  i\\\"\\  mulliplier  la  première  e(|nation  par  la  seciuide 
pour  avoir 

■  —  \)ch  ;=    x'  -¥  xx"  +  x-x'"  ;  \  x'  -+-  <xx"'  -\-  x-x"  ), 

ce  ((ui  se  réduit    I  6  ,  a 

—  9£7(  =n  m-  —  3«, 
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il'oii 

3«  —  m' 


"       9/' 

20.  Ti'lles  sonl  los  principales  niétliodcs  (lu'im  a  IrouvfM's  jus(|u'ii 
présent  pour  résoudre  les  é(|u:ilious  du  troisième  dei;ré.  Par  Taiialyse 
que  nous  venons  d'en  taire  il  est  visible  que  ces  méthodes  reviennent 
toutes  au  même  pour  le  fond,  [)uisqu'elles  consistent  à  trouver  des  ré- 
duites dont  les  racines  soient  représentées  en  général  piw ôc' -h aa-" -^~  ce'- x'" , 
on  \)iiv  [x' -h  aa;" -h  oc'- .v'"  j\  ou  hien,  ce  (jui  est  la  même  chose,  pai'  des 
(juantités  proportioimcdles  à  celles-ci.  Dans  le  cas  où  la  racine  de  la 
réduite  est  x'-\- ux" -h  oc'- x"\  celte  réduite  est  du  sixii'ine  degré,  rés(dulile 
à  la  manière  du  second  parce  (|u'elle  ne  renferme  (|ue  la  troisième  et  la 
sixième  puissance  de  l'inconnue.  Nous  en  avons  donné  la  raison  dans  le 
n"  6.  Dans  l'autre  cas,  où  la  racine  de  la  réduite  est  ix' -+-  ax"-^  a-x"'y\ 
cette  réduite  ne  peut  être  (jue  du  second  degré,  ce  (|ui  suit  nécessaire- 
ment du  cas  précédent,  et  (|ue  nous  avons  aussi  deiiKUJtré  d'une  mauii're 
directe  (9). 

21.  Avant  de  terminer  cette  Section  nous  dirons  un  mol  de  la  réscdu- 
tion  de  l'équation 

X'  —  1=0, 

dont  h'ous  avons  supposé  les  racines  i ,  5<  et  j'î;  et  nous  ferons  eu  même 
temps  quelques  remarques  sur  la  résolution  générale  de  l'équation 

X"  —  I  1=:  O, 

lesquelles  pourront  nous  être  utiles  dans  la  suite. 

Il  est  d'ahord  claii'  (jue  l'unité  est  une  des  racines  de  re(|uati(>n 
,r' —  I  :=  o,  de  sorte  que  pour  trouver  les  deux  autres  il  n'y  aura  (|u'ii 
diviser  d'abord  cette  équation  |)ar.r—  1,  ce  qui  donnera  celle-ci 

X-  —  X  -1-  I  =;  o, 

d'où  l'on  tire 

-  I  ±  V  -^ 

X  := 

2 

3i. 
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Ainsi  l'on  aiii;i 

y.  = ^ et     3  =  * 


2     . 


et  il  est  facile  de  se  convaincre  que  |S  est  en  effet  égal  à  «'%  comme  nons 
l';ivnns  déjà  trouvé  à  priori;  car  faisant  le  carré  de  y  on  a 

I  —  2  ^/—  3  —  3_  —1  —  ^  —  3 „ 


4  '         ^ 

En  général,  soit  l'écjuation  à  deux  termes 

or"  —  I  ^  o; 

on  remarquera  d'abord  que  si  n  est  un  nonihic  composé,  en  sorte  (|ue 
nz^pq.  la  résolution  de  cette  équation  se  réduira  toujours  à  celle  de 
deux  e(|uati(ms  ^cinlilahlo.  l'une  du  (legre/>el  l'autre  ilu  degré  y.  Car, 
faisant  x''  =y,  lui  auia  x"  =,v'',  et  par  conséquent 

yf-i  =  o. 

Supposons  donc  qu'on  ait  résolu  cette  équation  du  degré  p  et  que  y.  soit 
une  des  racines,  on  aura  ensuite 

x^  —  a  =  o, 

ou  bien,  faisant  x  =  /  ?  îz  , 

/'/  —  I  =  o  : 

et  cette  nouvelle  é(|uation  étant  résolue,  on  aura  la  valeur  de  /  el  |>ar 
conséquent  celle  de  x. 

De  là  on  voit  que  la  dilHculté  de  résoudre  l'équation  a^'  ^  i  —  o,  lors- 
que n  est  un  minibre  composé,  se  réduit  à  résoudre  autant  de  pareilles 
équations  que  n  a  de  t'actenrs  simples,  et  dont  les  degrés  soient  ces 
mêmes  facteurs  de  n. 

Ainsi  toute  la  tlitriculté  consiste  à  résouilre  l'eiiuation  a-" —  i  =o  lors- 
que n  est  un  nombre  premier. 

Considérons,  en  général,  le  cas  oii  «  est  impair,  eu  stute  que  l'eiiua- 
tion  à  résoudre  soit 


DES   KQLATIONS.  2'io 

|)iiis(|U('  l'iiiiil(''  est  tinijdurs  une  des  valeurs  tlo  .r,  ou  ponri-i  divisci-  |iai' 
a-  —  I  .  cl  le  (|uoticiil  sera 

x-f  -+-  x-f-'  -T-  x'P~^  -+  . .  .  -h  x"  -^  X  -h  \  =z  o. 

Or  cette  équation  qui  est  ilu  degré  2/?  peut  toujours  s'abaisser  au  degré /^ 
car,  en  la  divisant  par  .r''  et  inettani  enseiuMe  les  ternies  (|ni  sont  éi;ale- 
nienl  éloignés  de  celui  du  milieu.  (Ui  aura 

I  I  ,11 

Xf  -\ !-  XP-'  H l-..--<-x'-i --+-.r-! 1-1=:  O. 

XP  XP~'  x'  X 

Ou'on  fasse  x  H =  r  et  élevant  v  au  carré,  au  cube,  etc.,  on  trouvera 

X         -^ 

y-  =  x-'-{ :  +  2,      >•'  =  a:^  H ,  -h  3  [x  -i 1 5  •  •  •  ; 

•^  x'  •  x'  \  X 


iliMlc 


et,  en  aéneral 


x'  H =  )-'  —  a,     x'  H — -  =  )•=  —  3  )-, 

x-       •  ir' 


I  r  /•— 3)        ,       /•(/•  — 4)(r— 5) 

en  ne  continuant  la  série  que  tant  que  l'on  aura  des  puissances  positives 
de  r. 

Faisant  dune  ces  >ul)slitutions  dans  l'équation  ci-dessus,  on  aura  une 
transformée  en  y  où  toutes  les  puissances  de  y  seront  positives  et  où  la 
plus  haute  sera  v^,  de  sorte  que  l'équation  ne  sera  plus  que  du  degré/)'""". 

Donc,  si  l'on  peut  résoudre  cette  dernière  équation,  on  aura  p  valeurs 
de  y,  dont  chacune  donnera  ensuite  deux  valeurs  de  a-  par  la  résolution 
de  l'équation  quadratique 

X-  —  x)~  -H  I  =  o  ; 

moyennant  quoi  on  aura  zp  valeurs  de  a-,  auxquelles  joignant  la  pre- 
mière racine  x  =  i,  on  aura  toutes  les  racines  de  l'équation 

x-P^'  —1  =  0. 

Ainsi  l'un  pourra  avoir  par  l'extraction  de  la  seule  racine  carrée  les 
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l'acincs  des  ('•(|Mations 

x'  —  I  ;=  o,     .r '  —  I  =r  o     et     a'  —  I  :=  o ; 
|j;ir  ((iiiscciuciil  on  pduirii  rcsoiidi'c  de  iirmiic  loiilc  cquiilioii 

X"  —  I  =r  O, 

l(irs(|ii('  //  ne  ((iiiliciidr:!  d'iiiilrcs  t'aclcins  ,sim|dt's  (lue  2,  "ici  ">,  c'esl-ii- 
dirr  l()is(|uc  fi  ser;i  de  l;i  t'oi'iiic  2'.  S''.  5'.  En  ;idiiit'lt;iiil  la  rcsoliitioii  des 
f(|nali(Mis  du  IroisÙMiic  dci;r('.  on  poni'ia  rcsondic  cncoïc  riM|ualion 


X'  —  1  =  o, 


l'I  |)ai-  (•oiisé(]n('nt  lonic  ('(inalior 


o, 


loixiuf  ri  sera  de  la  lornic  2'. '^)'''. 'V'.  7". 

.Mais  on  ne  saniail  alli'i'  |ilns  loin,  puis(|ni',  le  noinluc  prcinit'r  (|ni 
snil  7  étant  1  i,  il  l'andrail  pouvoir  résoudre'  l'i-cjualion 

jc"  — 1  =  0, 

ce  (MU  dcMiandcrail  la  rcsidntion  d  une  ('(jualion  du  (■in(|uiéuic  degré. 

(lepeiidanl  on  (tenl  [(uijouis  exprimer  les  racines  de  loule  e(|natnui 
.r" —  I  =^ti.  (|uel  (juesoil  /i,  par  la  division  de  la  circonférence  du  cercle 
eu  n  parties,  couinie  on  le  verra  ci-api'ès. 

22.   La  nielliode  que  nous  asoiis  cniplovee  poui-  abaisser  lequalion 

x-i'  '•    x'P-'  +  .  .  .  -t-  .r  -f-  1  =  o 

an  dei;re  /)  peni  s'a|)|di(pn'r.  en  i;eneral.  ii  toute  équation  d'un  dci^rc  pair, 
et  oii  les  coeilicienls  des  leriues  é(|uidislants  de  c(dui  du  milieu  son!  les 
nu'nu's;  car  |U('naul  l'iMpialion 

x'P  -+-  ax'P-'  -V-  bx'v-'  -+-...-(-  bx'  +  ax  -^  1  =  0, 
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cl  hi  (li\is;inl  p;ii  .r'',  t'Ilc  |)()uriM  se  iiicdi'c  sons  lu  tofinc 

xP  -t \  ai  xP-'  H \  +  l>  \  xP-''  H )  +  .  .  .  =  o, 

xP  \  xP-' j  \  xP'-j 

(If  sorte  (lu'on  y  poiirr;i  f'nii'c  iisii^c  des  siil)sli(iilioiis 
.<■+-=>■,     x'+ \=y  —  7.,..., 

X  x^        '' 

;ni  moyen  (les(|iielles  la  (ransfomiée  en  r  ne  sera  (|iie  ilii  deiire  //''""'. 
Si  l'on  avait  l'écjnation  dn  degré  impair  2/j  +  i , 

x'p+'  -(-  ax'P  -f-  hx-'P^  '  -f- .  .  .  -4-  lixP^'  -H  hxP  H-  .  .  .  +  6x'  -t-  ax  +  i  =  o, 

on  la  disposerait  d'altord  ainsi 

x'P^'  -f-  I  -+-  ax  [X-P-'  -f-  i)  -I-  bx-  [xV-^  -f-  i)  +...-(_  lixP  (^-  -+-  I  )  =  o, 

où  l'on  voit  (|ne  (iiaqne  terme  est  divisible  par^  ^-  i ,  et,  la  division  l'aile, 

on  aiu'a 

x-P  -+-  x^P-'  -h  x^P~'-  -+-  x-P-^  -t-    .  .  +  I 

-I-  ax  [x^P-''  -h  x'P-"^  -I-  .  .  .  +  i) 

-\-bxHx-P-' '- x'P-^'-h  .  .  .  +  \)       /=o, 


+  hxP 

équation  qui,  étant  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  .r,  se  trou- 
vera dans  le  cas  de  l'équation  ei-dessus  et  pourra  |)ar  conséciuent  s'ahais- 
ser  par  la  même  méthode  au  degré/?. 

.M.  de  Moivre  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait  remarqué  cette  propriété 
des  équations  dont  nous  parlons,  et  il  a  donné  dans  ses  MisceUanea  ana- 
lylica  la  formule  générale  de  la  transformée  dont  le  degré  n'est  que  la 
moitié  de  celui  de  la  proposée.  Nous  donnerons  plus  bas  la  raison  à  priori 
pourquoi  ces  sortes  d'é()uations  sont  susceptibles  d'une  pareil  le  réduction. 

23.   Re[tren(ms  la  l'orniule  trouvée  dans  ie  n"  21 .  savoir 

jC  H =  )"  —  '•>■'-■■  T ^ )"-'  —  .  .  . , 
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l'I  rcmiir(|ii()ns  (|iH',  piir  les  llH'orèmes  connus  de  la  nuiltisrclion  ani;ii- 

lairt",  la  quantité 

»■  I  /•  —  3  i 

y  —  i-y'-'  +  — y-'  - . . . 

i-c|)rcscntc,  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  éiial  ii  i,  la  corde  du  cinii- 
plenient  ii  i  (So''  d'un  arc  /-"i'''' de  celui  don!  la  cinde  du  coni|ilenienl  se- 
rait v;  de  s(U'te(|u"en  runumant  ce  dernier  arc  20  on  aura 

y  :=  o  coso      el      )•'  —  ;•>■'■-=  H ^ t  "   —  .  .  .  ^^  acosro, 

....  2         ■ 

les  c(U(les  de>  coui|)lements  étant,  connue  on  sait,  eL;ales  aux  douilles 
des  cosinus  de  la  moitié  des  aniiles. 

Ainsi  faisant  a;  H =^2cos'i,  on  aura, en  iicneral,  a^'H =  2cos/r>: 

.V  '  '  X" 

par-  cousequent  les  deux  é(|nali<uis 

X-  —  2.r  C0S9  -+  I  ^  o, 
x'"'  —  2.r"  cos/joi  -t-  r  r=  o 

sul)sisteront  ii  la  fois,  (juid  (|ue  soit  le  nonihre  //,  en  sorte  (|ue  la  [iremière 
sera  nécessairement  un  diviseur  de  la  secoude;  c'est  le  fondement  du  fa- 
meux théoi'éme  de  M.  (^otes. 

Maintenant,  si  l'on  résout  ces  deux  é(|ii;ilions  it  la  manii're  des  é(|u;i- 
tions  quadrati(|ues,  on  aura  ces  deux-ci 

X  =  ros  9  ±  sin  9  y  —  1 , 
X"  =  oos  n 9  ±  sin  «  9  y  —  i , 

OLi  il  est  facile  de  proincr  (|ue  les  signes  andiigns  doi\enl  elre  le>  méuies 
dans  l'une  et  l'autre:  car  sii|q>osanl  9  trés-petil,  on  aura,  aux  intinimeni 
petits  du  second  lu'dre  prés, 

0OS9  =  i,      siii9r=9,     et  rie  même     coswo^i,      sinHo:=«9, 

de  sorte  (pie  les  deux  équations  deviendront 

X   =  I  ±  'J  \  —  I  , 
;i"  =  I  ±  /i  9  y  —  I  ; 
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or,  en  élevant  la  prcuiièro  à  la  j)uissan(f  n.  et  nétrligcant  le  carré  et  les 
puissances  plus  hautes  de  '^,  on  aurait 

valeur  (|ui  devant  être  la  inénie  ([ue  celle  ([ui  est  donnée  par  la  seconde 
équation,  on  en  conclura  l'identité  des  signes  ambigus  -+-  ou  —  dans 
les  deux  équations.  Faisant  donc  abstraction  de  l'ambiguïté  des  signes, 
il  est  clair  (|ue 

X  =  ces  9  +  sin  o  y  —  i 

sera  la  résolution  de  l'équation 

X"  —  cosn9  —  sin  «9  y  —  i  =  o. 

Donc,  si  l'on  suppose  smucp  =  o  et  cos/iîp  =  i ,  ce  qui  donne  n's,  =  SGo*^ 
ou  =  jaG"*,  ou,  en  général,  égal  à  m  -  '36o'',  m  étant  un  nombre  entier 
quelconque,  on  aura  l'équation 

X"  —  I  :=  o, 

dont  la  résolution  sera,  à  cause  de  s  =  —  x  SGo*^, 

'        n 

x  =  CCS  (  —  X  36o''J  +  sin  (  —  X  Sdo'^j  y  —  i. 

Cette  expression  est  générale  pour  chacune  des  racines  de  l'équation  pro- 
posée 07"  —  I  =  o,  et  on  les  aura  toutes  en  faisant  successivement  m  =  i , 
2,  3, jusqu'à  n  inclusivement;  il  serait  inutile  de  faire  to>  n,  puis- 
qu'il en  résulterait  de  nouveau  les  mêmes  valeurs  que  lors(|ue  ni<ln. 

24.  Nous  remarquerons  d'abord  sur  cette  solution  (|ue  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation  x" —  i  =o  doivent  être  difi'érentes  entre  elles,  puis- 
que dans  la  circonférence  il  n'y  a  pas  deux  arcs  différents  qui  aient  un 
même  sinus  et  un  même  cosinus  à  la  fois.  De  plus  il  est  facile  de  voir 
que  toutes  les  racines  seront  imaginaires,  à  l'exception  de  la  dernière 
(|ui  répond  à  m  =  «  et  qui  sera  toujours  égale  à  i ,  et  de  celle  qui  ré|)(iM- 

III.  32 
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(li';i  à  m  —  - 1  lorsque  n  sera  pair,  laquelle  sera  égale  à  —  i  ;  car  pour  cjue 
la  |)arlic  imaginaire  de  l'expression  de  x  disparaisse,  il  faut  que  l'on  ail 


sin  (  —  X  36o"' ]  =  o, 

ce  qui  n'arrive  que  lorsque  l'arc  est  égal  à  36o''  ou  à  i8o"^;  de  sorte  qu'on 
aura  ou  —  ^  i  ou  =  -■>  et  nar  consenuent  ou  m^=n  ou  m^  -\  dans 

\^'  premier  cas  la  partie  réelle  cos  (—  x  36o''j  deviendra  cos36o'*=  i  ;  e( 

dans  le  second  elle  deviendra  cos  iSr/  =  —  ; . 

.Maintenant,  si  l'on  fait 

36o<'         .    3fio<'    ,. — 

a  =  COS h  sin  v/—  i. 

n  II     ' 

on  aura  par  les  formules  ci-dessus 

a"'  =  cos  (  —  X  36o'M  +  sin  (—  X  36o''j  \,~i; 

de  sorte  que  les  différentes  racines  de  ^"  —  i  =:  o  seront  toutes  exprimées 
par  les  puissances  de  la  quantité  a;  et(|u'ainsi  ces  racines  seront  x,  cr, 

y' y:",  dont  la  dernière  x"  sera  toujours  égale  à  i ,  ce  qui  est  évident 

par  Téquation  même  a"  —  i  =  o,  laquelle  doit  donner  a"  — i  =  o,  et  dont 

celle  qui  sera  représentée  par  a.  lorsque  n  est  pair,  sera  égale  à  —  i, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut. 

Il  est  bon  d'observer  ici  que  si  n  est  un  nondire  [»reniier,  on  pourra 
toujours  représenter  toutes  les  racines  de  j-"  —  i  =  o  par  les  puissances 
successives  d'une  quelconque  de  ces  mèiiics  racines,  la  dernière  seule 
exceptée;  car  soit,  par  exemple,  n  =  '),  les  racines  seront  y.,  a-,  « '  ;  si 
l'on  prend  à  la  place  de  a  la  racine  suivante  c/.'-,  on  aura  les  trois  ra- 
cines a-,  a',  «";  mais,  à  cause  de  a'  -  i,  il  est  clair  que  y'  =  ex  el  (juc 
«"  =  «';  de  sorte  que  ces  racines  seront  a'-,  «,  a',  les  mêmes  qu'aupara- 
vant; de  même,  si  «  =  5,  les  racines  seront  «,  oc-,  o? ,  oc'',  ol''\  et  si  l'on 
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prend  la  raciiic  «'  îhi  lien  de  la  laciiic  a,  on  aura  celles-ci  !<^  «%  a%  i'.% 
x*°,  lesquelles,  à  cause  de  a^  =  i,  deviennent  a-,  a%  a,  cr.' ,  cC;  (pic si  l'on 
prend  à  la  place  de  a  la  racine  «•',  on  trouvera  de  même,  en  rabattant 
des  exposants  de  «  qui  surpassent  5  le  nombre  5  autant  de  l'ois  (]ue  l'on 
peut,  on  trouvera,  dis-je,  les  racines  «■',  a,  v:\  «%  u^;  enfin,  prenant 
pour  V  la  racine  «',  on  trouvera  celles-ci  a\  c/.'',  a-,  a,  a';  de  sorte  (pi'oii 
;uira  toujours  les  mêmes  racines,  mais  diins  un  ordre  dillérent. 

En  général,  soit  a'"  une  qu('l((ui(|uc  des  //  raeiiU's  a.  c/.-,  v.' , . . . ,  c/.", 
mêlant  plus  petit  que  n,  et  ri  élaul  un  uonilirc  premier;  ijrciiant  celte 
racine  à  la  place  de  a,  on  aura  celles-ci  a'",  c.-'",  a"",...,  a"'";  or,  si  l'on 
retranche  des  exposants  2m,  "im,  l\Tn,...,  lorsqu'ils  surpassent  «,  le  plus 
grand  multiple  de  n  (ju'ils  contiennent,  et  (pi'on  dénote  les  restes  par /j, 
q,  r on  aura  les  racines  a'",  a'',  v.'',  a',...,  a";  et  je  dis  que  les  nom- 
bres m, /j.  (j.  /•,....  n,  dont  aucun  n'est  |)lus  giMud  (|ue  /i,  seiitnt  uéces- 
sairemenl  tous  dilléreuts  entre  eux;  car  si  deux  (jnelconques  comme /> 
et  A- étaient  égaux,  comme  ces  nomlu-es  ne  sont  que  les  restes  des  nom- 
bres 2m,  l\m,  après  en  avoir  retranché  les  plus  grands  multiples  de  //.  il 
est  clair  qu'il  faudrait  que  la  différence  de  ces  derniers  2m,  [\m,  fût  divi- 
sible par  n;  ce  qui  ne  se  peut  tant  que  n  est  premier  et  m<in.  Donc, 
puisque  les  nombres/»,  p,  q,  r,...,  dont  le  nombre  est  n  —  i,  sont  tous 
didérents  entre  eux  et  tous  moindres  que  n,  il  est  clair  qu'ils  ne  peuvent 
être  autre  chose  (|ue  les  nombres  i,  2,  '^,...,  «  —  i;  par  conséquent  les 

racines  «'",  af,  a'',  a' c/."  seront  les  mêmes  (jue  les  racines  «,  a'-', 

«' ,  a".  Il  est  facile  de  voir  (pie  la  démonstration  précédente  n'en  sub- 
sistera pas  moins  lorsque  n  ne  f^era  pas  premier,  pourvu  que  l'on 
prenne  m  premier  à  n\  mais  si  m  n'est  pas  premier  à  n,  et  que  leur  [ilus 
grande  mesure  soit  /,  on  verra  aisément  que  tous  les  nombres  m,  p,  q, 

r seront  mesurés  par  /;  de  sorte  que  ces  nombres  ne  pourront  être 

que  des  multiples  de  /  moindres  (jue  n. 

De  là  il  est  aisé  de  conclure,  en  général,  que  l'on  peut  représenter 
toutes  les  racines  x.  c/.'^,  c/.^ ,...,  a"  de  l'équation  .r"  —1=0  par  les  puis- 
sances i'*",  2'',  3'=,...,  n'""^  d'une  (juelconque  de  ces  racines  comme  c.'", 
pourvu  ([ue  m  soit  premier  à  n;  mais  que  si  m  n'est  pas  premier  à  n.  en 

32. 
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sorte  que  leur  plus  grande  mesure  soit  /,  on  n'aura  de  cette  manière  que 
les  seules  racines  «',  «-'.  a", ....  a",  donc  chacune  se  trouvera  répétée 

autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  j\  et  il  est  facile  de  voir  par  les 
formules  ci-dessus  que  ces  dernières  racines  seront  aussi  celles  de  l'équa- 
tion r'"—  1  ^  o,  en  supposant  If^  n. 

Or,  comme  les  racines  de  l'équation  j;"—  i  =o  sont  représentées  par 

a,  a%  a%  .  .  .  ,  a", 

et  que  «"  ^  i ,  il  est  clair  (|u'on  pourra  les  représenter  aussi,  si  l'on  veut, 

par 

I       I        I  I 

_,    — ,    —,...,    — , 

X        X-        x'  x" 


' 


puisqu  on  aura  -  =  y" 

'  X  X- 

De  plus,  à  cause  que  l'équation  a^'  —  i  =  o  mancjue  du  second  terme, 
il  est  clair  qu'on  aura  toujours,  en  général, 

a  H-  a-  +  a'  -(-  .  .  .  H-  a"  :=  o , 

et  de  même 

III  I   

a        x'        a?  x" 

Va  lorsque  n  est  un  nombre  composé  comme  //,  on  aura  en  particulier 

a'  -H  a-'  +«"+...  -I-  X"  =  o, 
III  I 


et  de  même 


a-'        a-         ac'j  x 


a^  H-  a-/  +  x'f  +.  ..  +-  x"  =  o, 
I  I  I  I    

x'       x-f        x?l  x" 


c'est-a-dire  que  les  sommes  des  puissances  tant  |)osilives  (juc  négatives 
de  a  dont  les  exposants  sont  divisibles  par  /  ou  par  /seront  égales  ii  zéro: 
par  ((tnséquent  aussi  la  somme  des  puissances  dont  les  exposants  ne 
seront  point  divisibles  par/  sei'a  nulle,  comme  aussi  la  somme  de  celles 
dont  les  exposants  ne  seront  point  divisibles  par  /.  Ces  dillerenles  re- 
marques pourront  nous  être  utiles  dans  la  suite. 
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25.   Maiiilfiiaiit  voici  les  valeurs  de  a  pour  les  ('(lualiou.s  x"  —  i  =o 
depuis  n  =  i  jusqu'à  n  =  6  : 


a  =—  I, 


M=^  3 


-  1  +  V^-  3 


v/-3 


«  =  4 


a  =  y/— I, 

a^=  — y  — 7, 
'    <x'=i; 


i/5  —  I        v'  lo  +  2 1/5    

a  =  ^^+ 4-^v'-'. 


V 5  -+- 1        V  lo  —  2  V  5     


,1  =  5 


v5  +  I        V  lo  —  2  V 5     


y  5  —  I  V  •  O  H-  2  ^5       


_  •  +  V'-3. 


1  +  y/  —  3 


H  ^  6 


a'=  —  I, 


I  —  V —  3 


I  —  v' —  3 
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Si  l'on  voulait  avoir  la  valeur  de  x  pour  l'équation 

x'  —  I  ^  o, 

il  l'auilrait,  connue  on  l'a  ilit  [tlus  haut,  résoudre  une  équation  du  troi- 
sième degfé.  En  effet,  en  taisant  /?  =  3  dans  les  formules  du  n"21,  on 
tninvera  cette  transformée  en  y 


qui.  étant  du  troisième  degré,  aura  toujours  une  racine  réelle;  et  celle 
i-acine  étant  suli>lituee  dans  l'équation 

X-  —  xj-  -T- 1  =  o, 

on  en  tirera  x,  ou 

2 

Quant  aux  équations 

X'  —  1  :=  O,       X'  —  I  =:  O       et       x'"  —  I  ^  o, 

on  en  pourra  aussi  exprimer  la  racine  a  par  de  sim|)les  radicaux  carrés: 
mais  l'équation 

x"  —  1  =  o 

exigerait  la  resolution  de  l'équation  du  cinquième  degré 

laijiudle  étant  supposée,  on  aura  pour  y.  la  même  expression  en  v  (|ue 
ci-dessus. 


SECTION   SECONDE. 

DE  LA  RÉSOLCTION  DES  ÉQUATIONS  DC  yCATRlEME  DEGRE 

26.  On  sait  (|ue  Louis  Ferrari ,  contemporain  et  même  disciple  de 
Cardan,  est  le  premier  qui  ait  trouvé  une  règle  générale  pour  la  resolu- 
tion des  équations  du  quatrième  degré.  Sa  méthode  consiste  à  partagei- 
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l'équalion  proposée  en  deux  ineiiihres.  el  à  ajouter  à  l'un  et  à  l'autre  une 
même  (|iiantilc  (elle,  qu'on  puisse  extraire  séparément  la  racine  ciiiTéc 
des  deux  nieiiilires  de  ré(|uation,  en  sorte  qu'elle  soil  par  iii  abaissée  au 
second  degré.  Celte  méthode,  qu'iui  peut  regarder  comme  la  plus  ingé- 
nieuse de  toutes  celles  qui  ont  été  inventées  depuis  pour  le  même  i>lijel. 
a  été  adoptée  par  tous  les  Analystes  <|ui  ont  précédé  Descartes;  mais  cet 
illustre  Géomètre  a  cru  devoir  lui  en  substituer  une  autre  moins  siiii|ilc 
à  la  vérité  et  moins  directe,  mais  à  (juelques  égards  plus  conforme  à  la 
nature  des  équations  :  c'est  celle  que  la  plii|iart  des  Auteurs  suivent  au- 
jourd'hui. Nous  commencerons  donc  par  examiner  ces  deux  méthodes 
l'une  après  l'autre;  ensuite  nous  viendrons  aux  méthodes  connues  pour 
la  résolution  de  ces  sortes  d'équations,  parmi  lesquelles  on  doit  surtout 
distinguer  celles  de  M.  Tschirnaus  et  de  MM.  Euler  et  Bezout. 

Je  suppose  d'abord  avec  Ferrari  que  l'équation  ilii  quatrième  degré 
(|n'il  s'agit  de  résoudre  soit  privée  de  son  second  terme,  ce  qu'on  sait 
d'ailleurs  être  toujours  possible,  en  sorte  que  cette  équation  soit  repré- 
sentée ainsi 

X*  -T-  nx-  -h  px  -h  q  =z  o. 

Qu'on  fasse  passer  dans  le  second  membre  tous  les  ternies  excepté  le 
premier,  et  qu'ensuite  on  ajoute  à  l'un  et  l'autre  membre  la  quantité 
2yx^  -h y-,  y  étant  une  indéterminée,  on  aura 

x'  -+-  2yx- -h  y-  =  \ 2 >■  —  h) X-  —  px  -r- y-  —  q, 

équation  où  le  premier  membre  est  évidemment  le  carre  de  x-  -\-y,  de 
sorte  qu'il  ne  s'agira  plus  que  de  rendre  aussi  carré  le  second;  or  pour 
cela  il  faut,  comme  on  sait,  que  le  carré  de  la  moitié  du  coefficient  du 
second  terme  —px  soit  égal  au  produit  des  coefficients  des  deux  autres, 
ce  qui  donne  cette  condition 

r_  =  (.2y  —  n]{y'—q), 
laquelle  prnduil  l'équation  cubique 
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Supposant  donc  la  résolution  de  cette  équation  en  sorte  qu'on  connaisse 
une  valeur  dey,  le  second  membre  de  la  proposée  deviendia 


2r  —  «)  h^  — : — - — ^    1 


(loiH  .  Iiranl  la  racine  carrée  des  deux  membres,  (Ui  aura 


X'  -+-  y  =:  \  X — Jt.}-  —  n, 

L        2  1 2  r  —  M  )  J 


equaliuu  où  l'inconnue  a;  ne  monte  ({u'au  second  degré,  et  qui  n'a  par 
conséquent  plus  de  difficulté.  Faisons,  pour  plus  de  simplicité, 

z  =  y/aj  — /;, 
on  aura 


P 

2Z 


d'où  r<ui  tire  sur-le-champ 


^-^ 


^-Ir 


ou  bien,  en  remettant  la  valeur  de  z, 

li  +  y/ 


2 


y  2)-  —  "  -^  \/  —  2.r  —  n  — 


p 


v2r—  « 
X  =  — ^ J 


et  cette  expression  donnera  à  la  fois  les  quatre  racines  de  la  proposée  en 
prenant  successivement  les  deux  radicaux  carrés  en  plus  et  en  moins. 

27.  Nous  remarquerons  d'abord  que  cette  méthode  ne  demande  pas 

absolument  l'évanouissement  du  second  terme  dans  l'équation  proposée, 

et  qu'elle  peut  tout  aussi  bien  s'apprupier  aux  équations  complètes  telles 

que 

X*  -f-  inx^  -i-  nx-  -+-  px  -h-  g  :=  o, 

en  supposant  (jue  le  premier  membre  ne  soit  pas  simplement  le  carré 
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(le  x^-ItY,  mais  celui  de  x''  h \-y;  en  effet,  en  faisant  passer  (•(•iiinn' 

ei-devant  les  trois  (Icriiicrs  termes  dans  le  second  membre  et  ajoul;iiil  de 
part  el  d'antre  la  (piantité 

I  a r  -h  -y-j  x'-i-  mrx  -+-  y", 
on  Mina  rc(]uarKiii 

/    .       "tx         \-       I  m-         \     , 

\x- H 1-  r)   ^  [iy  -\ — -y n\  x^  +   "'.)'—  p  ^  +.)"  —  <1- 

On  fera  donc.  |)()in-  n  iidic  aussi  le  second  membre  carre. 

d'où  l'on  (ire  l'équation  cubi(|uc 

n     ,       mu  —  A.q  (  i «  —  m- )  a  —  o- 

La  valeur  de  jetant  déterminée  parcelle  équation,  que  nous  appellerons 
dorénavant  la  réduite,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité. 


m' 

T 

un  aura 


=  v/ar-t-  —  —  «. 


et,  tirant  la  racine  carrée  des  deu^  membres. 


mx  my  —  p 

X-  H i-  y  ^  zx  -\ ^ -, 


ou  l)ien 

my~p 


x'-^  (^-zjx  +  r- 
d'oii  enfin 


2Z 


I  r  ni  j  mr  2  (  OT>-  —  B  !  1 

m.  33 
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et.  remotlaii[  hi  valeur  de  ;-, 


I  /        '»      .  I  m- 


/  m- 


ex|)ressioii  qui  ilunnera  paieillement  le.>  tjuatiu  racines  de  la  proposée, 
en  pienant  successivement  chacun  des  deux  radicaux  carrés  qui  y  entrent 
eu  plus  <'l  en  moins. 

28.  Puisque  la  réduite  en  y  est  du  troisième  degré,  elle  aura  nécessai- 
rement trois  racines,  dont  chacune  pourra  être  également  substituée  dans 
l'expression  de  x,  de  sorte  qu'à  cause  de  l'ambiguïté  des  deux  signes  ra- 
dicaux que  cette  expression  contient,  il  en  résultera  douze  valeurs  de  x\ 
d'iiii  il  csl  aisé  de  conclure  (jue  la  résolution  précédente  est  essentielie- 
nieut  cflic  (rune  e(juation  du  iluuzième  degré. 

Piiiir  liouver  cette  équation,  il  faudra  éliminer  v  de  l'expression  de  ^ 
et  eu  faire  disparaître  ensuite  tous  les  radicaux,  nu  hii'ii  on  pmirra  re- 
nidutei-  d'abord  à  l'équation  rationnelle 


(-+?-.-•)"==■(- ^^^)' 


et  il  n"v  aura  plus  qu'à  en  éliminer  x  après  y  avoir  substitué  pour  :;-  sa 
valeui' 

m- 

■ly  ~ H. 

4 

Supposnns  pour  plus  de  généralité  (|ue  la  valeur  de  ;-,  au  lieu  d'être 

1  m- 

siuiiilrmeiit  ix  - — ; n,  soil 

'  ■'  4  - 


h  i^r  H-   ^^  _  „)  ; 


il  est  évident  que  le  coefficient  ^-  ne  peut  aucunement  changer  le  degré 
au(|Mel  doit  monter  l'équation  en  .r  apri's  reliminatitui  de  t:  on  aura  de 
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celte  manière  riMiiKitinn 


l^x'+^+  •'■) '  =  ''  (^•^" ^J~  ") 


m-         \     ..                     ,                   [my  —  pf 
+  „    ^;. ^   nir-^p)x^  ^y— 


ou  liicii.  a  caiisc  de 


(  mr  —  p)' 
en  \riUi  (le  rcciiiatidii  en  v. 


=  Ur  -f-  ^  —  nj  {yi—q). 


T"  —  Q 

x^  +   inv  —  p  X  -\-  - — -. — 2-! 


c'est-à-dire 


X*  -+-  mx^  +    hn  -+-  II  —  k)  1  iy 
Soit,  pour  abréger, 


m- 

T 


q  -+-    h  —  Il  )•' 
a-  -I-  px  -f  3 — r '■ —  =  o- 


ar'  -t-  mx^  -+-  iix-  -+-  px  -^  q  =:  \, 
et,  faisant  i  —  i  =  h,  ré(|uation  précédente  deviendra  celle-ci 

X-r/j     (n p 2_)-  j  X-  -+-  • — j—i     =  o, 

d'oii  il  ne  s'aijira  plus  que  d'éliminer  1'  pai-  le  moyen  de  l'équation 


8 


Nommons  y',  y",  y'"  les  trois  ri*eines  de  cette  dernière  équation,  et 
l'équation  en  x  résultant  de  l'élimination  de  l'inconnue  /  pourra  être 
représentée  (iS    par  le  produit  des  trois  quantités 


x  +  ^ 

X-f-/i 


4 

/H- 

T 


2/"jx=- 


33. 


260  SUI{    LA    KKSULUTION    ALGEBKIQUE 

ce  |)i'(i(lnil  ('tant  égali'  à  zéro.  Faisons,  pour  altréi^er. 


A  =  X  -  /* 


B  =  —  2  lix^, 


»-t)-I} 


t'I,  supposant 


a  — r-+-.r +/", 

P  =  ,>•>■" -f- r> '"+■>■  "/"' 

y=.r'"+r"''-^.y""' 

à=,r'r"y"\ 

on  Ironvcia,  poui'  le  produit  dont  il  s'agit, 

\'+A'Ha  +  AMJy+AB-^|3+ABC(a(5-3â)+A(_;-e  i-B-'d-i   B-Cao  t  B(?jio-+-(?d-'. 

Mais  Taisant  encore,  pour  abréger, 

n  mp  -  4  (/  /v'  -  (4»-  w';(/ 

a  —  —5      0  —  7 1      c  = 75 ) 

24  o 

en  sorte  que  l'équation  en  >-  soit  représentée  par 

y'  —  ny-  -h  by  —  c  =  o, 

on  aura,  couinie  on  sait,  par  la  nature  des  é(|ualious, 

(X  =^  a,     p  =^  b,     0  ^  c, 

l'I  de  là 

y  =  a'  —  26,     £  —  II'  -  2rtc. 

i)on(  r('(|uali(Ui  che  reliée,  résultant  de  ['('di  mina  lion  de  v  dans  ro  deux-ci 

A  +  B,K +  <;»■'-  o, 

sera 

A'  -f  «A'B  -t-  (a'^—  26)  AM;  +  h  \H^  +    al>  —  :Hc,i  AB(. 

+  [b'—j.ac)  AC'+  cB'  +  acW-C.  +  licWi.' +  c-O  ^  o. 
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Si  l'on  rciiifl  iniiinli'iiiiiit  dans  cctlc  ('(iiiarKiii  les  valeurs  de  A,  H.  C  l'i 
{\r(i,h,c,  un  aura  une  cquatuin  en  a  (lui  MKJUtcra  an  ddu/.ii'nif  dciiCf. 
puisque  A  contient  toutes  les  piiissanees  de .7-  jusqu'à  la  quali  lenie  iiu  lu- 
sivemcnt,  (|in'  H  conlienl  simplement  ,t-,  el  (|ue  les  autres  (juanliles  ne 
renfermeul  point  .r. 

Ainsi  la  résolulion  de  eetle  équation  du  douzii-me  degré  seia  cDinnie 
oi-ilessus 

I  /      '  m   ,       /'  m'       ,  iinr  —  p\ 

en  su|)posant 

/  Tn'         7 

z  =  ±  1  /  a.r  -i-  7 «/'  ; 

li  il  n'y  aura  point  ici  de  racines  superflues,  puis(|ne  les  trois  valeurs  de  v, 
com])inées  avec  les  signes  ambigus  des  deux  radicaux,  donneront  préci- 
sément les  douze  racines  de  l'équation  dont  il  s'agit. 

Faisons  à  présent  k=  i  pour  avoir  le  cas  du  n"  27;  donc  h  =  o,  et  |iar 
conséquent 

A  =;  \  =  .r'  +  mx^  '■-  nx-  -f-  px  -•-  q,     B  =^  o,     C  ^  o  ; 

ainsi  ré(]ualion  dont  il  s'agit  se  réduira  à  A'  — o,  c'est-à-dire  à  c(dle-ci 

.r'  -h  /?(*•'  -^-  nx  -i-  px  -•-  q  i  '  =  o, 

(|ui  n'est  autn'  chose,  comme  on  voit,  que  l'équation  proposée  élevée  au 
cube,  de  sorte  qu'(dle  doit  avoii'  les  mêmes  l'acines  (|ue  cette  dernii're. 
mais  chacune  triple. 

On  voit  par  là  bien  clairement  la  raison  pourquoi  rex[iression  lrou\ee 
|)our  la  racine  d'une  éi|uation  du  (juatrième  degré  reiilérme  réellement 
douze  racines,  qui  se  réduisent  cependant  ;i  (|uatie.  puis([ue  chacune 
d'elles  en  a  deux  autres  qui  lui  sont  égales.  De  plus  la  démonstrati(ui 
précédente  fait  voir  que  les  racines  égales  ne  viennent  (|ue  de  l'élimi- 
nation de  j,  et  nullement  de  l'ambiguïté  des  radicaux,  puisque  c'est  l'é- 
limination de  y  qui  tait  monter  dans  l'équation  résultante  la  ([uaiitité  X 
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iui  ciil)!.';  d'où  l'un  pt'ut  louclure  d'iibonl  que,  quoique  valeur  de  y  que 
l'on  emploie  dans  l'expressiGn  i\e  x,  on  aura  toujours  les  mêmes  quatre 
racines. 

29.  Mais,  pour  éclaircir  encore  davantage  celle  matière,  un  remarcjuei'a 
que.  dès  (|ue  la  réduite  en  y  a  lieu,  ce  qui  peut  arriver  de  trois  manières 
diflVreiiles  ii  cause  (|u'elle  a  truis  racines,  un  peut  donner  ii  la  proposée 
la  t'urnie 


mn 

2 


ni)-  —  p  \- 


^')  =■'■ 


conime  on  l'a  fait  au  n"  27;  par  où  l'on  voit  qu'elle  n'est  autre  chose  (|ue 
le  produit  de  ces  deux-ci 

mx  I  iny  —  u\ 

x'  H y-  r  -4-  z  [x  -\ ■■ f-    =  o, 

2        •  \  -iz-      ' 


m 

y  —  z  \x 


22-        / 


c  esl-a-dire 


,  "'  \  ni)'  —  n 

x'-^  [ h  2    .r  -f-  r  H ■■ 1- 


my  —  Il 

2  I   X  -I-  ;)• '-  —  o, 


de  s(ule  (jue  leur  résolution  donnera  toujours  les  mêmes  quatre  racine> 
de  la  proposée,  quelle  que  soit  la  racine  (ju'on  substituera  à  y. 

.\ommons  maintenant  «,  />,  c,  d  les  (]ualre  racines  de  la  proposée:  et 
il  faudra  que  deux  de  ces  racines  soient  l'enfermées  dans  l'une  des  deux 
é(iuations  précédentes,  et  ([ne  les  deux  autres  le  soient  dans  l'autre:  de 
soi'te  qu"(Ui  aura,  par  la  natui'c  des  équations, 

m  .  my  —  p 

2  .  2  2 


2 

d'où  l'on  lire 


»!  ,  mr  —  p 

— ^  -,    cd—r —  — '-, 


c  -\-  d  —  a  —  h  ah  ^  cd 
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(À'Ili'  valeur  dv y  nous  fait  vtiir  d'aljoid  |)(iui'(|iiiii  la  irdiiite  »mi  y  t-sl  du 

troisième  dej^ré.  En  cU'et  il  est  visil)le  (jue  la  (juanlilé/ doit  avoir  aillant 

(le  valeurs  did'érentes  (|u'on  en  pourra  former  par  toutes  les  permutations 

•111            •               /           /11'               .        ab  ->r  c(l 
possibles  des  racines  a,  h,  c,  a  dans  I  expression  ;  on  ne  peut 

avoir  de  cette  manière  (jne  les  trois  (piantités  suivantes 

ab  +  cd       ac  -\-  bd       ad  -t-  cb 

,     ,     , 

■2  2  2 

de  sorte  que  l'équation  dont  j  sera  la  racine,  devra  donner  ciiaeune  de 
ces  trois  quantités  et.  |)ar  conséquent,  devra  être  du  troisii'ine  dcirré. 

30.  On  peut  donc  déduire  de  cette  remarque  une  luanii're  directe  de 
parvenir  à  la  réduite  du  (juatrième  degré,  et  par  son  moyen  ii  la  résolution 
générale  de  ce  degré.  Car,  puisque  la  combinaison  ah -\- cd  des  (|uatre 
racines  a,  h,  c,  d  est  telle  qu'elle  n'admet  ([ue  trois  variations,  savoir 

ab  H-  cd,     ac  -+-  bd,     ad  -h  cb, 

il  s'ensuit  d'abord  que  si  l'on  fait 

ab  H-  cd  =  u , 

on  aura  une  é(]uation  en  ;/  du  troisième  degré,  dont  les  racines  seront 
ab  +  cd,     ac  -+-  bd,     ad  -\-  bc, 

qui  sera  par  conséquent  de  cette  forme 

M^  —  Au-  -+-  Bu  —  C  =:  O, 

où  l'on  aura,  par  la  nature  des  équations, 

A  =  ab  H-  cd  +  ac  -h  bd  J-  ad  -h  cb, 

B  ;=  { a6  +  cdi  (ac  -¥-  bd)  -h  (ab  -i-  cd  j  { ad  -+-  cb )  -h    ac  -h  bd)  [ad  -+-  cb  '., 
C  =  [ab  -f-  cd)  {ac  +  bd  !\ad  -+-  cb), 

e'est-à-dire 

A 1=  ab  4  ac  -h  ad  +  bc  -+-  bd  -h  cd, 

B  =:a''[bc-hbd-hcd)  ->rb''[ac+ad-[-cd  j  +  c''(ab-\-ad  +  bd)  -\- d'(ab-i-ac-h-hc), 

G  =  abcd  (a-  +  6-  +  c-  -H  </=)  +  a'b'c'  -+-  a'h-d'  +  a'c'd'  -+-  b-c-d-. 
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Or  il  esl  l'ucilc  de  voir  (|lu'  cfs  valeurs  de  A,  B,  (".  doivent  être  données 
|);if  les  eoellicicnts  m,  n,  p,  q  de  la  proposée,  et  cela  sans  aucune  extrac- 
lion  de  racines,  puisqu'elles  demeurent  les  mêmes,  quelque  permutation 
(|u'on  fasse  entre  les  racines  o.  h,  c,  d  de  cette  équation;  d'où  il  suit  que 
chacune  d'elles  ne  peut  avoir  (|u' une  seule  et  même  valeur.  En  effet,  a\anl 

—  m  ^  a  +  Il  -h  c  -\-  d, 

n  =  (d>  ^  ne  -+-  ad  -r-  hc  -+-  hd  -+-  cdy 

—  /»  =  (d)c  -^-  abd  -t-  acd  -^  hcd, 

q  :=  a  h  Cl/, 
on  aura  d'aliord 

A  =  n; 

ensuite,  pour  trouver  B,  on  (d)servera  que 

«    bc  —  bd  ~  cd    =  —  y^  —  bcd, 

el  (II-  Hiénie 

b  :ac  -h  ad  -i-  cd  =:  —  p  —  acd, 

et  ainsi  des  autres,  de  sorte  (|u'(in  aura 

B  =  I  a  -T-  6  -I-  c  -!-  (/,i  (  —  p    —  4  abcd, 

c"est-ii-dire 

B  ^=  mp  —  4  î  • 

lintin,  poui'  avoir  C,  on  remanjuera  que 

a-  -+-  b'  -+-  t'  +  (/'  =:  m-  —  ■>  ti  ; 

en  sorte  (pie  la  partie  ahcdia'- ^  b'^  +  c'^  +  d^ ^  deviendra  m-~2n  q: 
et.  pour  avoir  l'autre  partie,  on  téra  le  carré  dep  et  l'on  en  déduira 

a-b'&  H-  a'b'd  +  a-cHl-  -i-  b-c-d-  --  p- ~  labcdiab  +  uc  ^  bc  -h  ad  -i-  bd  ~  r<l 

=  p-—  -înq, 

de  sorte  (jue  l'on  aura 

C  =  (  rtj-  —  4  «  '  ?  -<-  y'  • 

.Moyennant  (juoi  notre  réduite  sera 

u^—  nu-  -+-  { mp  —  \q    u—    m- —  \ii   q  —  p-  ^^  o, 

(|ui  est  la  niènie  (|ue  celle  eu  v  du  n"  27,  en  snp|iosant  ;/  =  av. 
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31 .  Voyons  iiiaiiitciiant  comment,  en  connaissant  une  des  valenrs  de  a, 
on  ponri'a  tnmver  les  (|na(ie  racines  a.  h.  c,  d.  Pnisqne 

ii:^  ah  -+~  c(l     et     ahcd  =-  q, 

il  est  clair  (|ne  les  denx  quanlités  ah  et  cd  seront  les  racines  de  celte 
équation  du  second  dci^ié 

f  —  ut  +  q=:zo, 

de  sorte  qu'en  nonnnant  /'et  /"ces  deux  racines  on  connaîtra  les  deux 
produits 

ab  =:  /'     el     cd  --  /"; 
de  plus  on  a 

~  p  =^  ab[C  -i-  d)  +  cd(a  -v-  b  ]^=  t'{c  -f-  d]  +  t"\a  ^-  b], 

et  comme 

(i  -h  b  -^  c  -i~  d  ^  —  m, 

on  aura 

,         I)  ~   ml'  ,       »  —  ml' 

donc,  puisque 

ab  =  t'     el     cd ^^  t" , 

il  est  clair  que  a  et  h  seront  les  racines  de  cette  équation  du  secoinl  dci^ré 

u  —  ml' 

•«•    —    ^ TT-  ■*'  H-   /    =  O, 

/'-    /" 

et  que  c  et  d  seront  celles  de  l'équation 

ij  —  m  t  " 

x'  —  '—^ —  .r  -f-  /"=  o. 

/"—  /' 

On  voit  par  là  qu'il  sullit  de  connaître  une  des  racines  de  la  réduite  en  u 
pour  avoir  les  quatre  racines  a,  h.  c,  d  de  la  proposée,  et  que  chacune 
des  racines  de  cette  réduite  donnera  toujours  les  mêmes  quatre  l'acines 
a.  h,  c,  d\  car  si,  au  lieu  de  prendre  u  =  cib-\-cd,  on  eût  pris  ii  =  ac-^  bd 
ou  u^=^  ad  ^  bc,  il  n'y  eut  eu  d'autre  changement  dans  nos  formules 
sinon  que  h  eût  été  changé  en  c  ou  en  d,  et  l'ice  versa. 

111.  34 


2f)6  SUR    LA    RÉSOLUTION   ALGÉBRIQUE 

32.  On  pourrait  résoudre  encore  l'équation  du  (|uatrième  degré  d'un»- 
nianii'ri'  plus  simple  à  l'aide  de  la  réduite  dont  la  racine  serait  129  i 

c  -h  d  —  a  —  b  ,  .  ,  , 

z  := OU  bien     sz^c-^d— a  —  b, 


en  la 


isant,  pour  plus  de  simplicité,  *=  2z.  Pour  savoir  d'ahord  de  (pud 
legré  cl  de  (pielle  Corme  doit  être  cette  é(piati(in,  il  n'y  a  qu'à  faire  dans 
la  (pnuilité  c^d—a  —  h  toutes  les  pernnilalions  possibles  entri'  les 
lellres<^/,  />,  f,  â.  et  il  en  résultera  les  six  suivantes 

a  -^  b  —  c  —  (/, 

'  a  -^  c  —  h  —  (/, 

a  -h  d  —  c  —  h , 
c  -1-  d  —  (/  —  h , 
h  -^  d  —  a  —  c, 
h  -^  c  —  (I  —  d, 

qui  seront  donc  les  racines  de  la  réduite  en  s,  de  sorte  que  cette  réduite 
sera  nécessairement  du  sixième  degré;  mais,  comme  les  six  quantités 
précédentes  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  il  s'ensuit 
(pie  la  réduite  ne  pourra  contenii'  (|ue  des  puissances  paires  de  l'incon- 
Miu'  s,  en  sorte  (ju'elle  sera  résoluble  à  la  manière  des  équations  du  tioi- 
sii'uie  degré. 

Donc,  si  l'on  l'ait. v-  =  /,  on  aui'a  une  réduite  en  /  du  troisième  deiïré 
et  dont  les  trois  racines  ser(Uit 

a  +  b  —  c  —  d  i%     ;  «  -^  f  —  b  —  d)-,     [a  -h  d  —  b  ~  c  )-. 

Ainsi  l'on  pourra  tronver  cette  équation  en  (dier(  liant  la  valeur  de  ses 
co(dlicieiils,  coiiiiiie  nous  l'avons  f'ail  plus  liaul  ;i  l'égard  de  la  l'i'duile 
en  II  '30);  mais,  sans  entreprendre  un  nouveau  calcul  pour  cet  objet,  il 
sullira  de  ieiiiar(juer  que  le  carré  de  a -i-  h  — c  —  c? est 

a-  -i-  b-  -+-  f-  -+-  d-  ■+-  y.ab  -^  o.cd  —  lac  —  2ad  —  f.bc  —  ibd; 


mais  on  ;i 


ilnllc,   |)lliS(|U(' 


on  aura 


<•  esl-ii-diic 
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ab  -I   ac  +  ad  -h  bc  -^  bd  -\-  cd  :=  n, 
a=  H~  h-  4-  c'  -♦-  </^  =  »î'  —  2«  ; 

(  a  -t-  h  —  c  ~  dV  =  s^=  t. 


"267 


t  z=  m'  —  4  '*  "*"  4  "  ' 
de  sorte  que,  pour  avoir  la  réduite  cherchée  in  /.  il  n'y  aura  qu'à  suhsti- 

tuer,  dans  celle  en  ii  du  n"  30, "\^  ^"  à  la  place  de  u;  el  l'on  aura 

celle-ci 


f—  3m^—Sn)t--h(3nt'—  i6m' n-¥- i6n'-h  i6mp-~G^(j  t—  [m'—  !\  mn  -^  tipY'  =^  o. 

Maintenant,  si  l'on  suppose  que  /',  /"  el  /"soient  les  trois  racines  de  cette 
é(|uation.  on  aura  (hypothèse] 

(a-^-  b  -  c  -  d'^-t',     {a -h  c  —  h  -  dy=  t",     [a  +  d -  b  —  cYz=:  t'"; 
d'oîi,  en  tirant  la  racine  carrée,  on  aura 

a-hb  —  c  —  d=  \/t',     a  +  c  —  b  ^  d  =^  ^.  t" ,     n  -t-  d  —  b  —  c  =  y'/'"; 
combinant  ces  trois  équations  avec  l'équation 

a  -1^  b  -h  c  -{-  d  =:  —  m, 

on  en  tirera  les  valeurs  de  chacune  des  quatre  racines  a,  b,  c,  d\  on  auia 
donc 

a  — 7 1 

4 

,  _  —  m-\-  \Jt'  -—  y7"  —  \jt"' 


4 


—  WJ  —  y /'  +  v'/"—  y/" 

4 

—  m  —  y  F  —  y/F  +  y/7" 


34. 
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De  cette  manière  on  aura  donc  les  ([uatre  racines  de  la  proposée,  sans 
être  obligé  de  résoudre  aucune  autre  équation  que  la  réduite  en  t.  Mais 
il  se  présente  i(  i  une  difficulté,  c'est  que,  comme  chaque  radical  \jt' ,  \t", 
\t  peut  être  pris  également  en  plus  et  en  moins,  les  expressions  précé- 
dentes renfermeront  encore  ces  quatre  quantités-ci 


— 

m 

+ 

\t' 

'   T- 

vv" 

'  — 

V7'« 

4 

— 

m  -+- 

V? 

— 

v'r 

-+- 

^r 

4 

— 

m 

— 

v'F 

-r- 

v/"'' 

-+- 

V?' 

4 

— 

m 

— 

v'F 

— 

v^ 

— 

vr 

qui  ne  sont  pas  les  valeurs  des  racines  a,  h,  c,  cl,  mais  celles  di-  leurs 
compléments  à  la  somme 

a  ^-  b  -i-  c  ^  i/  =  —  m. 

Pour  résoudre  cette  dilliculté,  je  remarque  qu'il  n'est  pas  nécessaire 
de  savoir  précisément  (|uel  signe  on  doit  donner  a  la  valeur  de  chacun 
des  radicaux  dont  il  s'agit,  mais  (|u'il  siillit  de  savoir  si  ces  valeurs 
doivent  être  prises,  l'une  positive  et  les  deux  autres  positives  ou  néga- 
tives, ou  bien  l'une  négative  et  les  deux  autres  positives  ou  négatives; 
car  il  est  facile  de  voir  (jue  les  expressions  des  racines  a,  h,  c,  cl,  trouvées 
ci-dessus,  donneront  toujours  les  mêmes  quatre  racines  en  changeant  à 
la  fois  les  signes  de  deux  quelconques  des  radicaux  \t',  \l",  \t",  et  con- 
servant celui  du  troisième.  De  sorte  que  tout  se  réduit  à  connaître  le 
signe  que  doit  avoir  le  produit  des  trois  valeurs  de  \  /',  v'^".  v'^  ■  Or.  par 
l'équation  en  /,  on  aura 

t't"t"'=  (m'—  4wn  -~8py. 
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d'oii  l'on  lire 

m^  —  4""»  -t-  ^p  =  V''  V '^  v'"  (*)• 

Donc,  si  l'on  (h'nolf  [);\v  0' ,  0",  0'"  les  valcni's  des  liitlicanx  \j't',  \i",  \jt"' 
|ti'is('s  positivement,  en  sorte  (|ne  l'on  :iil 

<JT=  ±  0',    v^r  =  ±  B",    ^r  =  ±  6'", 

il  l'iindra,  lors(|ne  m'  —  f\mn  +  8/j  est  nne  (jiiantité  positive,  prendre,  on 

v'7~=0'  Cl  vr  =  ±ô",  v'-r^rte'", 
ou 

sjr^Q"  ei  vr  =  ±e',  v/'r=±6"'. 
ou 

y/rr^Ô'"       et       v''^=±6',       v/'^=±S". 

les  signes  ambigus  devant  être  les  mêmes  pour  les  quantités  0" ,  0'",  on  0' . 
0'",  ou  ù',  Q",  et  l'on  aura  dans  ce  cas  pour  les  quatre  racines  de  la  pro- 
posée les  valeurs  suivantes 

—  m  -)-  0'  -4-  ô"  -)-  0'" 


4 

—  m  -f- 

6'- 

6" 

— 

9'" 

4 

—  m  — 

e'  + 

6" 

— 

ô'" 

4 

—  w  — 

6'- 

6" 

-h 

(5'" 

(')  Cette  formule  a  été  oijtenue  en  extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres  de  la  pié- 
cédente,  et  celle-ci  indique  seulement  que  le  produit  des  radicaux  \h' ,  \Jt'\  \Jt"'  est  égal  à 
±  (/«'  —  \inn  -\-  S/j).  Lagrange  remplace  le  signe  ambigu  ±  par  +,  mais  c'est  le  signe  — 
([u'il  fallait  prendre;  en  effet,  les  radicaux  ^t',  \'i\  \lt"'  représentent  les  valeurs  des  quantités 

a  -\-  b  —  (  —  f/ ,     (I  -^-  c  '—  h  —  <l ,     n  +  d  —  h  ~-  I-  ^ 

■  |ui  ont  ]i(iur  produit  la  fonction  symétri(|ue 

(«  -f-  /;  -I-  £■  -I-  d]'  -  4  (rt  +  A  4-  '■  -t-  d)  [ah  +  m-  +  ad -ir  hr  -4-  hd  +  <d) 
+  8  {a/>r  -H  ahd  +  ard  +  hed), 

dont  la  valeur  est  —  m'  -1-  4""'  —  S/i.  On  a  donc 

v'?  v^'^'  V^  =  —  '"'  +  -i  "'"  —  8/^ 
quels  ([ue  soient  les  coefficients  ni,  n,  p,  réels  ou  imaginaires.  Cette  relation  détermine  com- 
plètement dans  tous  les  cas  l'un  des  radicaux  \/t\  \U",  \Jt"  quand  les  valeurs  des  deux  autres 
ont  été  fixées.  [Note  de  l'Éditeur.  ) 
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Au  <()ntr;iin',  si  m' —  li/nn -h  Sp  est  une  (jUiiiitité  négative,  il  t'aiHlra 
alors  prendi'c.  on 

sjJ'  =  —  b'  ei  ^i"  =^±B\  v'r  =  ±e", 
ou 

V  '"  =  —  9"  et  y-r  =^±B',  yjl'"  —  ±  B"\ 
ou 

sJr=-B"'     et     ^T=±B',     </r==±6"; 

ce  (|iii  (loniieia,  pour  les  (|iialre  racines  cherchées,  ces  valeurs 


—  m  ^  Ô'  ^  6' 

'  -  9'" 

4 

-  m  -r  Q'—  6" 

-+-9'" 

4 

—  m  —  6'  ^  9" 

^9'" 

4 

—  m  —  6'  ~  6" 

—  B'" 

33.    La  uielhode  de  fenari,  que  nous  venons  d'exaniinei',  nous  a  con- 
duits à  décomposer  rétjuation  du  C|uatnème  degré 

JT'  —  mx^  —  nx-  -+-  px  -J-  ^  =  o 

en  ces  deux-ci  du  second  degré  (29j 

/'"  \  nir—u 

X-  ^     h  s    j-  -1-  r  H : i-  ^  (), 

\   2  '  '  2  2 

(le  la  résolution  (les(|uelles  on  |ieul  tirer  les  (jualre  racines  de  la  |iro|)o- 
sée,  comme  on  l'a  vu  plus  haut;  on  pouriait  aussi  obtenir  cette  décom- 
position d'une  manière  plus  simple  et  plus  directe,  en  supposant  d'aliord 
que  l'équation  pro|)osée  soit  le  produit  de  deux  é(|uali(Uis  du  second  de- 
gré Icdies  (|ue 

.r'  -^J'x  -h  ^'  ^  o,     .r-  -t-  hx  -t-  k  ^  o, 
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cl  (Iclcirniiiniil  ciisiiilc  les  ciiclliciciitsy,  g,  li,  k  \vav  la  compai'aisoii  des 
leniios  homologues;  c'est  ce  (pTa  l'ait  Descailes,  et  ec  qui  a  donné  nais- 
sance à  la  niéliiode  des  indéterminées  dont  il  est  regardé  comme  l'auteur. 
Multipliant  donc  les  deux  é(|uali(ms  précédentes  l'une  par  l'autre,  on 
aura  celle-ci 

X*  +  [f  -\   h\x^  +  (  fil  H-  g  -I   k)  x^-{-  !  fk  -h  g/>  X  +  gk  —  o, 

laquelle  étant  comparée  ternie  à  terme  avec  la  proposée 

x'  +  mx'  •+-  nx-  +  px  -f~  q  =  o 

donnera  les  (|uatre  é(]uations 

f-h/i=  m,    fli-\-g-{-k^—ii,    J'h  ^  g/i    -  p,     g/,-    (j, 

lesquelles  serviront  à  déterminer  les  quatre  inconnues/,  ■,-,  h,  k. 

34.  Supposons  d'abord,  avec  Descartes,  cjue  le  second  terme  de  la  [iro- 
posée  soit  évanoui,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  w  =  o;  on  aura  donc/-!-  A  =  o 
et  par  conséquent  h  =  —f,  de  sorte  (jue  dans  ce  cas  la  pio|)Osée  ne  |)ourra 
venir  que  de  la  multiplication  de  deux  équations  telles  que 

X-  -hfx  -h  g  =;  O,       X''  —  fx  -!-  /(■  =  O, 


et  l'on  aura  alors  pour  la  détermination  des  trois  coeificients  /',  g,  k  les 
équations 

g  +  h-p=n,     {k-g)f--^p,     gh  =  q; 


les  deux  premières  donnent 


/,     k  = Î-. 


et,  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  dernière,  on  aur; 


in+r-?-^,^^q. 
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ou  bien,  en  nnilti|iliant  |);n'/-  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  à/, 

ei|u;itiiiii  (hi  >i\ieine  deiire.  niais  qui  est  resdlulile  a  la  manière  de  celles 
(In  troisième,  à  eause  qu'elle  ne  renferme  que  des  puissances  paires  de 
l'inconnue. 

Telle  est  la  méthode  de  Descartes  pour  les  é(|ualions  du  quatrième 
dei^ré.  Il  est  vrai  ([ue  cet  Auteur  sup[)osf  d'aliord  ([ue  les  équations  com- 
posantes soient  rejirésentées  par 

X-  -^  ix  ~  '- i-  =  o,     X-  —  fx  -T-  ■- \ ^  -^  =  o, 

ainsi  qu'il  résulte  de  la  substitution  des  valeurs  de  g  et  de  k  trouvées  ci- 
dessus;  mais  il  est  naturel  de  croire  qu'il  n'a  tnuivé  ces  formules  que  par 
une  analvse  semblable  à  ctdie  que  nous  venons  de  donner,  comme  on 
|ieut  le  voir  dans  le  Commentaire  de  Schooten  et  dans  la  Lettre  de  Hudde 

sur  /(/  rédaction  des  équations. 

35.  Il  est  visible  que  la  Solution  précédente  revient  au  même  que 
celle  des  n"*  26  et  suivants,  et  (jue  les  inconnues  /  et  r  expriment  la 
même  quantité  dans  les  deux  Solutions  lorsque  w  =  0.  Ainsi  les  princi- 
[lales  reiuar(|ues  (ju'on  a  faites  sur  la  Solutirui  de  Ferraii  pourront  s'ap- 
pliquer aussi  à  celle  de  Desrartes,  sans  (|u'il  suit  nécessaire  d'entrer 
là-dessus  dans  un  iKuiveau  détail:  mais  il  est  bon,  de  plus,  d'examinei- 
en  particulier  le  principe  de  cette  dernière  Solution  et  de  chercher  à 
priori  les  conse(|uences  qui  peuvent  en  résulter. 

Ce  principe  consiste,  comme  nous  venons  de  le  voir,  ii  supposer  que 
l'équatiiui  proposée  soit  divisible  par  une  équation  du  second,  degré 
telle  que 

X-  -T-  fx  -^  g=^U, 

c'est-à-dire  ipTidle  ait  deux  racines  connuuno  avec  cette  dernière.  Ainsi 
l'on  pourra  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  cela  |)ar  la  méthode 
du  n"  12.  En  ell'et.  en  divisant  le  (|uinome 

:r'  —  mx^  -^  nx-  ^-  pr  —  4/ 
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par  le  trinomf 

X'  ■+-  fx  -T-  g, 

on  troiivi'ia  le  t]U()ticiil 

x^  -\-  [m—  f  )x  -i-  n  —  g  —  f(m  —  f), 
et  le  reste 

\l>  -  g(m-f-f[n  -  g-  f  "i-fj]]  x-^q-  gin  -  g-fm-f,], 

de  sorte  que,  pour  que  la  division  puisse  se  faire  exactement,  il  faudra 

que  le  reste  soit  nul  indépciidamnient  de  x,  ee  qui  donnera  ces  deux 

équations 

P-gin-f   -f[n-g-f  ni-f  ]  =  o, 

g-g[n-g~f  m-f)]  =  o, 

au  moyen  desquelles  on  pourra  déterminer  /^  et  g.  La  première  de  ces 
équations  donnera  d'ahord 

^  m  —  2f 

et,  celte  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde,  on  aura 

„      j.,    P  ~  nf  -^  mf-  —  P         p  —  nf~  mf-  —  f')- 

ou  bien 

\p—mf-r-nf-p~  p^mf—nf—p   p-mf~n  ,->.f-~  m  ---q  if-mr-  =  o, 

qui.  étant  ordonnée  par  rapport  à/,  sera  en  changeant  les  signes 

f'  —  Sm/"—    'inx--^in  f' — ni   ni-'-^n   p^  \im-n -^  mp  —  ri-  —  4?  /" 

—  m   mp  —  n'  —  iq  f  —'  ntnp  —  m-q  —  p-  ^  o, 

la  même  que  celle  qu'on  tirerait  des  quatre  équations  de  condition  du 
n"  33. 

Cette  équation  est.  comme  on  voit,  du  sixième  degré,  ayant  tous  ses 
ternies;  mais  en  faisant  m  =  o  tous  les  termes  qui  renferment  des  puis- 
sances impaires  de  l'inconnue  s'évanouissent,  de  sorte  que  l'équation 
devient  résoluble  a  la  manière  de  celles  du  troisième  degré;  c'est  le  cas 
III.  35 


27i  SUR    LA    liÉSOLUTION    \L(iÉBUIQUE 

(juc  nous  iivoiis  déjà  considéré  dans  le  n"  34.  Mais  il  n'est  pas  même  né- 
cessaire (le  supposer  m  =  o  pour  anéantir  tous  les  termes  où  l'inconnue 
se  trouve  élevée  à  des  puissances  impaires;  il  sulTit  poui"  cela  de  l'aire 
disparaître  le  second  ternie  en  supposant,  suivant  la  méthode  connue, 

j.       ,       3w        ,       m 

''  D  2 

et  l'on  verra  (|ue  tous  les  autres  termes  s'évanouiront  en  même  temps, 
de  sorte  (|u'on  aura  une  équation  en  /  (jui  ne  renfermera  (jue  des  puis- 
sances de  /-,  la(|uelle  sera 


/'  —  (  —^ ?.«/'-)-(  —TV ni-n  4-  nip  4  n-^  ^(j\  /-  —  I 


m'       mn 


équation  (|ui  est  la  même  (jue  la  réduite  en  /  du  n"  32,  en  y  faisant  l~-^l-, 
de  sorte  que,  comme  on  a  supposé  dans  le  même  numéro  t^^s-  et  s==  as, 

on  aura  l-z;  d'où  l'on  voit  (|ue  la  (juantite  /--/ dans  les  formules 

précédentes  sera  la  même  que  la  quantité  z  des  n°'  27  et  suivants,  et  cela 
sans  supposer  m  =  o,  ce  qui  sert  à  montrer  d'autant  mieux  la  liaison  des 
solutions  (jue  nous  venons  d'examiner. 

36.  Voyons  maintenant  la  raison  pour(|Uoi  la  méthode  de  Descartes 
conduit  ;i  une  réduite  du  sixième  degré  telle  que,  en  y  faisant  évanouir 
le  second  terme,  tous  ceux  i|ui  renfernn'ut  des  puissances  inqiaires  de 
l'inconnue  s'évanouissent  aussi,  comme  nous  venons  de  le  trouver: 
pour  cela  on  considérera  que,  puiscjuc  l'équation  du  second  degré 
X-  -r-fx  --  g  —  o  doit  être  un  diviseur  exact  de  la  pr(q)osée  dont  les  ra- 
cines sont  rt,  h,  c,  (L  il  faut  nécessairement  (|ue  la  même  e(|iialion  reu- 
feruie  deux  (juidconques  de  ces  ([uatre  racines.  Ainsi  l'iin  aura 

-f=a+b,     g^ab, 
ou 

ou 

— y  =:  a  4-  d,     g  =  ad. 
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ou 

-  /  r-  I)  ^    C,        g  —  bc, 

OU 

—f=h,(i,      g~l>d, 

on  nirni 

f=c  +  d,     g~cd; 

d'oii  l'on  voit  (|nc  l'équalion  en /doit  ôlre  du  sixième  degiv  aussi  bien 
que  l'équation  eu  i,',  c'cst-à-dirc  du  degré  dont  l'exposant  sera  égal  au 
nombre  des  combinaisons  de  quatre  eboses  prises  deux  à  deux,  nombre 

(pi'on  sait  être  ^■^—  =  6.  On  poui'rait  donc  par  ce  moyeu  trouver  directe- 
ment tant  l'équation  en  /que  celle  en  g  en  cbercbant  la  valeur  de  cbacun 
de  leurs  coeincienls,  comme  nous  l'avons  déjà  pratiqué  dans  plusieurs 
occasions.  Pour  cela  lui  représenterait  d'abord  l'équation  en  /  par  la 
for' me  générale 

/•  ^    \p  +  B/»  +  ilp  -f-  Dp  +  E/-^  F  =  o, 

et  comme  les  racines  de  cette  équation  doivent  être 

—  a  —  b,     —  a  —  c,     —  a  —  d,     —  b  ~  c,     —  6  —  d,     —  c  —  d, 

on  ani'ail 

.\  ^  a  -h  b  +  a  -h  c  -^  a  -{-  d  +  b  +  c  -^  b  -+-  d  +  c  -t-  d 

=  3{a-l-  b  +  c  -h  d)  =  —  3  m, 

B  =  ia  +  <<)(a-i-c-i-a-4-c?-h/»  +  c-f-A-)-c?  +  c^</) 

-h  (a  --h  c)  [ a  ^  d -i-  b  -h  c  ^  b  ^  d -\-  c  -^'  d] 

-h  [a  -\-  d ]  {b  +  c  '^'  b  —  d  -^  c  -^  d] 

-I-  (  6  -I-  c  )  (  A  +  f/  +  c  +  </) 

-h  {b  -hd){c  -¥-  di 

=  3  a-  -i-  b-  -h  c'  -+-  d'')  +  8  (  ab  -f-  ac  -h  ad  -h  bc  -t-  bd  -+-  cd], 

^  3[ni^  —  3/(1  -)-  8 «  =:  3  m-  -h  2 «, 

et  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  si  l'on  voulait  faire  évanouir  le  second  terme  de  cette 

35 
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équation  en  /',  il  faudrait,  suivant  la  règle  connue,  augmenter  tmiles  les 
laeines  de  -r-,  c'est-à-dire  mettre,  à  la  place  de/,  /—  -^»  ce  qui  donne- 
rait iMie  transformée  en  /  où 

,       <.      A              «  H-  A  +  c  +  f/ 
'=/+6=/+ '   . 

puisque 

A  =  3(a  +  6  +  c  +  dj, 

de  sorte  que  les  racines  de  cette  transformée  seraient 

a  -h  b  +  c  -h  d  , 
a  ^  0, 

a-\-h  -\-  c  ^  d 
a—  c. 


c  est-a-dire 


a  +  6  —  c  - 

-d 

2 

a  -f-  c  —  6  - 

-d 

2 

a  +  d~  h  - 

-  c 

2 

6  -H  e  —  «  - 

-rf 

2 

6  ^  d  —  a- 

—  f 

2 

C  -h  d  --  a 

-6 

où  l'on  voit  (jue  clia(|ue  racine  a  sa  compagne  négative;  en  sorte  (|(ie, 
si  l'on  en  prend  les  carrés  et  ([u'on  regarde  /^  comme  l'inconnue,  elle  ne 
pourra  avoir  (jue  trois  valeurs  dillerentcs.  savoir 


fa  -h  b  ~  c 

-d 

\ 

la^c  —  b 

-d 

\ 

(a-\-d—  b 

—  c 
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d'où  il  s'ciisiiil  (|ii('  ['('(jualioii  en  /.  cliiiil  (inlitimt'e  par  rapport  ii  /■.  unui- 
tera  au  Iroisiènie  degré,  c'csl-ii-dirc  (ju'fllc  sera  du  sixième,  ayaiil  loiili's 
les  puissances  de  l'inconnue  paires,  comme  nous  l'avons  trouvé  plus  liant 
par  une  autre  voie:  c'est  a  celte  circouslaiicc  licuieusc  (|u'on  doit  la  réso- 
lution des  é(|uatiiuis  du  (|iiatrièMie  degré.  Ou  voit  aussi  par  la  la  raison 
pourquoi,  dans  le  luiuiero  piécedcnt,  l'équation  eu  /  est  la  uiénic  que 
celle  en  ;•,  car  il  est  daii'  (32j  que  les  valeurs  de  r  sont  les  mêmes  (|ue 
celles  que  nous  venons  de  trouver  pour  /. 

37.   On  peut  encore  remaniuer  (|Uf,  puis(iiif  l'on  a 

et  (|ue  les  valeurs  de  /'sont 

—  a  —  h,     —  a  —  c,     —  a  —  d,     —  b  ~  c,     —  b  —  d,     —  c  —  </, 

on  aura  les  mêmes  valeurs  pour  la  quantité  m—/:  d'on  il  s'ensuit  (|iie 
ré(juation  en  /  doit  être  telle,  qu'elle  demeure  la  même  en  y  substi- 


tuant m — /  à  là  place  de  /:  donc  si  l'on  fait  /"= ^ /,  ce  (|ui  donne 

m—f—  ^ /,  il  faudra  {|ne  la  transformée  en  /  soit  telle,  (|u'ell<'  de- 
meure la  même  eu  y  changeant  /  eu  —  /;  par  conséquent  elle  ne  devra 
renfermer  que  des  puissances  paires  de  /. 

Or,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  /  dans  l'expression  de  gtlu  n"  35. 
ou  a 

l-       ml       ^n  —  ni'       i.nm  —  m'  —  3p 
°       2         4  8  i6/ 

et  les  deux  facteurs 

x'  -hfx  H-  g  =  o,      X'  +  I  m  ~f)  X  +n  —  g  —J\  m  — /  i  :_  o, 
dans  lesquels  a  été  décomposée  l'équation 

x'  -+-  nix^  H-  nx-  +  px  -1-  q  -    o. 
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(leviendmiil 

*  ~  '  24  8  16/ 


4« 

— 

w- 

4« 

8 

m^ 

f(|ii;ili(Mis  ([iil  soiil  les  inêincs  (jnc  celles  du  11"  20  en  faisant  l ^=  z  et  en 
siilistiluanl   dans  ces  dcrnièi'es  ii  la  place  de  >' sa  valeur  en  z,   la(|neile 

.■si  l'-2Hj 

r=  - — \ 


Les  uM'lliddes  (jue  nous  veudus  d'analyser  renferment,  si  je  ne  nie 
lr(Hn|)e,  liiules  les  méthodes  connues  pour  la  résolution  des  équations  du 
(|ualrième  de^re;  il  en  faut  seulement  excepter  celles  deMM.Tschirnaus, 
liuler  et  Bezout,  les(|uelles  méritent  un  examen  particulier;  c'est  roltj.M 
(|u'il  nous  reste;  à  remplir  dans  cette  Section. 

38.  Et  d'ahord  il  est  clair  (|ue  pour  pouvoir  résoudre  l'équalion  du 
(jualrièmc  dei;re,  suivant  la  méthode  de  M.  Tscliirnaus,  il  n'est  pas  néces- 
saii'c  de  i'aii'e  disparailie  tous  les  ternies  intermédiaires,  comme  dans 
celles  du  troisième,  mais  qu'il  sutlil  d'y  faire  disparaître  le  second  et  le 
([uatrième  terme  où  l'inconnue  se  trouve  élevée  à  des  puissances  im- 
paires; car  alors  (jn  aura  une  équation  résolnlile  à  la  manière  de  celles 
du  second  degré.  Pour  cela  on  |)rcndra  donc,  comme  on  a  fait  pour  le 
troisième  degré  (10,,  l'eipialion  suhsidiaire 

X-  ^^  hx  -T-  a  -r-  y, 

(jui  cnntient  deux  indéterminées  o  et  h;  et  élimiuanl  par  son  moyen  l'in- 
connue .r  de  ré(|ualion  pi'oposée 

X*  -^  mx'  -t-  nx'  H-  px  -1-  ç  =  o. 

on  aura  (Xk,  une  transformée  en  y  du  (|ualriéme  degré,  dans  la(|uelle  le 
coellicicnl  de  v'  sera  une  fonclion  de  a  et  A  de  la  |»remière  dimension, 
celui  de  v-  une  fonction  de  a  et  h  de  la  seconde  dirtu-nsion,  c(dui  île  v 
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mic  rdiiction  de  a  cl  A  de  lu  Itoisii'iiic  diiiicnsidii,  (•l<'.  De  sorte  qui',  |i()iii' 
l'airL-  dispariiitrc  ii  la  l'ois  le  second  et  le  quatrième  terme,  il  t'audia  dé- 
terminer les  quanlilés  a  et  b  en  sorte  (|u'elles  satist'asseni  ii  deux  e(|ua- 
lions,  l'une  du  premier  degré  et  l'autre  du  Iroisii'me,  ce  (|ui  donnera  une 
réduite  en  a  ou  en  b  du  troisième  degré;  d'où  l'on  peul  concliire  (|ue  la 
méthode  de  M.  ïsehirnaus  doil  aussi  réussir  |)our  le  (lualrii'iuc  degré: 
c'est  ce  (|n'on  va  voir'  maintenani  par  le  'aïeul. 

39.  Comme  nous  avons  jus(|u'i(i  l'ail  usage  des  leltres  «,  />,  c,  d  pour 
représenter  les  quatre  racines  de  l'équation  proposée,  pour  éviter  toute 
confusion  nous  prendrons  d'antres  letlies  poui'  les  coellicieiits  de  l'équa- 
tion subsidiaire,  cl  nous  représenterons  cette  écpialion  ainsi 

x'-  -^  fx  ^-  g  -f  y  =  o. 

Or,  puisqu'il  faut,  par  la  nature  de  la  niclliodc  dont  il  s'agil  II;,  (|ne 
cette  équation  ait  une  racine  commune  avec  la  proposée,  il  n'y  aura  (ju'à 
faire  en  sorte  qu'elles  aient  un  diviseur  commun  où  .r  se  trouve  à  la  pre- 
mière dimension.  On  divisera  donc  d'ahord  le  quinôme 

j?'  -I-  mx'  -t-  nx^  +  px  +  (j 
par  le  trinôme 

x'  -hfx  H-  g'  +  ,r, 

et  faisant  pour  un  moment  g  ^  y  =^  j§  •  ""  liouvera,  corn  un' ci-dessus  (35), 
le  reste 

[p-g'im-~  ■2f)~nf+nif--p]x-+(j-g'{n-  mf  +  p   -\- g", 

lecpiel,  ne  contenant  (jue  la  première  (lin)ension  de  .r,  devra  par  ciuisé- 
quent  être  le  diviseur  commun  des  deux  polynômes;  ainsi  il  faudra  (|uc 
(te  reste  divise  exactement  le  diviseur  précédent  x--h/x-hg',  c'est-à- 
dire  que  la  valeur  de  a-  tirée  de  l'écjuation 

[p  -  g\ni  -  if]  -  «/'+  mf'~p]  X  -h<j-  g'in  -  mf  +  f-    -h  g"  =  o 

satisfasse  aussi  h  l'équation 

X'-  -^fx  +  g'^o. 


280  SUR   LA   RÉSOLUTION    ALGÉBRIQUE 

On  ;tur;i  flmic 

f  -  mp  —  nf—  p-   m-2f  g'' 
t'I  Mili>titii;iiil  cette  valeur  dans  ar'- — Jhc  ^-  ^'^  <">!  <'Ji  aura 
\<]~g'  «-»'/-/=  -S""? 

où  il  ne  s'agira  plus  que  de  remettre  g  —  y  à  la  place  de  g'  et  de  déve- 
lopper les  termes  en  les  ordonnant  par  rapport  à  v. 
Soient,  pour  abréger, 

F  =p—  mf-  —  nf—  p, 
G  — /=—  mf  —71, 
H  =  ^f —  m, 

et  l'équation  précédente  deviendra 

q-^g  ^  g''  '-/<]-  Gg'  -^g'-    F  -  H^'   -^g'  F  -  Rg'  •-  =  o, 

laquelle  étant  d'abord  ordonnée  par  rapport  à  g'  devient 

g'-   2G-/H-H=   o'_    fr-  o,y^/F-/GH-oFH  g' 

—   2çG  —/y H  —  /FG  —  F-  g'  —  q—  g/F  =  o, 

et  en  remettant  les  valeurs  de  F,  G,  H, 

g''  —  '  m/+  in  —  m''  g'^  -^  [nf-—    mn  —  3p  f  -^  n-  —  împ  —  iq]  g"' 

-    pp-.mp~  \q  f---    np-Zmq  f~p'-onq]g' 

—  q  /'  —  mf'  —  nf-  —  pf~  q    —  o. 
Faisons  maintenant 

A  =r  mf  —  2  «  —  nr, 

B  =  nf-  —    mn  —  3p    f  —  n-  —  2.mp  —  j.q, 

C  =/>/'  —    mp  -~  iq  f-—    np  —  3mq  f  —  p-  —  2nq, 

ïi  =  qj>-mf-'^nf'^pf-q. 
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pour  ;i\(tii'  rci|u;iliiMi 

g'«—  \g''^  ^g"—  <^g"'-f-  D  =  o, 

fl  lenicllaiil  iii;iiiitfii;iiil  i,''  -h  y  it  la  phicc  de  g' ,  on  ;tiii:i,  a|)tvs  aviiii-  (u- 
donné  les  termes  par  rapport  à  v,  cette  transformée 

X'  -i-  '  ^g—  A  )  y'  4-  (6g''  —  3g-A  +  !î)  j' 

+  4§^'-  3Ag-'-h  :>.Rg—C)x-^  g'  -  Vg-'+  Bg-'—  Cg  H-  D  =  o, 

dans  la(|U('li('  on  es!  iiiailic  de  l'aire  l'vaiioiiir  deux  termes  à  volonté  en 
déterminant  eonvenahlemen!  les  (juanlités  /'et  g. 

Faisons  donc  évanouir,  coninu'  n(Uis  nous  le  sommes  proposé,  le  se- 
cond et  Ir  (|ualri('Uie  terme;  on  aura  pour  crt  cllct  1rs  (Mpiations 

4g-  A  =  o, 

4r-3Ag-^-h  .Bg-C  =  o. 

dont  la  première  (hume 

A 

--=4' 

ce  qui  étant  suljstitiie  dans  la  seconde,  on  aura,  en  étant  les  tractions, 

A'— 4AB  +  8C  =  o, 

é(|uatioi]  i|ui,  en  l'emetlaiit  pour  A,  B.  C  leurs  valeurs  en  /,  nnuitera  au 
troisième  degré,  et  deviendra,  aprrs  avoir  ordonne  les  ternies, 

[m^  —  ^mn  -t-  Sp  f'  —    ^'ii'  —  i4'«^«  -+-  H«-  -h  '.«(/<  —  3iq  :  f-  . 
-+-  [m' —  iGm^ii  -+-  ■J.onrp  +  i6m   li-  —  2.q    —  i6np]  f 

—  nv  -+-  6i>i'ii  —  Hm'np  —  8//(-  /('  —  q    -+-  Snin-p  —  Sp-  =z  o. 

Ayant  donc  délernilné /' par  tette  équation,  re(|uation  en  v  deviendra,  à 

cause  de  0-^-7-5 
4 

,       /3A'       „>     ,       3A'        \=B        AC       ,^ 

\.B  *    A' 

ou  bien,  en  mettant  a  la  place  de  C  sa  valeur  ^ ^r- 

'  2         0 

,       /3A^      „\    ,      5A'       A^B 
•'  \    b  /  •  256  ib 

III.  36 
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laquelle  est,  comme  on  voit,  résoliii>lr  ii  l;i  m;inièi'e  de  celles  du  second 
degré.  Ainsi  l'on  connaîtra /et  y;  après  (]uoi  on  aura  sur-le-cliamp 

p  -  mf--  -h  «/-  p  -h  I  m  -  2/)  \-j  -+-  j-j 

et  les  quatre  valeurs  de  y  tirées  de  l'eciuation  prccedente  donni'ronl  tou- 
jours les  quatre  mêmes  racines  de  la  proposée,  quelle  que  soit  la  racine/ 
(|u'on  em|)li>ic:  ce  ([u'du  pourrait  démontrer,  s'il  en  était  besoin,  d'une 
manière  analogue  à  celle  du  n"  28. 

40.  Si  l'on  voulail  savoir  rif />/7'o// p(>ur([Uoi  la  réduite  en  /"  (|uc  nous 
venons  de  trouver  ci-dessus  est  nécessairement  du  troisième  degré,  il 
faudrait  chercher  quelle  tVmction  des  racines  a,  h,  c,  d  ddit  être  la  valeur 
de/.  Pour  cela  on  reprendra  l'équation  sulisidiaire 

X-  -¥fx  -^  g-  -I-  )•  =  o, 

et  l'on  y  subslilueia  successivement  «,  h,  c,  d  ;i  la  place  de  x,  et  à  la 

place  de  y  les  (juatre  racines  de  l'équation  en  y  ci-dessus;  mais  il  n'est 

pas  nécessaire  de  (onnaitrc  la  valeur  de  ces  dei'nières  racines,  il  suffît  de 

considérer  que,  comme  l'équation  ne  contient  aucune  puissance  impaire 

(le  y,  ses  racines  doivent  être  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires; 

en  sorte  qu'on  pourra  les  représenter  par  j'',  — v»  v".  —y-  Faisant 

donc  ces  substitutions  dans  ré(|uation  .»■'- ^/r  ^- ^o- —  y  =  o,  on  aura 

ces  (piati'c-ci 

(C-  -^fa  +  g-  -  .)•'  =:  o, 

b^  _^ff,  ^  g.  _    y'  =  o, 

d--fd-^  g ^r'  =  o; 

d'oii,  cbassanl  d'abord  v'  et/',  on  tire 

a-  +  h^  ~  f\a  -'.-  b]  M-  ■2gr=  o, 
c-  -h  d^^f  c  -+-  d)  -+-  2g-=:  o, 


DES  EQUATIONS. 


283 


et  chassaiil  ciisuilc  g,  cm  aar; 


/= 


2-  H-  6= 


a  -h-  b  —  c  —  d 


Or,  |)(iur  avoii'  loiilcs  les  valeurs  de /,  il  ii'v  aiua  ([u'ii  l'aire  eiilre  les 
(|ualre  racines  a,  b,  c,  d  huiles  les  permutations  possibles,  et  l'on  n'oli- 
tiendia  (pie  ces  trois  valeurs  dillérentes 

ar  -h  b^  —  c-  —  d' 
a  -h  b  —  c  —  d 

a? -\- c^  —  b- ~  d' 
a-i-  c  —  b  —  d 

a=-hd'—  b'—c' 
a  -h  d  —  b  —  c 

qui  seront  les  racines  de  la  réduite  en  y,  laquelle  ne  pourra  être  par  con- 
séquent (pie  du  troisième  degré.  On  pourrait  même  remonter  de  là  à 
l'équation  en  y,  comme  nous  l'avons  déjà  pratiqué  plusieurs  fois;  et  l'on 
trouverait  la  même  équation  (pi'on  a  vue  ci-dessus. 

Au  reste,  pour  pouvoir  mieux  comparer  la  réduite  enydont  nous  par- 
lons, avec  celles  que  nous  avons  trouvées  plus  haut  d'après  les  solutions 
de  Ferrari  et  de  Descartes,  on  remarquera  (|ue 

(a-hby'-(c-¥-d)^-t-(a  —  bY—ic  —  dy 


or 


et 


«■■  -+-b'~  c'~d'  = 

2 

{a  -h  b)^—  [C  +  dy—  (a-1-  /»  -I-  c-f-  d)  [a  +  b  —  c 
=^  —  m[a  ^  b  —  c  ~  d ', 


d] 


\a  ~  bf  —  {c  —  dy=(a  ^  c  —  b  ^  d){a  -h  d  —  b  —  Ci; 

mais  on  trouve  par  le  calcul 

a  -\-  b  —  c  —  d }  \  a  -\-  c  —  b  —  d)  {a  -h  d  —  b  —  c)^  —  in^  H-  4 '""  —  ^p, 

donc  on  aura 


d': 


,        m'  —  Amn-hSp\ 
(■■^  d) ^ -f    ; 


36. 
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|>;ii-  conséquent 

a^+b''—c-—d^ m         m' —  ^mn -h  8p 

•^  ~  ~    a-\-  b  —  c  —  d  2        2 ' a  +  />  —  c  —  f/)^ 

Oi'  nous  Mvons  ti'ouvé  (32j  (|ue  la  réduito  en  t  a  pouf  racines  les  diffé- 
rciilcs  valcius  de  (a-h  b  —  c  ~  d f  ;  donc  on  aura,  en  général, 

*^  2  2  / 

d'où  l'on  voil  (jue  la  réduite  en  /  n'est  aulre  chose  ({u'une  li'ansforma- 
lion  de  la  léduite  en  /  du  numéro  cité. 

41.  Après  avoir  vu  eoninient  la  méthode  de  Tscliirnaiis  peut  s'appli- 
(|uer  aux  équations  du  (jualrii-nie  degré  en  faisant  évanouir  deux  termes 
de  hi  pr(q)osee,  il  ne  sera  j)as  inutile  de  voil'  enccu'e  ce  (|ui  en  résulterait 
si  l'on  voulait  l'aire  évanouir  à  la  t'ois  tous  les  termes  intermédiaii'es, 
comme  on  a  t'ait  poui'  le  troisième  degré. 

On  aurait  donc  trois  termes  à  faire  disparaître,  savoir  le  second,  le 
troisième  et  le  quatrième,  ce  qui  exigerait  une  équation  sul)sidiaire  qui 
contint  trois  indéterminées,  et  (jui  fût  de  celte  forme 

x'  +  fx-  +  gx  -I-  /(+_)■•=  o. 

On  éliminerait  donc  x  par  le  moyen  de  cette  é(|uation  et  de  la  pr(q)osée 

X*  4-  inx^  +  tix-  +  px  -+■  (j  =  o, 

et  l'on  aurait  une  transformée  en  y  du  cpialrième  degré,  telle  ([ue 

,  j"  +  A.r'  +  a  y'  +  C.r  -t-  D  =  o, 

dans   la(|uelie   il   f;uulrait   sup[)oser  A    -o,   15— o,   (jrro,    |i(inr  a\(iii- 

l'e(lualion  ii  deux  termes 

>  <  +  1)  —  o. 

Or,  de  ce  (|iie  nous  avons  démontré,  en  général,  dans  le  n"  Ll,  il  s'ensuil 
(|ue  A  sera  une  fonc(i(Ui  d'une  diiiiension  des  li'ois  indelerminéesy,  g, 
II,  (|ue  B  sera  une  fonctiiui  de  deux  dimensions,  et  ('.  une  fcuu  lion  de 
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trois  (liniciisioiis  des  inriiics  (|iiaiilil(''s;  de  sorte  <|n('  l'on  ;iiir;i,  poiii'  l:i 
(IctcnniiKilidii  des  iiicoiiniics  /',  i,-',  //,  ces  ti'ois  ('•(|ii;ilioiis 

A  =  O,       B  =  O,       C— :0, 

dont  l:i  première  st!r:i  du  preniiei'  dei^ré,  la  secomle  du  second,  el  la  lioi- 
sièllii'  du  troisième  dcgi'é;  d'oii  il  est  t'aeile  de  voir  (|n'nn  anra  |iaf  l'idi- 
miiiation  une  e(|nalion  finale  en  /",  ou  i;\  on  /;,  (|ni  sera  du  dei;r(''  i.a.'^, 
c'est-à-dire  dn  sixii'nie.  Il  parait  donc  pai'  lit  (|ne  la  melliode  dont  il 
s'agit  ne  saurait  réussir,  puis(|u'elle  conduit  ii  une  réduite  d'un  degré 
supérieur  à  la  proposée;  mais  il  pourrait  se  faire  (\i\c  cette  réduite  du 
sixiènu' degré  put  s'ahaisser  a  un  degré  inférieui';  c'est  ce  (|n"il  est  bon 
d'examiner  à />norj  avant  d'entre[)ren(lre  le  calcul  (|ue  nous  venons  d'in- 
di(|nei'. 

42.  Pour  cet  ed'et  il  faut  eherclier  (|U(dle  fonction  des  racines  </,  h,  c, 
c?  devra  être  l'indéterminéey,  par  exemple,  pour  que  la  transfornwe  en  / 
se  réduise  à  la  forme 

r-h'D  =  o. 

Or  cette  é(|uation  en  v  donne  ces  quatre  racines  Cib) 

r  =  ±v— ^V— D; 

ainsi,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité  v  —  D^X-,  il  n'v  aura  qu'à 
mettre  successivement  dans  l'équation  subsidiaire 

x^  -i-fx-  -h  gx  -h  h  -i-  y  :^  o, 

a,  b,  c,  (l  à  la  place  de  a-,  et  k,  ^  k,  /y  —  i,  — k\ — i  à  la  place  de/, 
el  l'on  aura  ces  (|natre-ci 

a'  +  a'/-hag  -i-  h  -^  k  =;  o, 
h'  +  f>'f+  bg  -+■  Il  —  /'  ^=  o, 

&  -t-  C'f  -f   Cg  -i-  //  H-  h  y  —  I   =  O, 
(/'  -t-  d-f-h  (Ig  +  h  —  k  V  —  I  =:  o, 

d'où  l'on  pourra  tirer  les  valeurs  de/,  g,  h  et  k. 
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Si  l'on  ajoute  ensemble  li's  deux  premières  et  les  deux  dernières,  on 


;uira  ces  deux-ci 


i  «'  -t-  6-  :  y  -f-  { a  4-  fi    g-  -;-  2  /(  —  o, 


{c-  4-  (P  '  f-h  (c  -h  d]  g-  4-  a/i  =  o, 


c'  -i-  d' 

(|ui.  l'taiil  letrancliées  l'une  de  l'autre,  donnent 

a'  -I-  b^  —  c'  —  d'  -+-  [a'  ~  b'  —  c-  —  d'  )  f  +  { a  -\-  b  ^  c  —  d)  g  ■=■  o, 

où  il  n'y  a  [dus  (|ue  deux  incdunues  /et  g". 

Qu'on  retran(  Ile  maintenant  les  deux  premières  l'une  de  l'anti'e,  comme 
aussi  les  deux  dernii'ies,  on  aura  ces  deux-ci 


A^-H  (a^—  fiM/-f- 


o. 


d)  g-k-  1 1>  V  —  I  =  o. 


dont  la  seconde  étant  multipliée  par  \ — i,  et  ensuite  ajoutée  à  la  pre- 
mière, on  aura 

«'—  fi'+  (c'—  rf')  y/^-f-  [a?  —  fi'-h  {&-  —  d^  I  v' — TJ /-(-  [«  —  6  -4-  (c  —  rf  V  — ^J  g=^ O' 

é(|uation  (|ui,  étant  cdinhinée  avec  celle  (ju'on  a  trouvée  ci-dessus,  ser- 
vira il  déterminer  /et  g. 

Chassant  g-,  on  aura  une  équation  en  /(jui  donnera 


/  = 


[a'+b--c^-d^)[a-b^{t:  —  (l)\/^^\]-[n'~b'  +  [c'—(P)^J'^'\[a-\-b-L-—d) 


d'où  l'on  pourra  déduire  facilement  toutes  les  différentes  valeurs  dont  la 
(inanlité/est  susceptible,  en  faisant  toutes  les  permutations  possibles  en  Ire 
les  quatre  racines»,  b,  c,  d.  De  cette  manière,  si  l'on  l'ait,  |)our  abréiier, 

M  =  («'  -*-  6'  --  c'  —  c?')  («  —  6  )  —  («■'  ^  fi'  )  I  «  -+-  fi  —  c  —  (/  , 

N  =  (a'  -t-  fi'  —  c'  —  c?')  (c  —  d)  —  (c'  —  d'  [a  -■-  b  —  c  —  d  , 

P  =  i^a'  -h  b'  —  c'  —  rf=)  (a—  fi)  —  (a=_  fi=  i  ,a  -^  b  —  c       d>, 

Q  —  [a'  -T-  fi=  —  c'  —  d')  (c  —  dt  —   c'  —  d')  (a  ^  b  —  v  —  d  , 
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M'  -  («■■'  -+-  c'  —  6'  —  d^]  {a--c)  —  (a'  —  &  )  i  «  -f  c  —  6  —  d], 
N'  -  [a?  +  f=  —  6'  —  (/»)  (b  —  d)  —  (i'  -  rf')  (a  +  c  ~  h  d', 
P'  --  («»-f-c=  — 6=— rf2)  (a—  c)  —  (a=— c')  (a  +  fi  —  A  -  d  , 
0'  —  (a» -»-  c'  —  6^  -  d')  {h  ~d)  —  \h'-  d')  {a  +  c  -  b  ~  d  , 

(a-'  —  d')  («  -hd  —  b  ~~  C], 
(/<■'-  d^\(a-\~d—b  —  c\, 
[à'  —  d-\  a  -h  d  —  b  ^  c  >, 
(  b'  —  c'  )  [a  -\  d  —  b  —  cj, 

M  -  N  v'~T 


M"-    (a'-'^û?'- 

-è'-  c')  [a  —  d] 

N"-    {a'-hd'- 

-b'—c'){b  —  c) 

P"       (a'-hd^^ 

~b'—  c'){a  —  d) 

Q"-Ma'  +  rf"- 

-  b'—c'){h  —  c) 

011  trouvera  les  six  v;] 

ileurs  suivantes 

M  +N  ^-i 

P  +  Q  v/-  ' 

P 

-  Q  V  -  •" 

P'  +Q'v-> 

M' 
P' 

-Q's/-< 

M"+N'V-' 

M" 

—  N"^'— I 

P"H-Q"v->  p"-Q'v~. 

([ui  seront  donc  les  racines  fie  l'équation  en/;  d'où  l'on  voit  (|ue  celte 
équation  montera  en  effet  au  sixième  degré,  comme  nous  l'avons  déjà 
conclu  par  une  autre  voie. 

43.   Il  s'agit  maintenant  de  voir  si  cette  équation  du  sixième  degré 

peut  s'abaisser  à  un  degré  inférieur:  or  c'est  ce  qui  doit  avoir  lieu  en 
effet,  comme  je  vais  le  prouver,  d'après  la  forme  que  je  viens  de  trouver 

pour  les  six  racines  de  l'équation  en  question.  Car  supposons  que  les 
deux  racines 

M  -f-  N  i/ — 7       '  M  —  N  i/"^ 

P  +Qv-i  P  -Qv'-' 

soient  représentées  par  l'équation  du  second  degré 

f-  -h  tf+  H  -n  o, 

on  aura  donc  par  la  nature  des  équations 

M  +  N  i/— r       M  —  N  \j~^\  M  +  N  v/— i"       M  —  N  i/-7 

l  =  ;; H-  7^ et       U  = ^  *^ X  ~ — ^-^=? 


Qv/-i        P-Qv'-i  P-hQ^-i       P-Qv'- 


I 
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(■'fst-ii-diic 

2(MP  +  NQ  M-)-N- 


Ur  je  (Ils  (|iie  k■^  (|iiaiilit('s  /  cl  n  ne  |if'UVi'iU  (li'[)i'ii(li('  (|ih'  d'equalioiis  du 
(roisionir  degré  telles  (jue 

/'  —  Et'  +  F/  —  G  =  o, 
11^—  \iit--h  Ku—  L  =  o, 

les  eoellieinits  K,  F,  G.  H,  K,  L  étant  des  IVmrtiuii>.  rationnelles  des 
coetlicn'nts  m.  n.  />,  q  de  la  |n()|His(''e.  De  sdite  (|ne.  noinniant  /'.  /",  t 
les  trois  racines  de  la  première  équation,  et  u\  u\  u    les  racines  corres- 
pondantes de  la  seconde,  on  aura  ces  trois  ecpiations  en  / 

f'^l'f..  u'  =o, 
/-•-h  /"/+  a"  =  o. 
/-■+r/^  «'"=0, 

dans  lesquelles  pourra  se  décomposer  l'équation  du  sixième  degré  en  / 
dont  nous  venons  de  parler. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  n'v  a  (|u'à  clierclier  de  combien 
de  valeurs  diH'ércntes  sont  susce|)tililcs  les  quantités  /  et  u.  c'esl-a-dire 

les  fonctions 

MF  -+-  NQ  M'  +  N' 

p^  +  Q.  '■'  p^ -co- 
lles racines  a.  h,  c.  d  de  la  proposée  en  supposant  cpic  l'on  fasse  entre 
ces  racines  toutes  les  permutations  possiltles;  car  il  est  clair  que  les  va- 
leurs qui  en  résulteront  seront  les  racines  des  équations  en  /  et  en  ;/. 
Pour  cela  je  remar(|ue  d'ahord  i\w  le  nomlire  total  des  permutations 
des  quatre  quantités  a.  />,  c.  d.  doit  être,  suivant  les  règles  connues, 
4.3.2.1  =  24;  de  sorte  tjue,  généralement  parlant,  les  é(iuatioiis  en  /  et 
en  u  devraient  monter  au  vingt-quatrième  degré.  ^lais  il  arrive  ici  (|ue 
parmi  les  pernuitations  dont  il  s'agit  il  v  en  a  plusieurs  (|ui  l'edonnent 
les  mêmes  valeurs  de  t  et  //,  t't  ([ui.  (lar  consé(|ucnt.  doivent  être  rejetées. 
En  ellcl  : 
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i"  L(MS(|ii"(iii  ('clKiiii^c  a  en  li,  il  csl  \isililc  (|ii('  les  (|M;iiitili's  N  cl  Q 
(leninii'ciil  les  lucincs,  cl  (HIc  les  (]u;iiililcs  .^1  cl  I*  cliMiigcnl  siniplciiiciil 
(lo  signes,  de  soiMc  (|Me  les  (|ii;nililcs  /  cl  //  ddixciil  (leiiiciircr  les  nicines; 
d'oii  il  csl  i'iicile  de  coiudiire  que  paiini  les  viiii;l-(Hiiili('  v;dciiis  de  /  cl 
de  //  i-e|KHidaMt  aux  viug(-(juali'e  perniulatioiis  des  lellics  a,  h,  c,  <L  il 
doit  Y  en  avoir  douze  égales  a  don/e  autres,  ee  c|ui  réduit  déjà  le  noinl>re 
des  valeurs  utiles  de  /  el  u  \\  la  moitié. 

2°  Lors(|u'ou  éeliaui;('6-  en  ^/,  les  (|  nanti  les  M  el  I'  denienrent  les  n  h 'in  es, 
el  les  (juantités  N  et  Q  cliaiii^'enl  sini|)lenicnl  de  sii;ne,  ce  (ini  ne  produil 
aucun  eliangemenl  dans  lcs\alenis  de  /  el  //:  d(un',  coninu' ces  permu- 
tations S(nil  indépcndanles  des  précédentes,  il  s'ciisnil,  par  une  raisiui 
senil)lal»le,  ^\\\^^  les  douze  valeurs  de  /  cl  //  se  l'cdnirdul  ;i  si\. 

H"  Entin,  si  l'on  échange  a  en  c  et  h  en  tl  \\  la  l'ois,  on  verra  aiscuieut 
que  les  (juaiitilés  M  et  N  se  cliangcroni  l'une  dans  l'autre  en  cliangeaiit 
de  signe,  et  qu'il  en  sera  (h;  uH'Uie  des  ()uanliles  P  el  U;  nniis  il  csl  claii' 
que  ces  ehangeuieuts  ne  i'eroni  point  varier  les  (juantilcs  /  el  //.  Ainsi, 
comme  ces  nouvelles  permutations  soni  aussi  indépendantes  des  précé- 
dentes, on  en  conclura  ijue  les  six  valeurs  île  /  et  u  se  réduiront  à  trois, 
en  sorte  que,  parmi  les  vingt-quali'c  valeurs  de  /  et  ii,  il  ne  s'en  lionvera 
efTectivement  (|ue  trois  dillerenles  entre  (dles,  dont  clnnune  sera  repétée 
huit  fois. 

Il  y  a  encore,  a  la  vérité,  un  échange  qui  ne  produit  aucune  variation 
dans  les  quantités  t  et  u  :  c'est  celui  de  a  en  d  el  h  en  c  ii  la  t'ois;  mais  il 
ne  doit  pas  entrer  en  ligne  de  compte,  parce  qu'il  est  déjà  rent'crnn''  dans 
les  précédents. 

De  là  on  peut  conclure  (|ue  les  é(juali(nis  en  /  et  a  du  vingt-(|uatrième 
degré  ne  poui'ront  renfermer  (pie  trois  racines  diliéicnles,  dont  chacune 
en  aura  sept  autres  d'égales,  de  sorte  que  ces  é([uations  ne  seront  autre 
chose  que  des  équations  du  ti'oisicme  degré  élevées  à  la  huiliènn'  puis- 
sance. 

44.   Nous  venons  donc  de  voii'  à  priori  (|nc  les  valeurs  dill'ereiiles  île  / 
ne  peuvent  être  qu'au  nondne  de  trois,  ainsi  (pie  c(dlcs  de  // ;  or  il  est 
III.  37 
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Aicilc  (If  Iroiivci'  que  ces  v;ilcius  seroni,  poiii-  l;i  i|uaiitité  t, 

2  MP  +  NQ)       2i.VI'P'-hN'Q')       2  M    P'  ~  N" Q" 
PM- Q^     '  P'M   Q'^       '  P"^  -"-  Q"= 

cl  |)(iiir  l;i  (iiuiiilitc  u. 


df  sni-|('  (|u'nn  ;mr;i    43y 

2    MP^NQ)        ,„_  a   M'P'-f-N'Q'  ,„_  ■2,M"P"+N"Q") 

el 

"-p^_-rv'  «     p' +0-'  "  ^  r'^KY-- 

Kli'tHiivcmcnl.  si  l'dii  iiicl  ces  viilciirs  (hms  les  ((icllicients  E ,  F. .  . .  dfs 
é(|iiati(jiis  en  /  et  en  u,  lesquels  doiveiil  elre,  eoniiiie  on  sait,  exprimés 
ainsi 

E  =  r-(- /"-h/"',     F  =  /'/"-(-/'/'"+ r'r",    G  =  /'r'/"', 

H=:  II!  ^  u"-{-  II!",       K  =:  liu"+  u'u"+  u"h\        L  =r  ll'lt'll'", 

OU  aura  des  funetiuns  de  a,  h,  c,  d,  (|ui  denieureroul  les  mêmes,  quehjue 
peiHiulation  (|u'ini  lasse  enire  les  ([uauliles  a,  h.  c,  d,  et  (|ui  [louiidul 
par  eonsequeut  s'exprimer  pai'  des  tunetious  ralionn(dles  des  eoetlieients 
m,  n.  p.  q  de  hi  [iruposee  dont  les  (|uanlités  a,  h,  c,  d  sont  les  racines. 
De  sorte  (ju'oii  pourra  par  ee  moyeu  trouver  directement  les  valeurs  des 
eoefiicients  dont  il  s'agit,  comme  nous  l'avons  déjà  prali(|ué  plusieurs 
Ibis  dans  le  cours  de  ces  recdicrclies. 

Au  reste,  dès  tpi'on  connaiira  les  trois  racines  /  ,  /",  /  de  l'e(pialiiiu 
en  /.  on  pourra  par  leur  luoyeu  trouver  les  racines  correspondantes  //  , 
//  .  //  de  ré(|uation  en  u.  sans  être  oldige  de  résoudre  aucune  e(|uatiou. 
(>ar  si  l'un  jircud  ces  ti'ois  ex|)icssious 

C  u'-h  t"  u"  -^  I  '  II'" , 
t'-ii—  t  -u'  >-  l"'u"', 
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et  (|ir(iii  y  iiictlc  il  l;i  |iliicc  de  /  .  /  ,  /  et  //',  //' ,  //  Icilis  viili'iirs  ci-dcssiis 
«'Il  r/,  h,  r,  d.  (III  verra  aiseiiieiil  (|ue  les  lunclidiis  résiillaiil  de  (t.  h,  c.  il 
seront  telles,  (|ii'elles  ne  eliangoronl  poiiil  de  toriiie.  (iiiehjiie  |ieriiiii- 
talion  (lu'on  v  lasse  entre  les  quantités  «,  A,  c.  d,  de  sorte  (ju'(dles  seront 
toujours  expiiniahles  par  des  f'onetions  rationnelles  des  coenieienls  m, 
n,  p,  q  de  ré(|iialion  proposée.  Ainsi  l'on  pourra  trouver  les  valeurs  des 
expressions  dont  il  s'agit,  iiioveiinanl  (|iioi  on  aura  trois  équations  par 
lesquelles  on  deteiiniiieia  aiséineiil  les  trois  iiicdiiiines  u' ,  //",  u" .  {Voyez 
la  Seelion  (|natrii'ine. 

45.  Nous  étant  doue  assurés  ù  priori  i\[\c  Va  rcdnite  àw  sixième  degré,  à 
la(|uelle  doit  conduire  la  iiiélliodeen  question,  pourra  toujours  s'abaisser 
au  troisième,  voyons  maintenant  le  procédé  du  calcul  que  cette  méthode 
exige.  On  reprendra  donc  l'équation  subsidiaire  (40 

.r'  -hfx-  -h  gx  -h  fi  -f-  >■  =;  o, 

et  l'on  cherchera  par  la  méthode  ordinaiie  (llj  les  conditions  nécessaires 
pour  que  cette  équation  ail  une  racine  commune  avec  la  proposée 

x'  -h  mx^  -i-  nx-  -+-  px  -\-  q  ^^  o. 

On  divisera  donc  d'abord  le  polynôme 

X*  -î-  mx^  -+-  nx-  -T-  px  -i-  ly 
par  le  polynôme 

x^  ^fx"^  -^  gx  +  //', 

en  faisant  pour  plus  de  simplicité  IÙ  =  h-\-y,  et,  abstraction  laite  du 
quotient,  on  aura  ce  reste 

en  supposant 

M  =  «-§■-/  '"-/), 
'  N'  =  y^  —  h' ^  g  ni—f). 

On  divisera  maintenant  le  (|uatrinôme  x'  -i-/r^  -h  gcc  -+-  />'  par  le  trinôme 

37. 
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.M.r-  +  N'a;  t-  P',  <■(  Ton  imia  ce  nouvi'aii  ri'sle 


P'-NY       V^         .    ,,       P'./'       -VP' 


o. 


(]ni,  iir  rcnrfiiiiaiit  i|m'  l.i  [nriiiicic  |im^saiirc  dr  i-,  iti'vra  |)ar  (■(iiisn|Ui'iil 

clrr  II' ilivisfiii- coiiiiiiini  clicnlu'.  Faisant  (liuic  i-c  divisoiir  égal  i>  zéro, 

1)11  rii  lircra 

_  _       M'A'MP7+ VP'  — 

•       -^  -  ~  >p  o-  -  M    P' ^  N'/)  -f-  N'^ ' 

valiMii-  (|iil.  flaiil  >iiltstituée  (laiis  l"é(|uatiiiii 

(loiiiicra  les  eoiuiitions  clieichées. 
Faisons  maintenant 

N  — /(  —  A  —  i;  /«  —  y  , 

p  rz=  y  -  A    /«  -  /  , 

cL  à  cause  de  li  ^  h  -^v,  on  aura 

N'=N— j-, 

P'^p_     ,„  —   f     ,.; 

dune,  >ul)slituant  ces  valeurs  dans  re\|iression  de  i ,  et  su|)[josanl  de  plus 

Q=M^/)  -MP/-f^NP, 
R  =  M=^   M/-N  /-P, 
S  =  M'i;  -  M    P  -^  N/  -i-  N-, 

T=:M/«-  2N, 


on  aura 


S-hT)H-)'  ' 


el  I  eipiatinn  de  ciiiKlition  sera 


M   O-R)--   /)(-/)j-=]=-hi:.)-  — Ni  [Q  +  R.r-(-  m—fy'-\'i-'Xy-^Y-, 

-+-[P-    w— /    )•!   S-T)-+-)-'>  =o, 
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latjiicllc,  (■Iniit  (l(''V('l(>|)|)('(' et  (inldniK'c  |i;ii- i;i|)|)(>il  ;in\  pnissuiiccs  de  y. 
se  tniiivct'ii,  ii|)irs  les  ri'diKiioiis,  de  hi  t'niiiir 

y.K  _^,  ^y.i  ^  Wy.i  -(-  Cj  4-  D  =  o, 

(•(iiiniic  iKUis  riivdiis  (Icjii  iiionlrc  [iliis  liaiil. 

Dans  {{•[W  ('(iiialioii  en  l' les  cocllic'u'iils  A,  H,  (1,  D  seront  des  I'uik  lions 
ralionnellos  et  entii'res  des  trois  indéterminées  /^  ^.  h,  et  les  dimensions 
(le  ces  indélerniinees  ne  passeront  pas  le  |)reniier  dei^ré  dans  le  eoelli- 
eienl  A,  le  second  degré  dans  le  eoellieienl  15,  cl  ainsi  de  snile,  eont'or- 
niément  ii  ce  qu'on  a  déjà  prouvé  à  priori.  Ainsi,  ponr  réduire  ré(|nation 
précédente  à  deux  termes,  on  fera 

A  ;=  o,     B  =  o,  ■  C  =  o, 

équations  d'où  l'on  tirera  d'ahord  les  valeurs  de  g  et  h  en  /',  et  ensuite 
une  équation  finale  eny  (|ni  sera  du  sixii'iiie  degré,  mais  (|ui  sera  réduc- 
tible au  troisième,  comme  on  l'a  démontré  ci-dessus;  car,  en  divisant 
cette  équation  par  une  é(|nation  du  second  degré  telle  (|ue 

on  trouvera,  pour  (pie  la  division  puisse  se  faire  exactement,  deux  équa- 
tions (le  condition  entre  t  et  u,  à  l'aide  desquelles  on  pourra  d'alKU-d  dé- 
terminer u  en  t,  et  ensuite  on  aura  une  équation  finale  en  /  (|ui  ne  sera 
(pie  du  troisième  degré.  Résolvant  donc  cette  équation  du  troisième 
degré,  on  connaîtra  t  et  de  là  u:  après  (juoi  on  aura/par  la  résolution  de 
l'équation  ci-dessus  du  second  degré,  et  de  là  g  et  /;  [»ar  des  équations  li- 
néaires. Ainsi  l'on  connaîtra  la  valeur  de  tous  les  coeflicientsD.Q,  R,  S, T. 
Or  ré(]uation  en  y,  étant  réduite  à  celle-ci 

r'  -hB  —  o 

par  l'évanouissement  des  termes  intermédiaires,  donnera  les  quatre  va- 
leurs de  y 

±:!/~-D     et     ±i'— T)v'-^ 

lesquelles,  étant  substituées  successivement  dans  l'expression  de  x  ci- 
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dessus,  donneront  les  quiitrc  racines  de  la  proposée.  Au  reste,  comme 
ce  calcul  conduit  à  des  formules  assez  compliquées,  nous  nous  conten- 
tons de  rindi(|uer,  et  nous  allons  plutôt  chercher  des  moyens  de  le  sim- 
plititT. 

4(i.   Puisque  la  lacine  x  est  de  la  forme 

la  <juantité  V  devMiil  être  déterminée  par  i'é(|uation  ii  deux  teiines 

r'  ^  D  =  o, 

il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  l'éduire  l'expression  de  x  à  cette  forme 
plus  simple 

:r  r=  rt  —  br  —  cy'  -+-  dy\  ■ 

a,  h,  c,  d  étant  des  coefficients  dépendants  de  Q.  R Car  si  l'on  mul- 
tiplie d'abord  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction 

Q  H-  Rr-t-   m  —fir- 

par  S  —  T;»'—  y^  le  dénominateur  de  la  nouvelle  fraction  deviendra 

(S-i-.r' =— T-y,     c'esl-à-dire     S= -i- (  2S  —  Pj  r'  — .>■', 

et,  en  mettant  —  D  ii  la  place  de  v', 

S=-D-    2S— P   y'; 

donc,  iiiiiltijtliant  encore  tant  le  numérateur  que  le  ilenominateur  par 
S-  —  D  —    2S  — T-jj-,  le  nouveau  dénominateur  sera 

ou  bien,  à  cause  de/'  =  —  D, 
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où  il  n'y  ;iiiia  plus  de  >•.  Ainsi  l'on  |)(iiiri"i  Ciiiic  cvMiKinir  v  du  ilciKuui- 
iKilcur  (le  l'expression  de  x  en  le  luullipliaut ,  aussi   bien  (|iic  le  uuuic- 

ralcui',  paf 

^S  -  Tr  +  j>)  [S=  -  D  --  (9.S  -  P)  r]  ; 

or  parce  ukivcu  le  uuuiérateur  deviendra  un  polyiiiuiie  où  v  luoutera  au 
sixième  degré;  doue,  en  v  suhstiluaul  —  D  ii  la  [daec  île  v',  ~  l)y  ii  la 
place  de  y^  et  —  Dy-  à  celle  ^('  y'^ ,  il  iic  s'y  trouvera  plus  (|ue  les  puis- 
sances y,  y-  et  y,  en  sorte  (|ue  l'expressioii  de  x  sera  de  la  foiine 

a  -h  by  -H  cy"^  H-  dy'-. 

iVlainleiiaut,  eiuuuie  la  substitution  des  valeurs  de  r  tirées  de  re(|ua- 
tion  y'  +  D  --  ()  doit  donner  les  quatre  lacines  .r  de  la  proposée 

x^  +  mx\  -4-  nx'  +  \)x  -i-  </  =  o, 

on  pourra  regarder  cette  équation  comme  résultant  de  rélimiiiation  iV'  y 
dans  ces  deux-ci 

ji-  =  a  +  hy  -I-  cy'^  +  dy'     et     >'  4- 1)  —  o, 

et  la  comparaison  des  termes  homologues  donnera  (juatre  équations  pai- 
lesquelles  on  pourra  déterminer  <|uatre  {|nelcon(|ues  des  cinq  coelli- 
cienls  a,  h.  c,  d  et  D,  le  cinijuième  pouvant  toujours  étie  pris  ii  volonté. 

C'est  la  méthode  (jue  MM.  Euler  et  Bezout  ont  proposée  pour  la  réso- 
lution des  équations  du  (|uatrième  degré  dans  les  .Mémoires  cités  ci- 
dessus  (18  j. 

M.  Euler  fait  c  =  i .  et  il  (riuive  par  l'cdimination  des  trois  autres  indé- 
terminées a,  h,  d  une  réduite  en  D  du  troisième  degré.  M.  Bezout,  au 
contiaire,  lait  d'alnn'd  D  —  —  i ,  et  il  trouve  une  réduite  en  c  du  sixième 
degré  résoluble  à  la  maniëie  des  équations  du  troisièuu'.  parce  (in'idle 
ne  contient  aucune  puissance  impaire  de  rincounue.  M.  Bezout  f'ail  voir 
en  même  temps  que,  si  au  lieu  de  chercher  c  ou  cherchait  h  ou  iJ,  on 
tomberait  dans  une  réduite  du  vingt-quatrii'me  degré,  avec  des  exposants 
multiples  de  !\,  et  par  conséquent  résoluble  ii  la  manière  des  équations 
du  sixième  degré.  Il  fait  voir  de  plus  (|ue  si  l'on  cherche  une  réduite 
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lidUl  Ixl  sdil  l;i  racine,  elle  ne  sera  (|iic  du  Iroisiè-iiif  (l('i>ré;  cl  par  là  il 
(li'iiKiiilic  ([lie  la  icduilc  en  1>  on  en  d  ne  icnrcrnici'a  que  les  diUiciiltés 
(In  lidisii'mc  degré,  puiscin'idlr  |Hinira,  à  l'aide  de  l'équation  en />f/,  se 
di'(()ni|)i)sei'  en  trois  é(]ualions  dn  hiiitiènie  degré  avec  des  exposants 
nuilliples  de  '\,  les(|uelles  seront  par  conséquent  résolubles  à  la  manière 
de  ('(dles  du  second. 

Nous  nous  conlenlons  (riridi(|ner  ici  ces  résultats,  puis(|nr  le  Iccleni 
peut  aisément  les  lrou\cr  de  lui-inénie  s'il  n'est  pas  à  jHirtee  de  ((insulter 
les  Mémoires  cites;  mais  nous  allons  clierclier  à  priori  la  raison  de  ces 
résultats.  couMue  nous  l'avons  prali(|ue  jus(|u'ici. 

47.  Nommons  x' ,  x",  x'",  j"  les  (|ualrc  vale'urs  de  .r,  c'est-à-dire  les 
racines  de  la  piopos(''e,  et  les  (]iiatre  \aleurs  de  v  tii'ees  de  re(|uati(ui 
v'  ^-  D  =  1»  étant  ±  v  —  D,  ±  \  —  D  y  —  i ,  on  aura,  par  la  siili>tilulion 
successive  de  ces  valeurs  dans  l'cMjuation 

X  =  «  -f-  /*)•  +  (■»••■  -r  (/)■', 
ces  (|uatre-ci 

x'  =a^  b  (/ -HD  +  c  ^ÏP  ~  d  V  — T>, 

x'  =a—  bl/  —  l)-hc  v'F'  -  d  V  '-  D', 


x"'  =  a-r  fty/— D  y  — I  —  cl  D'-  f/v  — D^y  — r, 
x'^^a-  b  v' -H)  y  '-  I  -  Cy  D^  -f-  '/  \  -  ÏT'  \  -T. 

si  l'cui  ajoute  d'aliord  ensemble  ces  (juatre  e(|uation.-  on  aura 

.r'  -I-  x"-¥  x"'  +  x'*  =  4«  ^  —  "'. 
d ' ( >  il 


Knsuite,  si  l'on  iàil  deux  sommes  a  |>art  des  deux  premières  et  des  deux 
dernières,  on  aura 

x'  -f-  x''  =  2«  -I-  2C  v'D-, 

x'"-*-  .r"=  2fl  —  ic  V  D-, 
fl'nii  l'on  tii'c 

i  rr.  — fi      •*■'  -+-  ^"—  ■*■"  —  J-'" 

c  .    I)-  =::  c  i  —  D  = 7 • 

4 
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Donc,  liiisiinl  ;iv('c  i\l.  l'jilcir=  i,  on  iiuiii 

/y  -4-.r"— .r'"-  x"y 

El  il  csl  l'acilc  de  (dnclnic  di'  (cIlc  expression  de  |)  (jnc  re(|iiation  en  D 
sern  eil'eelivenienl  du  troisii'iiie  degré,  eoiiniie  M.  Eiiler  l'a  trouve,  eai' 
elle  ne  sera  aiilie  cliose  (|iie  la  réduite  en  /  trouvée  plus  haut  (32).  dans 
la<|uplle  ou  luettiait        rGD  à  la  place  de  /.  puisqu'on  a  (ait 

/  =  i'  —  (  «  +  6  —  c  —  dy, 

a,  b,  c,  d  désignaiil  dans  ce  numéro-là  les  quantités  (pie  nous  dénotons 
maintenant  par  x',  x",  x'",  x",  c'est-à-dire  les  quatre  racines  de  la  pro- 
posée. 

Mais  si  M.  Euler.  au  lieu  de  supposer  c=  i,  avait  supposé  /*  =  i ,  sa 
réduite  en  D  n'aurait  plus  été  du  troisième  dei;ré.  mais  (die  serait  moulée 
au  sixième. 

(^ar,  si  des  quatre  équations  ci-dessus  on  prend  la  dillerence  des  deux 
premières  et  la  diflérence  des  deux  dernières,  on  a  ces  deux-ci 

x'  —  x"  ^=  -ihl'  —  D  -r-  2</ ^  —  D', 
d'oii  l'on  tire 


/'  ;■  -  D 


x' 

^x"- 

x"'—  x'" 

'v'-' 

x' 

-  x"-\- 

4 

..x'"  —  x^" 

V  —  1 

De  sorte  qu'en  faisant  h  =  i  et  prenant  les  quatrièmes  puissances  ou  aura 

^       \x'-  x"-  [x'"-  ^"'1  v/^^T 
-D=|^ 4 J' 

quantité  qui  doit  dépendre  d'une  équation  du  sixième  degré,  comme  on 
le  veri'a  dans  un  moment. 

48.   Si  l'on  t'ait  avec  RI.  Bezout  D=  —  r.  on  aura   par'  les  Ibrrrrules 
III.  3» 
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piécédentes 


X   —  X" 

c  = 


d'où  Ton  peiil  concliiic  d'iilKnd  (|iic  i;i  lediiilc  en  f*  srr;)  du  sixième  degré 
avee  Ions  les  exposiiiits  pairs,  ainsi  (|iie  cet  Auteur  Ta  trouvé;  ear  il  est 
évident  que  la  valeur  de  —  D,  dans  l'hypothèse  de  M.  Euler,  est  la  même 
([ue  celle  de  r-  dans  l'Iivpollii'se  présente,  de  sorte  (ju'en  mettant  —  C"  à 
la  plaee  de  n  dans  la  réduite  de  .M.  lùilcr  on  aura  la  réduite  de  M.  Bezuut 
en  c.  Ia(|uelle  sera  par  ('(uiseciuent  du  sixil'ine  dci^ré,  résoluhle  ;i  la  ma- 
nière des  é(|uatious  du  Iroisii'me.  An  reste,  cette  réduite  en  c  sera  la 
même  que  celle  en  ;  du  n"  29,  eu  y  suhsliluaut  —  o.c  à  la  place  de  z. 

Voyons  maintenant  (pi-elle  devra  être  la  foi'ine  des  réduites  en  b  et 
en  d.  en  taisant  toujours  avec  M.  Bez^iutD-^:  ~  r.  On  aura  dans  cette 
hypothèse,  [)ar  les  l'ormnles  du  luuneru  précèdent. 


r-l  -r" If'" •»•'»      ./ 


X  —  X  —  [X   —  X"    V      I 


4 


X    —  X    -\-  [X     —  X'     I  y'  —  I 


d'où  \'m\  tireia  toutes  les  valeins  de  h  et  de  d  en  taisant  toutes  les  per- 
mutations possildes  entre  les  (|uatre  racines  a-',  x'\  x'" ,  .r"',  et  l'on  poui'ra 
jui^er,  [)ar  le  nomlire  et  la  toiine  de  ces  valeurs,  du  degré  et  de  la  nature 
deséipuitions  par  lesipudles  les  (puuititcs  b  et  d  doivent  être  déterminées. 
Donc  : 

i"  L'é(|uation  en  /;  sera  la  même  que  l'écpiation  en  d,  puisque  la  valeur 
de  d  résulte  de  celle  de  b  en  échangeant  entre  elles  les  deux  racines  r  . 
r",  de  sorte  que  les  valeurs  de  b  et  de  d  seront  les  racines  d'une  même 
équation  ; 

2"  Cette  étjuation  sera  eu  général  du  degré  4.3.2.1,  c'est-à-dire  du 
vingt-quatrième,  puis(|u'il  y  a  autant  de  |)erunilali(Uis  |)()ssihl(!s  entre  les 
quatre  quantités  .t' ,  a-",  x"\  x'^  : 

3"  Cette  équati(Ui  du  vingt-(|uatritMne  degré  auia  tous  les  exposants 
multiples  de  4,  car  il  est  facile  de  voir  ijiu'.  b  étant  une  de  ses  l'acines. 
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—  h,  h\  — I,  cl  -  l)\-    I  ou  scioiil  iuissi.  En  clicl,  itrcnanl  cuniiiif  |jlii.s 
IkiiiI 


x'—x-'—^aT-x'") 


V 


b 


il  est  visililf  (|iii'  la  (iiiiuilitc  />  (Icviciidia  -  h  en  crlKiniiCMiil  x'  v\\  :r"  el 
x'"  PI)  ar".  (|ir('llc  (IcviciKJra  b\  ^i  on  oohangoani  .r'  on  ,r"  ot  x" vw  x'\ 
ol  (|n'ontiii  ollo  iloxiondia  — b\l — i  on  oolKini>'oaiil  r  on  .c"  ol  .»  on  .r". 
Dono  il  l'andra  (|no  l'oijualion  on  h  (lonioiiic  la  nionio  on  \  pionant  h  no- 
galif  ol  on  y  nu^ttanl  ±b\j — i  à  la  place  ilo  h.  co  (|ni  oxiyc  (|n'ollo  no 
oonlionno  anoiino  pnissanoo  impaire  do  b  ni  auonne  puissance  pairciuonl 
impaire.  D'où  il  s'ensuit  (|u'on  l'aisanl  //'  n  c  on  aura  une  réduite  en  c 
du  sixième  degré.  VA  l'on  romaïujuora  que  cotte  loduile  en  i-  soia  la  uiiMno 
que  celle  en  D  dans  l'Iiypotlièse  de  b  =^  i  numéro  pi-éccdcnt  ;  cai'il 
est  visible  que  la  valeur  de  —  \)  est  la  même  que  celle  de  b''  ci-dessus. 

On  pourrait  démontrer  ici,  par  une  niétliodo  semblable  à  celle  dont 
nous  avons  t'ait  usage  dans  le  n"  42,  (|ue  cette  équati(ui  en  c  pourra  se 
décomposer  en  trois  équations  du  second  degré  au  moyen  d'une  réduite 
du  troisième;  mais  on  peut  le  prouver  d'une  manière  plus  simple  que 
voici. 

Je  fais  le  produit  des  quantités  b  ot  cL  jai 

,  ,       (x'  —  x"Y+  .x"'~  x'")- 


i6 
or 

x'  —  x"  ]-  +  i  x'"  —  *•"  )-  =  x"  +  x"'  +  x'"'  +  x'"'  —  2  ;  x'x"  -)-  x"'x"'  ) 

=  m'  —  ■?.n  —  2  :  x'x"  -+-  x"'x"  > , 

et  il  est  clair  que  la  quantité  x'x" -h  x'x^'''  est  la  nionio  (|uo  la  quantité  u 
du  n°  30  que  nous  avons  vu  dépendre  d'une  équation  du  troisième  degré; 
d'où  il  s'ensuit  que  l'équation  en  bd  sera  aussi  du  troisième  degré.  Kl 

comme 

ni'  —  111  —  2  « 


ID 


38. 
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tiii  iiuia  celte  équation  en  bd,  en  substituant,  dans  l'équation  en  «  <lii  nii- 

.    ,     m'  —  in  —  i6bd  ,  i       ,  i 

uicro  cite, a  la  place  de  it. 

Su|)|)osons  maintenant  que  p',  p",  p'"  soient  les  racines  de  celte  équa- 
tion en  hd,  on  aura  (numéro  cité) 

m' — 2/i        x'x'  -h  x"'j:'''       ,  , 

p    =  r. r. =;  OCl, 


P    = 


i6 

8 

m'  —211 

x'x"'  +  x"x"- 

i6 

8 

m-  ^211 

x'x-''-hx"x"' 

oi-,  si  l'on  multiplie  ensemble  les  deux  équations 

X'  —  X"  =z  2{b  -h  d),       X'"  —  X"  =  2  I  />  —  J  )  y  —  I 

du  n"  4-8,  on  a 

x'x'"  +  x"x"'  —  x"x"'  —  x'x"  =  ^{b---  d')sj—i; 
donc 


et.  prenant  les  carrés, 

6'- 2éV/=-h  (/*=  — 4ip'  -- p")'; 
mais  on  a  (l(>jà  bd  =^  p' :  donc 


et,  a  cause  de  d  ^  ^) 
o 


/,.+    ^=2p'=_4(p'"_p" 


h 

donc 

h»  —  2[p'- —  2  ,p'"  —  p")-]  A'  -t-  p''  —  o, 

é(|iialioii    du    liuiliéme    degré,    résoluble    ii    la    manière    {\i'    celles    du 
<leu\ii'me,  ce  (jui  s'accorde  avec  le  résultai  de  M.  Bezout. 

Au  reste,  il  est  à  propos  de  rtMnarcpier,  touclianl  la  réduite  eu  fi.  (|u'en 
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représentant  '25^    pai'   i,   «,   a-,   a'    les   (]iialrc   racines  ilr   r((|ii;iti(in 

a"'  —  1=0,  on  aiwa 

,        x'  -h  ccx"'  -h  x-x"  +  a.'x"' 

b   = ; > 


OU  Ijii'ii,  ce  (|ui  rcviiiil  au  même,  en  écliangeant  a"'  en  x" ,  x"  v\\  ,x"' et 

x"  en  .r"', 

,        x'  +  a.x"  +  «'.r'"  ■+-  a^x'" 
b=  ^ , 

expression  analogue  à  celle  qu'on  a  trouvée  pour  la  réduilr  du  iioisième 
degré  (n"*  6  et  19j,  ce  qui  sert  à  faire  voir  l'analogif  cnlrc  la  résolution 
du  quatrième  degré  déduite  de  celte  dernière  mélliode  et  celle  de  la  ré- 
solution des  équations  du  troisième  degré. 

49.   Si  l'on  reprend  les  équations  du  n"  46, 

X  =^  a  -h  by  -h  c)  '  -t-  lij-^, 
r'  -I-  D  =  o, 

et  qu'on  y  suppose  y"  =  ;,  on  aura  ces  deux-ci 

^  =   a  -h  cz  !  -h  {b  -h  dz}\/z, 

dont  la  première,  étant  délivrée  de  l'irrationnalité,  devient 

[X  —  «  —  rz  -  —  b  -  Jz  '^ z  ^=  o, 
laquelle,  a  cause  de  r.-=  —  D,  se  réduira  à  cette  foruie 

x'  -\-  f  -^  gz  X  ~  h  --  kz  '  o. 
De  cette  uianière  on  aura  donc  les  deux  équations 

3-  -  D  =  o, 

x'-h  (f  ^  gz  ,  X  -^  h  -h  kz  =^  o, 

i|ui.  pal-  l'eliuiinatiou  de  z,  donneront  une  équation  ilu  (|iiatiièuie  degré 
comparable  à  la  proposée 


X'  -+-  nix'  -J~  nx- 


px  -4^  ly  =  o; 
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(le  sorlo  que,  par  la  comparaison  des  ternies  analogues,  on  pourra  détei- 
niiner  quatre  des  einq  coenicients_/,  g,  h,  k  et  D,  le  cinquième  demeu- 
rant il  volonté. 

(^ette  méthode  revient  ;i  la  même  que  eelle  que  M.  Bezoul  a  donnée  à 
la  tin  de  son  Mémoire  de  lyfJa  sur  les  équations,  et  (|u'il  a  redonnée  dans 
le  Mémoire  lie  176"»,  page  048,  eomme  un  exemple  d"une  méthode  géné- 
rale (jui  s'étend  a  toutes  les  équations  dont  le  degré  est  marqué  par  un 
nombre  eom|)osé.  Dans  le  premier  de  ces  endroits  l'Auteur  suppose 
d'ahord  g  ^  —  i ,  {;{  il  trouve  une  é(]uation  finale  en  k  du  troisième  de- 
gré. Dans  le  second  il  fait  D  —  —  1 ,  et  il  parvient  à  une  équation  finale 
en  g  du  sixit'Uie  degré  avec  des  exposants  pairs,  et  par  conséquent  réso- 
luble a  la  manière  des  équations  du  troisième  degré. 

Pour  voir  la  raison  de  ces  résultats,  il  n'y  a  (ju'à  remarquer  que,  puis- 

(|ue  3  ^-  ±  \  —  D,  on  aura  ces  deux  éijuations 


r- 


'f-g^'~J)jx~-  h  -  If  V  —  D  -  o, 


dont  le  produit  doit  donner  l'équation  proposée;  de  sorte  qu'il  faudra 
que  l'une  de  ces  équations  renferme  deux  des  racines  de  la  proposée,  et 
que  l'autre  en  renferme  les  deux  autres.  Ainsi  l'on  aura,  par  la  nature 
des  équations, 


donc 


—  f-g^'—Dr^-X'—x".  /(-'/,   y  —  D 

-f-8 V  -  D  =  .r'"--  x'\      h^/,^  -  D 

—  2g-  y  —  I)  —  .r'  —  x"  —  x'"  —  :r", 
ok^^^^^7:7x'x"--x"'x'-\ 


Si  l'on  fait  d'abord  g  =1  —  i ,  t'I  iju'on  substitue  la  valeur  de  y  —  D  tirée 
de  la  première  équation  dans  la  seconde,  on  aura 


ar"x" 


et  de  là  on  peut  conclure  que  l'équation  en  k  ne  sera  que  du  troisième 
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degré;  car,  (|U('lque  pcniuilalioii  ([u'uii  fasse  outre  les  quatre  racines  j:', 
x" ,  x" ,  J?'*',  DM  n'aura  jamais  que  ces  Irois  valciii's  dilléreiiles  de  k. 


x'x"  - 

x'" 

'x" 

x' 

-1-  x"  — 

x'" 

—  x" 

x'x'"  — 

x" 

X" 

x' 

+  x'"  - 

x" 

—  X'- 

x'x"  - 

-  X 

"x"' 

x'  -V- x'-- —  x"  —  x'" 


d'après  lesquelles  valeurs  on  pourrail,  si  l'on  voulait,  tiiiuvcr  directe- 
luent  l'équation  nicnic  en  k. 
Si  l'on  fait  D  =  —  i,  on  aura 


X"  4-  X     —  X    —  X 


en  sorte  (jue  la  quantité  g  sera  la  même  cpie  la  (luantité  :;  du  u"  29,  cl 
qu'on  y  pourra  appliquer  les  conséquences  trouvées  au  n°  32.  Si,  dans 
cette  hypothèse  de  D  =  —  t,  on  cherchait  k  au  lieu  de  g,  on  aurait 


n   := 1 


et  l'équation  en  k  serait  aussi  du  sixième»  degré  avec  tous  ses  exposant? 
pairs,  ses  racines  étant 


x"x"—x'x'-'       XX'-'— x'x'"       x"'x"'—x'x" 


Au  reste,  cette  ecjuation  en  k  pourrait  se  dériver  aisément  de  rc(|uation 
en  II  du  n"  30;  car  puisque 

i- = el     f<  =  .r  X  -f- .r  V 

2» 

il  faut  se  souvenir  que  x\  r",  x" ,  a?"'  désignent  ici  les  mêmes  quantités 
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i|iir  (I.  h.  <■.  (I  dans  ic  luiiiH'iii  cite,  c'cst-ii-diie  les  racines  de  la  |ii(j|»()sée), 

on  aiH'a 

II'  —  4 1>-  =  -  ^x'x"x"'x"'  ==  4 ?  ; 

donc 

Ainsi,  si  dans  rc(iLiation  en  a  on  snl)stitue  colle  valeur,  et  qu'on  tasse 
ensuilc  disparaître  rinationnalité,  on  aura  une  équation  en  k  du  sixième 
degré,  dont  tous  les  exposants  seronl  multiples  de  2. 

50.  Nous  lermineions  ici  notre  analyse  des  mélhodesqui  concernent  la 
rés(dution  des  e(|uations  du  (|uatrièmé  degré.  Non-seulemenl  nous  avons 
rapproché  ces  méthodes  les  unes  des  autres,  et  montré  leur  liaison  et 
leur  dépendance  mutuelle;  nous  av(ms  encore,  ce  qui  était  le  point  prin- 
ci|)al.  donne  la  raison  à  priori  pour(|uoi  elles  conduisent,  les  unes  à  des 
réduites  du  troisième  degré,  les  autres  à  des  réduites  du  sixième,  mais 
(|ui  peuvent  s'ahaisser  au  troisième;  el  l'on  a  dû  voir  que  cela  vient  en 
général  de  ce  que  les  racines  de  ces  réduites  sonl  des  fonctions  des  quan- 
tilés  x' ,  x",  x'" ,  x" ,  telles,  qu'en  faisant  lentes  les  permutations  possihles 
entre  ces  (|uatre  quantités,  elles  ne  peuvent  recevoir  que  trois  valeurs 
différentes  comme  la  fonction  x'x" ^ x'x^'' .  ou  six  valeurs,  mais  deux  a 
deuxégaleset  de  signes  contraires,  comme  la  fonctiiui  x'  +  x'  —  x  —  x" , 
ou  hien  six  valeurs  telles,  qu'en  les  partagi-ant  en  trois  couples  et  pre- 
nant la  somme  ou  le  produit  des  valeurs  de  chaque  couple,  ces  trois 
sommes  ou  ces  trois  produits  soient  toujours  les  mêmes,  quelque  per- 
nmtation  (|u'on  fasse  entre  les  (]uantités  x' ,  x'\  x" ,  a",  comme  la  fonc- 
tion trouvée  au  n"  42.  C'est  uni(|uemenl  de  l'existence  de  telles  fonctions 
que  dépend  la  résolution  générale  des  e(|uations  du  (|uatriéuie  degré  (' j. 

I  '  )  L;i  longueur  déjà  trop  grande  de  ce  Mémoire  nou>  oblige  d  en  réserver  la  suite  pour  le 
volume  de  1771.  auquel  il  appartient  naturellement,  (in  y  trouvera  une  Analyse  générale  des 
méthodes  <le  MM.  Tschirnaus,  Euler  et  Bezout,  laite  par  des  principes  analogues  à  ceux  ijiie 
nous  avons  suivis  juscju  ici,  et  d'après  laquelle  on  sera  en  état  de  connaître  «  primi  les  résultats 
(pion  doit  attendre  do  l'application  de  ces  méthodes  au\  éipialions  (pii  passent  le  quatrième 
degré.  On  y  trouvera  aussi  des  remarques  générales  sur  la  résolution  et  la  réduction  des 
équations,  le.s(|uelles  serviront  à  jeter  un  nouveau  jour  sur  celte  partie  de  l'.XIgèbre. 
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SI-CTION  TROISIÉ.MI-:. 

DK  l.A  l\K.SOI.l  TION  1)  K  S  ÉQUATIONS  1)1'  C  I  NgU  I  È  M  i;  DKGRÉ  ET  DES  DEGRÉS 

ULTÉRIEURS. 

I,('  Problème  de  la  lésolulion  des  équalions  des  dci!;ré.s  supérieurs  an 
qualrième  est  un  de  eeux  dont  on  n'a  pas  encore  pu  venir  à  l)out,  (|U()i- 
que  d'ailleurs  rien  n'en  démonlre  l'inipossibililé.  Je  ne  connais  jusqu'à 
présent  que  deux  méthodes  (jui  paraissent  doiuier  (juehjue  espérance  de 
succès.  Ce  sont,  l'une  celle  de  M.  Tscliirnyus,  |)ul)liée  dans  les  Actes  de 
Leipsic  de  iG8i,  el  l'aulre  celle  (juc  .MM.  Euler  el  iiezoni  uni  proposée 
presque  en  même  leni|)s,  le  premier  dans  les  Xom'caux  Commentaires  de 
Pélershourg,  tome  IX,  et  le  second  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  pour  l'année  170').  Os  méthodes  ont  l'avantage  de  don- 
ner la  résolution  des  é(]ualions  du  troisième  et  du  (piatrième  degré  d'une 
manière  générale  et  uniforme,  comme  on  l'a  vu  dans  les  Sections  précé- 
dentes, avantage  (|ui  leur  est  particulier,  et  (|ui  jx'ut  par  conséquent  être 
ni)  préjugé  pour  leur  succès  dans  les  degrés  plus  élevés;  mais  les  calculs 
qu'elles  demandent  dans  les  équations  du  cin(|uième  degré  et  des  degrés 
ultérieurs  sont  si  longs  et  si  compli(|ués,  (|ue  le  plus  intrépide  calcula- 
teur peut  en  être  rehulé.  En  effet,  pour  appliquer,  par  exemple,  la  mé- 
thode de  M.  Tschirnaus  au  cinquième  degré,  il  faudra  résoudre  (|ualre 
équations  qui  renferment  quatre  inconnues,  et  dont  la  première  est  du 
premier  degré,  la  seconde  du  second,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que 
l'équation  finale  résultante  de  l'élimination  de  trois  de  ces  inconnues 
doit  monter,  en  général,  au  degrx'  dont  l'exposant  sera  1.2. '3. 4,  c'est-à- 
dire  au  vingt-qualrième  degré.  Or,  indépendamment  du  travail  immense 
qui  sera  nécessaire  pour  parvenir  à  cette  équation,  il  est  clair  que  quand 
on  l'aura  trouvée  on  n'en  sera  guère  plus  avancé,  à  moins  qu'on  ne 
puisse  la  réduire  à  un  degré  moindre  que  le  cinquième,  réduction  qui, 
si  elle  est  possible,  ne  pourra  être  que  le  fruit  d'un  nouveau  travîiil  plus 
considérable  (jue  le  premier. 

Suivant  la  méthode  de  M.  Euler,  on  parviendra  aussi  nécessairement  à 
III.  *  39 
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une  réduite  tlii  vingt-quatiième  degré;  ear  quu'uiue  cette  métliude  pa- 
raisse promettre  une  réduite  du  quatrième  degré  seulement,  par  la  rai- 
son qu'elle  ne  donne  pour  le  troisième  degré  (ju'une  réduite  du  second, 
el  pour  le  quatrième  degré  qu'une  réduite  du  troisième;  cependant 
M.  Bezout  remanjue  avee  raison  que  c'est  une  simplitication  accidentelle 
qui,  dans  le  (juatrième  degré,  rabaisse  la  réduite  de  M.  Euler  au  troi- 
sième degré,  laquelle  doit  être,  en  général,  du  degré  2.3.  c'est-à-dire  du 
sixième,  et  que  cette  simplitication  n'a  lieu  que  parce  que  l'exposant  4 
est  un  nombre  composé.  Nous  en  avons  donné  la  raison  à  piiorî  dans  la 
Section  précédente,  et  nous  y  avons  aussi  fait  voir  que  .M.  Euler  serait 
nécessairement  tombé  dans  une  réduite  du  sixième  degré  s'il  avait  cher- 
cbe  à  déterminer  par  l'élimination  une  des  deux  autres  inconnues  (jui 
entrent  dans  ses  formules.  Ainsi  l'on  n'a  d'avance  aucun  fondement 
d'attendre,  pour  le  cinquième  degré,  une  réduite  d'un  degré  moindre  que 
le  vingt-quatrième,  par  la  méthode  de  31.  Euler;  et  si  cette  équation  est 
susceptible  de  quelque  réduction,  ce  ne  sera  qu'à  l'aide  d'un  grand  nombre 
de  tentatives  et  de  calculs  très-laborieux  (ju'on  pourra  s'en  assurer. 

{>es  inconvénients  doivent  avoir  lieu  de  même  dans  la  méthode  de 
M.  Bezout,  qui  ne  diffère  point  de  celle  de  .M.  Euler,  si  ce  n'est  (|u'elle 
d(jnne  des  réduites  plus  élevées  en  apparence,  les  exposants  y  étant  tous 
des  multiples  de  l'exposant  du  degré  de  l'equatiou  proposée.  Ainsi,  dans 
le  cinquième  degré,  on  a,  d'après  la  méthode  de  M.  Bezout.  une  réduite 
du  cent  vingtième  degré  avec  des  exposants  multiples  de  5;  de  surte 
qu'elle  é(]uivaut  à  une  équation  du  vingt-quatrième  degré. 

Ce  savant  Auteur  pense  à  la  vérité  que  cette  réduite  du  cent  vingtième 
degré,  regardée  coumie  une  équation  du  vingt-quatrième  degré,  ne  doit 
renfermer  que  les  ditlicultés  des  degrés  inférieurs  au  cinquième,  et  ses 
raisons  sont  :  i"  (juc  l'expression  des  racines  des  équations  du  cinquième 
degré  ne  peut  renfermer  d'autres  radicaux  (|ue  ceux  de  ce  degré  et  des 
degrés  inférieurs;  2"  que  par  conséquent  les  racines  de  la  réduite  de  ce 
degré  ne  doivent  renfermer  que  les  mêmes  espèces  de  radicaux,  c'est-à- 
dire  des  radicaux  cinquièmes,  quatrièmes,  etc.;  '3"  cjue  comme  les  ra- 
cines de  la  réduite  du  cent  vingtième  désiré  doivent  être  les  racines  cin- 
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(luii'mcs  (le  celles  d'une  é(iiiiilioii  du  viiii;l-(Hiiilri('iiie  degré,  les  r;idie;iii\ 
einquièmes  seroiil  mis  en  évidence  pnr  là,  en  sorte  que  les  racines  de 
cette  équiilion  du  vini;l-(jiiiilrième  degré  ne  pourronl  |)liis  reMlcrmei'  que 
des  radicaux  inférieurs,  cl  (pi'ainsi  sa  résolution  ne  devra  dépendre  (|iie 
des  degrés  inférieurs  au  cinquième.  Mais  cette  conclusion,  si  j'ose  le  dire, 
me  pai'ait  un  peu  forcée,  car  j'avoue  (pie  je  ne  vois  pas  iiien  clairement 
l'c  qui  pourrait  em|)écliei' (pie  l'expression  des  racines  de  l'équation  du 
vingt-quatrième  degré  dont  il  s'agit  ne  contint  encore  des  radicaux  ciii- 
(juièmes;  du  moins  il  n'est  i)as  démontré  que  cela  ne  puisse  al)Solumeiil 
«voir  lieu;  ainsi  il  pourrait  bien  arriver  (|ue  cette  é(puition  du  vingt-(|ua- 
trièine  degré  renfermât  encore  toutes  les  dillicullés  de  l'équation  pro- 
posée du  cinquième  degré;  au(|ucl  cas,  après  avoir  trouvé  celte  équation 
par  des  calculs  très-pénibles,  (ui  n'en  serait  (|iie  plus  éloigné  de  la  réso- 
lution de  l'équation  proposée. 

Il  résulte  de  ces  réflexions (|u'il  est  très-douteux  que  les  méthodes  dont 
nous  venons  de  parler  puissent  donner  la  résolution  complète  des  équa- 
tions du  cinquième  degré,  et  à  plus  forte  raison  celle  des  degrés  supé- 
rieurs; et  cette  incertitude,  jointe  à  la  longueur  des  calculs  que  ces  mé- 
thodes exigent,  doit  rebuter  d'avance  tous  ceux  (pii  pourraient  être  tentés 
d'en  faire  usage  pour  résoudre  un  des  Problèmes  les  plus  célèbres  et  les 
plus  importants  de  l'Algèbre.  Aussi  voyons-nous  que  les  Auteurs  mêmes 
de  ces  méthodes  se  sont  contentés  d'en  faire  l'application  au  troisième  et 
au  quatrième  degré,  et  que  personne  n'a  encore  entrepris  de  pousser 
leur  travail  plus  loin. 

Il  serait  donc  fort  h  souhaitei'  ([ue  l'on  piit  juger  à  priori  du  succès 
que  l'on  peut  se  promettre  dans  l'-application  de  ces  méthodes  aux  degrés 
supérieurs  au  quatrième;  nous  allons  tacher  d'en  donner  les  moyens  par 
une  analyse  semblable  à  celle  dont  nous  nous  sommes  servis  jusqu'ici  à 
l'égard  des  méthodes  connues  pour  la  résolution  des  équations  du  troi- 
sième et  du  (|uatriènie  degré. 


39. 
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51.   ('.oiisidcnins  en  génénil  l'équation  du  'j.'"'""  degré 

(  a  )  x-^  -+-  m  X'"^- '  -+-  Il  x''"-^-  -î-  j) x'"-^  '  +  ...=:  o. 

Snivjiiil  la  nielliode  de  M.  Tsehiniaus  ou  |)rendra  une  équation  subsi- 
diaire, ((die  que 

(  h  X''  -h  fx'r-'  -+-  gx^^^  -i-  .  .  .-h  y  =  o, 

(|ui  ((Uitient  fj  indéterminées /,  g,...  avec  une  nouvelle  inconnue  >';  on 
éliminera  par  le  moyen  de  ces  deux  étjuations  l'inconnue  x,  et  l'on  aura 
une  transloi-mée  en  j  qui  sera  du  même  degré  p,  (jue  la  proposée,  et  ()ui 
aura  celte  forme 

■: c ;  x*"  +  A j-i*-'  H~  B j^-=  -t-  Cj'-i'"^ -h. .  .  —  o, 

où  les  coellicients  A,  B,  C,...  seront  des  fonctions  rationnelles  et  entières 
des  coellieients  indéterminés,  y,  g,...,  et  où  l'on  aura,  en  particulier, 
A  égal  à  une  fonction  de  la  première  dimension,  B  égal  à  une  fonction 
de  la  seconde  dimension,  et  ainsi  de  suite  fl4). 

Or,  ayant  o  indéterminées,  on  pourra  par  leur  moyen  faire  évanouir, 
dans  la  transformée  en  j',  p  termes  à  volonté,  ou  bien  établir  entre  ces 
termes  telles  relations  qu'on  voudra.  (Ie[)en(lantes  de  o  équations,  el  par 
là  rendre  ré(|uation  en  y  résoluble,  ou  an  moins  réductible  à  une  équa- 
tion de  ilegré  inférieur.  La  résolution  de  celte  équation  en  y-  donnera 
sui'-le-cbamp  celle  de  l'équation  |)roposee  en  x,  car  nous  avons  démon- 
tré (11^  que  l'équation  en  y  renferme  les  conditions  nécessaires  pour(|ue 
les  deux  équations  d'où  l'on  a  éliminé  .r  aient  une  racine  commune;  de 
sorte  (|ue  la  valeur  de  x  ne  pourra  éti'e  (|ue  la  racine  commune  aux  deux 
•  ■(pialions  (a)  el  (b),  qu'on  trouvera  en  (du-rcliant  leur  plus  grand  coin- 
uuni  (iivis<'ur  el  l'éealant  à  zéro. 

On  fera  j)our  cela  l'opération  ordinaire,  qu'on  continuera  jusqu'à  ce 
(ju'on  parvienne  à  un  reste  où  x  ne  soit  plus  (jue  linéaire  :  ce  reste  sera 
le  diviseur  cherché;  ou  bien,  ce  (]ui  revient  au  même,  on  éliminera  suc- 
cessivement des  deux  équations  précédentes  les  puissances  de  x.  juscju'à 
ce  qu'oi!  arrive  à  une  équation  qui  ne  renferme  que  la  première  puis- 
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siiiico  (le  .r,  cl  il  csl  ;iisc  de  pioiivfr  ([lie  celte  é(|Uiitinii  sci"i  de  Li  l'oiiiic 

F-f-Gj  +  Hj-'+  ■■■-''  Kj-''-f-(L  +  Mj-r-Nj-  +  ...T-Uj'''i*-  =  o; 

(l'on  Tnii  aiirn 

F  -f-  G  r  -+-  H  r=  + . .  .  ^  K  r' 

L  +  M  j  -H  N  j-  + . . .  +  R  j* 

A  etaiil  égal  a  —  si  jj.  est  pair,  et  égal  a  ' si  a  esl  iii)|)aii'. 

De  cette  manière  on  aura  donc  .r  exprimé  par  une  l'onction  ralionnelle 
(le  j,  de  sorte  que  si  l'on  connaît  toutes  les  p.  valeurs  de  y,  on  aura  par 
leur  substitution  successive  les  p.  valeurs  correspondantes  de  .«•  (|ui  se- 
nuit  les  racines  de  la  proposée. 

52.  Cette  méthode  est,  comme  ou  voit,  très-sim|)le  cl  Irès-générale; 
mais  la  difficulté  estde  pouvoir  déterminer  les  indéterminées _/,  g,  h,..., 
en  sorte  que  la  transformée  en  v  soil  résoluble. 

La  supposition  la  plus  naturelle  et  en  même  temps  la  plus  générale 
(|u'on  puisse  faire  pour  cet  objet,  c'est  d'égaler  à  zéro  les  coeiricients  A, 
B,...  de  tous  les  termes  intermédiaires;  en  sorte  que  l'équalion  en  r  se 

réduise  à  cette  forme 

y^  +  V  —  o, 

dont  on  peut  toujours  avoir  immédiatement  une  ou  deux  racines  suivant 
(|ue  u.  est  impair,  ou  pair,  et  dont  les  autres  racines  ne  dépendent  plus 

(|ue  d'une  équation  du  degré  '^ ou f'21),  outre  ([u'on  peut  aussi 

les  déterminer  toutes  directement  par  la  division  de  la  circonléreiue  du 
cercle  (23). 

Il  faudra  donc  prendre  dans  ce^cas  s  ^^u.—  t  pour  avoir  autant  (Tiu- 
déterminées  que  d'équations  a  remplir,  et  l'on  tombera,  en  général,  dans 
une  équation  iinale  du  degré  1.2.  3. . .(  u.  —  i),  comme  on  l'a  prouvé 
dans  le  n°  14. 

Si  l'exposant  ij.  est  un  nombre  composé,  en  sorte  que  l'on  ait  a.  =  vw, 
il  est  clair  qu'on  pourra,  en  faisant  >"^=:  s  et  faisant  disparaître  tous  les 
termes  de  l'équation  en  y  dont  l'exposant  ne  sera  pas  divisible  par  -, 
réduire  cette  équation  en  une  équation  en  z  du  degré  inférieur  v.  On  aura 
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(Idiic,  dans  ce  cas,  v  {^  —  i)  ternies  à  faire  disparaître;  par  conséquent  il 
faudra  prendre  |0  =;v(sr—  ij  pour  avoir  autant  d'indéterminées,  et  de 
ce  (|u"on  a  démontré  dans  le  n°  14  il  est  facile  de  conclure  que  l'équation 
tinalf  (|u"(iM  aura  dans  ce  cassera,  en  général,  du  degré  marqué  par  le 
nombre 

1.2.3...  ÎT5  —  I    (73  -    1     ro  -I-  2  ...i  2cr—  I  )i  aro  -f- 1     a nj  —  2  ...  3ro  —  i  ...  vîb  —  1  , 

c'csl-ii-dirc  du  degré 


ni  l)ien  de  celui-ci 


1.2. 

3.4. 

■■[l>-- 

-  I 

-  I 

m 

.257 

.355. 

.  .    V  - 

57 

■> 

V 

-r-  I  1 

!•>  ^ 

2   .  .  . 

'  "• 

-    I 

w' 


Tels  seront  donc  les  degrés  auxquels  pouiront  monter  les  réduites 
(|u'il  faudra  résoudre  lorsqu'on  voudra  faire  usage  de  la  méthode  de 
.M.  Tscliirnaus;  mais  il  peut  se  faire  que  ces  réduites  soient  telles  qu'elles 
puissent  s'abaisser  à  des  degrés  moindres  :  c'est  ce  qu'il  serait  comme 
impossible  de  reconnaître  à  posteriori,  c'est-à-dire  par  la  forme  même  de 
ces  réduites,  mais  on  pourra  s'en  assurer  à  priori  par  la  considération  de 
leurs  racines,  regardées  comme  des  fondions  de  celles  de  l'équation 
|)roposée,  el  de  l'équation  transformée  en  v,  ainsi  (|u'on  va  le  voir. 

53.  Désignons,  en  général,  par  x' ,  x' ,  x"',  x",  ...  les  ij.  racines  de 
l'équation  proposée 

.r-'  -i-  mx'^~'  ~  nx-^  '  -^  .  .  .  ^^  o, 
et  par  JK.  j'",  y  ", ...  les  p.  racines  de  la  transformée 

_r'  -^  Ar"""  '  -I-  B_}-''--'  ^  .  .  .  -^  V  =  o  : 

siibslituant  successivement  ces  racines  dans  l'équatiim  subsidiaire 

jTf -hfx^~''  -I-  gxi-- -h  h X''~'  -h . .  .-h  i  ^ }■  ^  u, 

on  aura  p.  équations  particulières  par  lesquelles  on  pourra  déterminer 

les  coelficients  indéterminés  y,  g.  h :  et  c(unme  chacune  des  racines 

y'  ,y"  ,y  ....  peut  repondre  également  ii  chacune  des  racines  .r.  x  ,x  ,..., 
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il  s'ensuit  que  lus  inconnues/',  ^',  //,.  .  seront  susee|»lii)les  de  différentes 
valeurs,  (\i\\h\  (idiiveni  loiiles  en  raisiiiil  toutes  les  combinaisons  pos- 
sibles des  racines  x',  x" ,  x  , . . .  avec  les  racines  j',j",  y", ....  C'est  par 
le  nombre  et  la  forme  de  ces  dilléreutes  valeurs  d'une  même  inconnue 
(lii'oii  pourra  juger  du  degré  et  de  la  nature  de  l'équation  par  la(piell(' 
elle  doit  èti'c  déterminée. 

54.  Supposons  d'abord  que  tous  les  termes  intermédiaires  de  la  trans- 
formée en  y  doivent  disparaître,  en  sorte  qu'elle  se  rédui.se  à  la  forme 

ji'  -(-  V  —  o  ; 

pour-  (•(■la  il  l'audi'a  faire  dans  l'équation  subsidiaire  o  =  u.  —  i  pour  avoir 
u.—  1  indéterminées  (52),  et  comme  l'équation  ji^-f-V  =  o  donne  en 
supposant  pour  pins  de  sinrplicité 

et  désignant  par  i.  x,  a-,. ..,  a^^  '  les  racines  de  l'équation  yi^~  i  =o(24)j, 
les  racines  M,  xu,  y.'-it,...,  ck^~'u,  on  aura,  en  prenant  ces  racines  pour 
v',  y",  y,.-,  et  les  substituant,  ainsi  que  les  racines  x',  x",  x'  ,...,  dans 
l'équation  subsidiair'c,  on  aura,  dis-jc,  ces  •).  é(|uations 


(e)  /  ./  s 


par  lesquelles  (»n  pourra  déterminer  tant  la  quantité  u  (|ue  les  a  —  i  quan- 
tités/, g,...,  l. 

Comine  ces  inconnues  ne  sont  qu'au  premier  degré  dans  les  équations 
précédentes,  il  est  clair  (|ue  le  système  de  toutes  ces  équations  ne  don- 
nera qu'une  seule  valeur  déterminée  pour  chacune  de  ces  inconnues.  Or, 
supposons  que  l'on  ait  trouvé,  par  la  méthode  ordinaire  d'élimination,  la 
valeur  de  l'inconnue/  f  on  fera  les  mêmes  raisonnements  pour  cbacune 
des  autres  indéterminées  g,  h, —  /;,  il  est  visible  que  cette  valeur  sera 
exprimée  par  une  fonction  des  fji  racines  x',  x",  x'",...  et  de  la  racine  a. 
Donc,  si  l'on  y  fait  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  u.  racinesa  ■. 
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,r",  ac'" on  aura  toutes  les  valeurs  particuliurcs  (k'/({ui  devionl  être 

les  raeiues  de  l'équation  en/. 

Comme  le  nombre  des  permutations  (|ui  peuvent  avoir  lieu  entre 
a.  choses  est  exprimé  en  général  par  1.2. '3...  a,  il  s'ensuit  qu'on  aura, 
i>eueialenicut  parlant,  r.2.3...//  valeurs  particulières  de  /;  uutis,  si 
parmi  ces  valeurs  il  s'en  trouve  d'ci^ales  entre  elles,  il  est  clair  qu'on 
pourra  les  réduire  à  un  plus  petit  nombre  en  faisant  abstraction  des 
valeurs  égales,  et  nous  allons  laii'e  voir  (|u'il  n'y  aura  en  ellét  ([ue 
\ .  2  .?>...(  u.  —  i)  valeurs  dillerenles  de/'. 

55.  Pour  cela  il  n'est  pas  nécessaire  de  clierclier  l'expression  de  /  pai- 
le  UKiven  des  é(piations  (ej;  il  sullit  d'exauiiner  les  variations  dont  le 
svsli'Uie  de  ces  é(|uations  est  susceptii)le  par  les  permutations  des  racines 
.r',  a-",  jc-",...  entre  elles.  Pour  connaitre  ces  variations,  on  commencera 
|)ar  sup|)oser  que  la  racine  x'  demeure  à  sa  place,  c'est-à-dire  que  la  pre- 
luii're  équation  reste  la  même,  et  l'on  échangera  successivement  entre 

elles,  dans  les  autres  équations,  les  ij.  —  i  racines  x",  x"\  x^" ce  qui 

donnera  1.2. 3...  (a  —  i  )  variations;  ensuite  on  fera  prendre  à  x'  la  place 
(le  j;"el  l'ice  versa,  ou,  ce  qui  revient  au  niéuie,  on  mettra  dans  la  pre- 
miei-e  é(juatioM  (/ii  à  la  place  de  «,  et  dans  la  secondi'  t/  à  la  place  de  c/.u. 
et  l'on  fera  ensuite  les  mêmes  échanges  entre  les  a  —  1  racines  x",  .r", 
a:",...,  ce  (|ui  donnera  i.2.3...(a  —  i^  nouvelles  variations;  on  mettra 
encore  x'  ;i  la  |dace  de  x'",  et  vice  versa,  ou  bien  on  substitueia  v.-ii  à  la 
place  de  u  dans  la  première  équation,  et  u  à  la  place  de  c/.-u  dans  la  troi- 
sième, et  l'on  fera  ensuite  les  mêmes  échanges  entre  les  racinesa?",  a-  

ce  ipii  donnera  aussi  i.2.3...(a  —  i  variations,  et  ainsi  de  suite.  Parce 
moyeu  on  aura  a  fois  i.2.3...;a  —  i  variations,  ce  qui  fait  le  uomlire 
total  \.-2.3...ij.  de  tiuites  les  variations  possibles  du  système  des  écpia- 
lions  le).        ■ 

.Maintenant  je  remarque  que  dès  qu'on  aura  trouvé  les  i  .2.3... ''u.  —  1) 
variations  (jui  ont  lieu  tant  que  ir' demeure  à  sa  place,  on  pourra  en  dé- 
duire sur-b'-champ  toutes  les  autres  en  ne  fai.sint  que  substituer  succe.';- 
sivemenl  dans  toutes  les  équations  [ej,  à  la  place  de  a,  les  quantités 
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rj.ii,  u'^u,  a-^ii (/}'■  '  II-,  c'csl  (le  (|ii()i  il  fsl  lacilf  de  se  convaiiu'rc  avc<' 

iiii  peu  (rallciiruiii  en  ()l).sfrvaiil  (|uc 

Or  il  est  visiiilc  ([ue  ces  suhslilutioiis  de  vu,  v'^u,...  ii  la  plaee  de  n 
ne  jieiiveiil  luiidnii-e  aiiciiii  changement  dans  la  valeur  de  /";  cai',  dès 
(ju'on  éliniine  //,  il  esl  indillerent  ([ludle  valeiii'  on  donne  à  eette  qnan- 
tité,  et  les  résultats  de  rrliniination  sont  nécessairement  indépendants 
de  la  valeur  de  u. 

Donc  il  n'y  aura  proprement  que  les  i .  2  .  3. .  .  ([j.  —  i ,  variations,  qui 

résultent  des  permutations  entre  les  p.—  1  racines  a;",  x'", pii  pourront 

donner  des  valeurs  différentes  pour  /';  de  S(U'le  ({ue  l'équation  en /ne 
devra  être  (pic  du  degré  i.2.3...(/x  —  i),  ce  (|ui  s'accorde  avec  ce  que 
l'on  a  dit  plus  haut  (52). 

Mais  voyons  encore  si  cette  équation  ne  sera  pas  susceptible  de  quelque 
réduction.  Pour  cela  il  faut  distinguer  le  cas  où  l'exposant  p.  de  la  pro- 
posée est  un  nombre  premier,  et  celui  où  cet  exposant  esl  un  nombre 
composé. 

56.  Supposons  que  p.  soit  un  nombre  quelconque  premier,  et  faisant 
abstraction,  dans  le  système  des  équations  (e),  de  la  première  équation, 
à  cause  qu'on  peut  regarder  la  quantité  x'  comme  fixe,  voyons  quelles 
sont  les  variations  dont  ce  système  est  susceptible  en  vertu  des  |)ermnta- 
tions  entre  les  autres  racines  x",  x'", 

Pour  cela  on  suivra  une  méthode  semblable  à  celle  du  numéro  précé- 
dent. On  regardera  d'abord  la  (juantité  x"  comme  fixe  et  on  cherchera 
les  variations  résultantes  des  i  .2  .  3 . . .  (/x  —  2)  permutations  entre  les 
fji  —  2  autres  racines  x'",  x" , ...  ;  on  mettra  ensuite  x"  à  la  place  de  x'"  et 
réciproquement,  ce  qui  revient  au  même  que  de  metti'C  a'^u  ii  la  place 
de  a;/  dans  la  seconde  équation,  et  «w  à  la  place  de  a.'^u  dans  la  troisième, 
et  l'on  cherchera  de  nouveau  les  i.2.3...([j.— 2)  variations  provenantes  des 
permutations  des  autres  racines  x" ,  x",...  ;  on  mettra  x"  à  la  place  de  x" 
et  vice  versa,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  substituera  a^ u  à  la  place 

m.  40 
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(le  %H  (liiiis  la  seconde  équation,  et  au  à  la  place  de  ^j^h  dans  la  (]ua- 
trièiue,  et  l'on  cherchera  comme  auparavant  les  1.2. 3. ./a— 2;  varia- 
lions  provenantes  des  permutations  entre  les  a.  —  2  racines  x" ,  aâ" ,...,  et 
ainsi  de  suite.  (>  procédé  donnera  y.  — i  l'ois  i  .2. 3... l'a  —  2j  variations, 
ce  (]ui  fera  le  nombre  total  des  i  .2.3...  (fv.  —  1)  variations  cherchées. 

(Jr  je  dis  (|iie  dès  qu'on  aura  trouvé  les  i  .2.3...  ^  a  —  2j  variations,  (jui 
ont  lieu  l;iiit  (jue  .r"  demeure  à  sa  place,  et  (|n'nii  change  celles  des  autres 
racines  x" ,  x^" on  pourra  en  déduire  immédiatement  toutes  les  varia- 
lions  résultantes  des  permutations  entre  les  ;;.—  1  racines  a:",  x:\  x",... 

en  substituant  successivement  a-,  a' a''   '  à  la  place  de  a  dans  toutes 

les  écjuations  'e)\  car  par  ce  moyen  le  terme  aw  de  la  seconde  équation 

se  changera  successivement  en  a'-H,  y^u et  les  termes  a^M,  'j.^u....  des 

autres  équations  ne  feront  que  s'échanger  entre  eux  (à  cause  que  y.  est 
ini  iioiiiImv  premier,  comme  ou  peut  s'en  convaincre  par  ce  qui  a  été 
démontré  dans  len°24),  échanges  qui  é(|uiv;deiil  évidemment  à  ceux  des 
racines  x" ,  a-'",...  entre  elles. 

D'où  je  conclus  que  quand  on  aura  trouvé  par  le  moyen  des  équa- 
lions  '('^  l'expression  de/ en  x',x",x\...  el  7,  et  qu'on  voudra  con- 
naître les  1.2.3...  ' [].  —  i;  valeurs  de/(|ui  lesullent  des  permutations  des 
racines  .r",  x\  .r"',...  entre  elles,  et  qui  doivent  être  les  racines  de 
l'é((uatiou  en/du  degré  i  .2.3...  a  —  i)  'numéro  précédent  1,  il  sulfira 
de  chercher  les  i  .2.3... 'a  —  2)  valeurs  de/ provenantes  des  seules  per- 
mutations entre  les  racines  a;",  x"%...  et  d'y  échanger  ensuite  successi- 

veuient  a  en  a-,  a',  a' a^^"';  ou  hien,  ce  (pii  revient  au  même,  on 

échangera  d'ahurd  dans  l'expression  de/la  racine  a  en  a-,  a^ a^^', 

et  ensuite  on  fera  dans  chacune  de  ces  a  —  i  valeurs  de  /  les 
1.2.3...  y.—  2;  permutations  qui  ont  lieu  entre  les  a  —  2  racines  .r", 
X  ,...;  un  aura  par  la  les  i .  2.  3. ..;;;.—  i;  racines  de  l'équation  en/. 

.57.   Imaginons  maintenant  que  les  p.  —  i  valeurs  de/ qui  viennent  de 

la  substitution  successive  de  a-,  a' a^^"'  à  la  place  de  a  soient  les 

racines  de  l'éciuation  du    ;j.  —  i )"■'«*  degré 
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cl  (■(iiiiiiic  I ,  'j ,  r/-,  rj\...  soiil  les  l'iiciiics  (le  réciualKin  r''-  i  =  o  f  liypo- 
llii'scj,  il  csl  chiir  (|H('  a,  r/^ ,  v_'\  . . .  scrunl  les  u.  —  i  rarincs  de  !'(''(|iiali(Hi 

■ =  O,  savoir 

_r  —  I 

Donc,  si  dans  l'expression  de  /  lirce  des  é(|nalions  (e)  on  niel.  en  i;e- 
ncral,  j'  à  la  place  de  «,  el  (|u'eiisnilc  on  élimine  y  par  le  moyen  de 
l'équation  {g),  on  ania  nécessaircinent  l'éciinilion  {/);  d'oii  l'on  voit 
que  celte  équation  ne  conliendra  pins  c/.,  de  sorle  (jne  les  coellicienls 

F,  G,...  \W  seront  (pie  des  l'onclions  de  a?',  x" ,  x'" , 

Or,  ayant  lionvé  ["(Mpiation  (/),  il  n'y  aura  plus  (jn'à  l'aire  dans  les 
expressions  des  coellicienls  F,  G,...  toutes  les  permutations  possibles 

entre  les  a  —  2  racines  a",  a'" et  l'on  aura  par  !à  i  .2/:)...  ffj.  -  2) 

équationseny'donl  (diaeune  sera  du  (a — i;"^""' degré,  cl  qui  renlermeronl 
par  conséquent  les  i.2.3...fy.  —  i)  racines  de  l'équation  générale  en/. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  (|ue  cliacun  des  coellicienls  F,  G,...  ne 
pourra  dépendre  (|ue  d'une  é(]nation  du  degré  1.2. 3...  (y.  —  2).  En  etlét, 
comme  ces  coefficients  sont  des  i'onctions  des  racines .r',  x" ,  x'",...,  il  est 
clair  que  chacun  d'eux,  par  exemple  F,  devra  être  déterminé  par  une 
équation  qui  ail  autant  de  racines  que  ce  coelRcient  aura  de  dillérentes 
valeurs  en  Taisant  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  racines  x', 
x",  x'",...  ;  mais  on  a  démontré  plus  haut  (55j  (jue  les  permutations  de 
la  racine  a;' en  chacune  des  autres  ne  changent  point  les  valeurs  de/; 
par  conséquent  elles  ne  changeront  pas  non  plus  celles  de  F,  G,...  qui 
sont  des  fonctions  des  racines  de(/);  de  plus  on  a  vu  (56)  (ju'on  peut 
suppléer  aux  pernuitations  de  la  racine  x"  en  échangeant  la  lacine  v 
en  a-,  a'',...,  de  sorte  que  ccfunne  les  valeurs  de  F,  G,...  sont  indépen- 
dantes de  a,  elles  ne  recevront  aucun  changement  parles  permutations 
de  x".  Ainsi  il  n'y  aura  que  les  permutations  des  [j.  —  2  racines  x"',  j:",..  . 
entre  elles,  qui  donneront  des  valeurs  diflérenles  de  F,  ainsi  (|ue  de 

G,  H,...;  d'où  il  s'ensuit  que  le  nombre  de  ces  valeurs  dillérentes  sera 
simplement  1,2. 3...  (p.—  2);  par  conséquent  chacun  des  coetricients 

40. 
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F,  (j,  H,...  sera  doniK'  par  une  é([ualioii  d'un  de^rr  uinrqué  par  te  même 
nnml)re. 

58.  Donc  la  icduile  en  /',  qu'iui  trouvera  par  la  méthode  de  M.Tschir- 
iiaus.  et  (|ue  nous  avons  vu  devoir  être,  en  générai,  du  degré  1.2. 3...  a — i), 
.sera  toujours  déeom|)usaMe,  lors()ue  a  est  un  nomlnc  premier,  en 
1 .2.3. . .(  ij. —  2J  éiiuations  du  degré  u.  —  i,  telles  ([ue  ré(piation  (/;  ci- 
dessus,  et  cela  par  le  moyen  d'une  équation  du  degré  i .  2 .  3. . .  f  p.  —  2)  ; 
car,  (]uoi(|ue  les  coelficients  F,  G, .  . .  dépendent  chacun  d'une  équation 
de  ce  dei'nier  degré,  cependant  il  sulFira  d'avoir  ré(|uation  en  F,  ou 
en  G,  etc.,  parce  que  les  autres  coeiricients  pourront  toujours  s'exprimer 
par  des  i'onctions  rationnelles  de  celui-lii. 

En  etlét,  si  l'on  regarde  l'écpiation  (/ ,  du  degré  ;j.^i  e(unme  un  divi- 
seur de  la  réduite  en  /"  du  degré  i .  2 .  3. . .  f^a  —  1  ),  on  trouvera  pour  cela 
a — I  conditions  par  Ies(|uelles  on  poui'ra  déterminer,  en  général,  les 
a—  2  coelficients  G,  H, ...  en  F,  sans  aucune  extraction  de  racines,  et 
ces  valeurs  étant  ensuite  suhsliluées  dans  l'une  des  équations  de  con- 
dition, on  aura  l'équation  même  en  F,  laquelle  ne  devra  pas  passer  le 
degré  1 .2.'i...( ij.  —  2).  Je  dis  qu'on  peut  déterminer,  en  général,  les  va- 
leurs de  G,  H,...  en  F  sans  extraction  de  racines;  cela  est  vrai  tant  (|u'on 
ne  donne  à  F  aucune  valeur  |iarticuli('re;  mais  lorsqu'on  voudra  suhsti- 
tucr  à  la  [dace  de  F  les  racines  de  l'équation  en  F  j)our  avoir  les  valeurs 

correspondantes  de  G,  H s'il  arrive  que  la  racine  suhstituée  soit 

double,  ou  tiiple,  ou,  etc.,  les  expressions  rationnelles  de  G,  H,...  se 
trouveront  en  défaut,  et  ces  quantités  dépendront  alors  de  la  résolution 
d'une  équation  du  second,  ou  du  troisième,  ou,  etc.,  degir,  connue  nous 
le  démontrerons  plus  bas  (102). 

On  pouriail  an  reste  trouvei'  directement  l'équation  en  F  par  le  moyen 
de  ses  racines  regardées  comme  des  i'onctions  de  .r',  x",  a:", ...  ;  on  a  vu 
ditlerenls  exemples  de  cette  méthode  dans  les  Sections  [)recédentes.  El, 
supposant  cette  équation  en  F  connue,  on  piuirra,  par  son  moyen,  déter- 
miner directement  les  valeurs  de  G,  H,...  par  la  méthode  (|n'cMi  trouvera 
dans  la  Seetion  quatrième  '^tOO;. 
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Maiiilciinnt  il  t>t  visiljlc  (jiic  rc(|u;itiiiii  cii  1"  sera  louimirs  d'iiii  degré 
plus  liant  (|ue  la  proposée,  excepté  le  seul  cas  de  y.  =  3;  car.  faisant 
u.  =  3,  on  a 

1.2.  .  .  (fX—  2)  =  l, 

faisant  a  =  5,  on  a 

1 . 2 . . .  :  u  —  2  j  =  1 . 2 . 3  =  6, 
faisant  y.  =  7,  on  a 

1.2. ..  (u.  —  2 )  =  1 . 2 . 3 . 4 . 5  =r  I 20, 

et  ainsi  de  suite;  donc,  à  moins  que  cette  éciuatioii  ne  puisse  encore 
s'abaisser  à  un  degré  moindre  que  a,  la  solution  de  >I.  Tschirnaus  ne 
sera  d'aucun  usage;  or  c'est  ce  qui  nie  parait  presque  iiii|iossilile,  en  gé- 
néral. Il  est  vrai  que,  quoique  le  degré  1.2...  (a— 2:  de  l'équation 
dont  nous  p;iili)ns  suit  plus  élevé  ([ue  le  degré  y.  de  la  proposée,  cette 
équation  ne  renfermera  pas  cependant  des  dillicultés  supérieures  à  celles 
des  équations  du  degré  p.;  car,  puisque  ses  i.2.3...^rj.  —  2)  racines  sont 
des  fonctions  connues  des  a  racines  œ',  x'',  x  ,...,  il  est  clair  qu'elles  ne 
seront  pas  indépendantes  les  unes  des  autres,  mais  qu'il  y  aura  entre 
elles  des  relations  exprimées  par  un  nombre  d'équations  égal  à  la  diffé- 
rence des  exposants  i .  2 . 3 . . .  '  y.  —  2,  et  a;  de  sorte  que,  supposant  que 
l'on  connaisse  un  nombre  y.  de  ces  racines,  on  connaitra  aussi  par  leur 
moyen  toutes  les  autres. 

D'où  il  s'ensuit  que  l'équation  en  F  ne  pourra  renfermer  dans  le  fond 
que  les  difficultés  du  degré  y.;  mais,  par  la  même  raison,  il  jiarait  aussi 
qu'elle  devra  toujours  renfermer  toutes  les  difficultés  de  ce  degré,  de 
sorte  qu'on  se  trouvera  ramené  aux  mêmes  difficultés  auxquelles  la  réso- 
lution générale  de  l'équation  proposée  est  sujette. 

59.  Supposons  présentement  que  l'exposant  [i  de  la  proposée  soit  un 
nombre  composé  :  dans  ce  cas  il  faudra  apporter  quelque  modification 
au  raisonnement  du  n°  56,  car,  si  dans  les  termes  de  la  progression  géo- 
métrique Cf.,  a-,  a',...,  «s^'  on  substituait  indifféremment  à  la  place  de  a 
les  puissances  a-,  a',...,  a"^"',  on  ne  retrouverait  pas  toujours  les  mêmes 
termes  comme  lorsque  /x  est  un  nombre  premier;  nous  en  avons  donné 
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la  raison  dans  le  n"  24,  et  nous  y  avons  démontré  aussi  qu'il  n"v  a  que 
les  puissances  de  a  dont  l'exposant  est  un  nombre  premier  à  ij.  qui,  étant 
substituées  à  la  place  de  cz  dans  les  termes  a,  a-,  fz\...,  a^~',  puissent 
redi'iiiirr  les  mêmes  tei'mes.  de  >n\u-  (|u'il  faudra  restreindre  à  ces  seules 
puissances  de  a  les  résultats  du  n"  56. 

Donc,  si  l'dii  désiijne,  en  général,  par  v,  ^,  ç,,...  tous  les  nombres 
nuiiiidirs  que  u.  et  preoiiLMs  ii  a.  (bmt  muis  supposerons  que  le  nombre 

snii  /  — f,  on  pourra,  pai'  les  substitutions  de  a',  a'^,  </.'■ à  la  place 

de  a  dans  l'expression  de/,  suppléer  aux  permutations  de  la  racine  x" 

dans  les  racines^: ''"'  ,  x''^-^*  ,  x"^^* :  par  conséquent,  si  l'on  suppose 

que  les  >.  valeurs  de/qui  viennent  de  la  substitution  a',  a^,  «f,...  à  la 
place  de  a  soient  les  racines  de  l'équation 

cette  équation  sera  un  diviseur  de  la  réduite  en  /.  et  les  coefficients  F, 

G,...  seront  donnés  cbacun  |»ar  une  équation  du  degré     ."    ' ';. 

de  sorte  que  dans  ce  cas  la  réduite  en  /,  trouvée  par  la  méthode  de 
M.  Tscbirnaus,  et  qui  est  du  degré  i  .2.  3. . .   y.  —  i ,,  sera  résoluble  en 

'■"    équations,  chacune  du  degré  À,  et  cela  moyennant  une 

équation  du  degré 

1 . 2 . 3 ...  y.  —  I 


Pnur  trouver  l'écjuation  h  àpriori.  il  \\\  aura  qu'il  nicttreyli  la  place 
de  y  dans  Fexpressidu  de  /,  et  ensuite  élimiuery'  jiai'  le  moyen  de  l'éijua- 
tion  dont  les  racines  seraient  y.  '/' ,  y~ ,  (z'^ . . .  :  oi'  vdici  c(immeut  on 
pourra  avoir  cette  é(|uation. 

60.   (lonsideiiins.  en  gênerai,  re(|uati(iii 

y  —  1^0. 

dont  les  racines  sont  1,  a,  «-,  a' rj}'^~\  et  supposons  que  le  nombre  ,u. 

soit  résolu  dans  les  facteurs  premiers  r,  5.  t, dont  chacun  soit  contenu 
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une  ou  plusieurs  fois  dans  le  iiouilirc  p.,  il  est  facile  de  voir  (|ue  les  jiuis- 
saiiees  de  a,  qu'il  faudra  exclure,  [Miiir  avoir  uuiquenioul  les  |)uissanees 
(/.,  a',  c/.^,  «P,...  dont  les  exposants  son!  premiers  à  [x,  il  est  lacile  de 
voir,  dis-je,  ([ue  ces  puissances  sci'ont  celles  dont  les  exposants  >eroiit 
des  ninlliples  des  nombres  r,  s,  t,. . .;  de  plus  il  est  clair,  par  ce  (|u'iiu  a 
démonlré  dans  le  n"  24,  (|ne  ces  mêmes  puissances  de  a  seront  les  lacines 
des  équations 

£  î  it 

y  —  I  :=  o,      y'  —1=0,      >•'  —  I  =  o,  .  .  .  ; 

donc,  si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité 

'-  =u.',      ■-  =  u.  ,      '-  =  a  ,  .  .  .  , 
r        '  s  t 

et  qu'on  divise  l'équation  yi^—  i  =  o  successivement  pai'  c(dles-(i 

y^'—  I  =  o,     y'^"—  I  =  o,     y"''"'—  i  =^o, . . . , 
on  aura  les  équations  suivantes 

y\>--y    -1_  jl'-'f'  -\-  y-f-iW   +  .  .  .  +  I  =  o, 

yV^^"  _^  yV-tv"  ^  y^-^lf-"  -f.  .    .    .  _f-   1    ;=  o, 

yv-f-'" -i-  yv---'/-'" ^  y^-'.--'" -\-  .  ,  .  -I-  I  =  o, 

» 

dont  la  première  aura  pour  racines  toutes  les  puissances  de  a  jus(|n';i 
oô-'-\  à  l'exception  de  celles  dont  les  exposants  seront  des  multiples  de  /•; 
la  seconde,  toutes  les  puissances  de  a,  à  l'exception  de  celles  dont  les 
exposants  seront  des  multiples  de  s;  la  troisième,  etc.;  d'où  l'on  peut 
conclure  que,  si  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  toutes 
ces  équations,  on  aura  l'équation  cherchée,  dont  les  racines  seront  les 
puissances  a,  oC,  a",  a^,...,  et  qui  sera  par  conséquent  de  la  forme 

( i)  r'  -h  ?>r''-'  -+-  yr'--'  +  • .  ■  +  yy'  +  ?r  +  •  =  o. 

Ainsi,  par  exemple,  si  jx  =  4.  on  aui'^^  '  =  2,  //.'=  2,  et  l'on  aura  cette 
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seule  équation 

(liiiil  les  laciiies  seront  y.  et  u? . 

Si  u.  =  G,  on  aura  /-  =  2,  5  =  3;  donc  ^  =  3,  p.'  =  2,  ce  qui  donnera 

ces  deux  équations 

r'  -h  I  ^  o, 

y"  -i-j-^-i-  I  =  o, 

liniii  le  plus  iii'and  commun  diviseur  est 

y-  —  r  -t-  I  =:  o, 

('(juatiou  dont  les  racines  seront  par  consé(|ueul  y.  et  o:' . 

Si  \}.  =  8.  on  aura  /•=  2;  donc  f7.'=  4.  t't  l'on  aura  cette  seule  é(juation 

y  -f-  I  =z  o,  ' 

dont  les  racines  scronl  c/:,  c<',  c^ ',  r/? ,  et  ainsi  de  suite. 

Quant  a  l'exposant  À,  on  |)eut  le  déterminer  à  pnon  d'après  les  tac- 
teurs  du  nombre  /j.,  car  on  aura  toujours 

>.  =  — ^ —  i.r  —  \)[s  —  \)(t  —  \).  .  .  , 
rst.  . . 

comme  on  peut  le  deuionlrer  aisément  en  cherchant  combien,  parmi  les 
nombres  moindics  (|uc  u.,  il  y  en  aura  de  premiers  à  ii.  (  Voyez  les  Nou- 
veaux CommenUiires  (le  Pétershourg,  tome  VIII.) 

61.  Ayant  donc  trouvé  ainsi  l'cquation  :/;,  on  s'en  servira  poin-  éli- 
miner v  de  l'expression  de/,  et  il  en  résultera  l'écjuation  (A^,  dont  tous 
les  coelTicientsF,  G seront  des  fonctions  des  racines  a;',  x" , —  sans  a, 

, ,            ,    , ,                                            . ,  ,                  ,      1 . 2 . 3 .  .  .  (  a  —  I  •    , . 

|(dles  (|u  (dles  ne  ser(Uit  susceptiides  que  de  y^ variations, 

par  toutes  les  |>ennutations  possibles  des  racines  .r',  x'\...  entre  elles; 

de  s(ule  (jue  (  liacune  de  ces  fonctions  sera  donnée  sim|)lcment  par  une 

équation  du  dei;re 

1 . 2 . 3 ...  a  —  I ) 


l 

comme  on  l'a  déjà  dit  |)lus  haut. 
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Il  se  pcul  iiii  reste  que  ces  é(|iiiirK)iis  en  F,  on  en  (j,  ele.,  soient  en- 
core siiseeptihles  de  quehiues  réductions;  c'est  C(^  ([ui  dépendi;!  de  i;i 
l'orme  des  t'oiictions  de  x',  x",...  |»;ir  les(|nelles  les  (|u;intités  F,  G,... 
seront  exprimées:  nniis  nous  n'entrerons  pas  dans  cette  reidierclie,  (Vaw- 
lanl  (|ue  dans  le  cas  où  l'exposant  p.  est  un  iiomhre  composé  on  penl 
simplitier  la  Solution  de  M.  Tschirnaus  en  ne  faisant  évanouir  (|ne 
(|uel(|nes-nns  des  termes  intermédiaires  de  la  transformée  ^52). 

62.  Nous  allons  donc  chercher  à  priori  les  résultats  ipi"on  doil  avoir 
dans  ce  cas,  et  nous  supposerons,  comme  dans  le  immero  cité,  (|ue, 
ju,  étant  égal  à  vzr,  tous  les  termes  de  la  transformée  en  v  dont  les  expo- 
sants ne  seront  pas  divisihles  par  sr  disparaissent,  en  soile  (|ue.  faisant 
j"  =  s,  l'équation  (c)  devienne 

z'  +  Dz'-'  +  K2-'-'-v. .  .+V  =  o, 

laquelle  aura  par  conséquent  v  racines  (|ue  nous  dénoterons  par  z',  z" , 
z'" z'"'';  et  comme  l'équation  y"  =  :  donne 


ou  hien,  en  dénotant  par  r,  u,  «-,...,  a"~'  les  tz  racines  de  j'^  —  i  =  o, 

on  aura,  en  suhslituant  successivement  a  la  place  de  :  les  v  racines  z' ,  z", 
z'",...,  et  faisant  pour  plus  de  simplicité 

r=^?,    r=^z",    r=7F, ..., 

on  aura,  dis-je,  ces  p.  valeurs  dey 

r,      ciK",      oc^'C,      yyç" a'-T, 

'C,       oc?'",        a-T,        a'?"',  •  •  •  ,       a°-'Ç"', 


ÇW,     aÇ('),     a^ÇC),     a=?W, a°-' ÇW, 


qui  seront  celles  des  racines  j',  y",  j'",..,,/"^'. 
III. 
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Sut)stituant  donc  successivement  ces  valeurs  à  la  place  de  y  dans 
l'éciuation  subsidiaire  [b)  du  n°ol,  et  mettant  en  même  temps  x',  x", 
X  ....  il  la  place  de  x  (53),  on  aura  les  v.  équations  suivantes 

x'-'  —fx'i-'  —  gx'i--  -4-  .  .  .  -T-  /  -f-  ;'   =0, 
x"i  -^fx'"'-'  -f-  g-a;"?-'  ~  .  .  .  -H  /  ^  a:  r  =  o, 

[;r(°-')]f+/[x(='+'J]f-'  +  g-[x(''+')]^--K.  .  .-4- /-f    r    =o, 

j-j;(=+J!1;  +y[;ci--=)]î-l  _j-  g-[xf°-=']!-'  -r-  ...-'-/  —   a?":=  O, 
> 

r.r(==-^'-']f  H-/[xi==+"j!-' -i-g-[x'==+"]'--=-l-.  .  .-^ /-f-   C"    =  o. 

|^(2=.+2)-]f  _i_yj^^(K,4-2;ilî-l  _u^[jf  ('=»+:)]=-!  -^.   .  .  ^_  /+  al"  =  o. 

Or.  comme  on  doit  supposer  dans  ce  cas  ^52) 

û  =:  V  (cy  —  r  =  u  —  y 

poui- iiiic  le  nombre  des  indéterminées/,  g /soit  aussi  .^^  —  v,  il  est 

clair  i|U(',  si  dans  les  u.  équations  qu'on  vient  de  trouver  on  élimine 
d'alidrd  les  v  quantités  T,  'Ç" ,  T',...,  ?  ' ,  il  restera  y.  — v  équations,  (|ui 
serviront  à  déterminer  les  ;j.  —  v  inconnues/,  g",....  /■ 

Imaginons  maintenant  qu'on  ait  trouvé,  par  les  règles  ordinaires  de 
l'élimination,  l'expression  de/on  appliciuera  les  mêmes  raisonnements 
aux  autres  indéterminées  g,...,  l  ;  on  cherchera  toutes  les  valeurs  dille- 
rentes  de  /qui  peuvent  venir  des  permutations  des  p.  racines  a:',  x",... 
entre  elles,  et  l'on  aura  les  racines  de  l'équation  en/  laquelle  sera  par 
conséquent  iTun  degré  égal  au  nombre  de  ces  dilTérentes  valeurs. 

Or  les  racines  a;',  x",...  étant  au  nombre  de  a,  seront  susceptibles  en 
i^énérat   de  1.2. 3...;/  permutations:   mais  il  faudra   défalquer  de  ce 
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iiniiiliir   li's  |iciiiiulation.s  (lui  ne  pioduironl  ;iuiiiii  changemcnl  dans 

l'r\|)lt>>in|i  (If  /". 

Pour  cela  je  rfiii;ii(|iic  d'alxiid  (iiic  si  l'on  suppose  qu'on  échange  res- 
pectivement les  racines  a;',  x",...,  x"'  en  a:  ''"^'^  ir'""*"-' ar'-"^  ,  ou  en 

^!2n-i;^  ^(20+2)^  ^  a:"''',  ou,  etc.,  il  en  résultera  dans  les  équations  pré- 
cédentes les  mêmes  changements  que  si  l'on  échangeait  'Ç'  en  T',  ou 
en  r",  ou,  etc.;  de  sorte  (juc  les  permutations  des  quantités  'Ç',  'Ç",  T  — 
entre  elles  seront  équivalentes  aux  permutations  des  racines  x',  x'""^", 
^'2<3-!-i)^  __  entre  elles,  ces  ptiiiiiitalions  étant  coinhinées  avec  les  pei'uui- 

tations  correspondantes  et  simultanées  des  racines  x",  o^'""^*',  x'-"*- 

entre  elles,  avec  celles  des  racines  x",  x"^'*'^-,  a;'-"*'' entre  elles,  etc. 

Or.  comme  dans  la  détermination  des  coeiTieients/,  ^,...  on  doit  faire 
disparaître  les  quantités  Ç,  «",  K"',--.  par  l'élimination,  il  sera  indiirérent 
que  ces  quantités  soient  mises  les  unes  à  la  place  des  autres  d'une  ma- 
nière quelconque;  par  conséquent  il  ne  résultera  de  leurs  permutations 
(juelconques  aucun  changement  dans  les  valeurs  de/,  g — ;  donc,  puis- 
que ces  quantités  étant  au  munhre  de  v  sont  susceptibles  de  i.2.3...v 
permutations,  voila  autant  ili'  piTUiutalions  i-ntre  les  u.  racines  x',  x", 
x',...,x'^  <iui  ne  produiront  aucun  cliangemeut  dans  les  valeuis  dv  f, 
g,.-.:  d'où  il  s'ensuit  (jue.  d;ms  le  nombre  total  1.2. '3...  a  des  valeurs 
particulières  de/,  chaque  valeur  se  trouvera  répétée  1.2. 3. ..y  l'ois;  par 
conséquent  il  ne  pourra  y  avoir  qu'un  nombre  de  valeurs  différentes  de/ 

exprimé  par 

1 . 2 . 3 ...  a 


1.2.3. . . 


63.  Maintenant  si  l'un  considère  les  permutations  des  racines  x',  x", 
x'"....,  a-*^'  enti'e  elles,  et  qu'on  considère  en  niénu'  temps  les  tz  pre- 
mières équations  du  n"  62,  lesquelles  renferment  ces  racines,  on  y  pourra 
appliquer  des  raisonnements  analogues  à  ceux  du  n"  55.  et  l'on  en  con- 
clura que  les  échanges  de  la  racine  .r'  en  les  autres  racines  j?',  ,r  

j.  -,  fjp  produiront  aucun  changement  dans  les  valeurs  de/,  g puis- 
que ces  échanges  donneront  les  mêmes  résultats  (jue  l'on  aurait  en  sub- 
stituant successivement  «T,  c/.-'Ç,  u^'Ç' c/.'^~''Ç'  à  la  place  de  'Ç' . 

4'. 
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Donc  le  noinhro  des  valeurs  dilTérentes  de /ne  pourra  être  plus  grand 

(jue 

I  .  2  . 3 . . .  u         .    ,  . 

^ divise  par  m.  *> 

1 . 2 .  i . .  .  y 

On  tirera  des  eoncdusions  semblables  de  la  considération  des  ^  racines 

07'^*",  a-'"'^"',  ic<"^^),...,  a;<"^',  comme  aussi  des  racines  x'^'^-^",  a-  '"'*'', 
.r'-"^"^",...,  a?'^'^',  et  ainsi  des  autres;  et  comme  les  combinaisons  de  ces 
racines  entre  idles  sont  totalement  indépendantes,  il  s'ensuit  (ju'il  faudra 

diviser  le  nombre    '"",'''  ^'  autant  de  foisiiar  w  (lu'il  v  a  de  ces  systèmes 
I .2.3. . .V  '  '        • 

de  37  racines  idiacun.  c'est-à-dire  v  t'ois,  nombre  des  quantités  Ç',  'Ç",...,  'Ç''^. 

D(Uic  le  nombif  des  valeurs  dillérentes  de  /ne  pourra  être  que 

I  .  3  . 3 . . .  y- 


.2.3. . . V  ro' 


par  consécpient  ré(juation  en /ne  devra  monter  qu'au  degré  mar([ué  [)ar 
ce  même  nombre. 

C'est  aussi  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on  a  trouvé  à  la  tin  du  n"  52; 
en  effet,  il  est  clair  (jue  le  nombre 

1  . 3  . 3 ...  p. 


1.2.3. . .  V  ro" 
se  réduit  d'aboi'd  à  celui-ci 

V(V  +  I!  (v  +  2i.  . 


et  ensuite,  à  cause  de  u.  =  -jtz,  à  celui-ci 

v(v  +  l)  (v  4-  2).  .  .,|U.  —  l) 


64.   La  réduite  en /sera  donc,  généralement  parlant,  du  degré 

V(V  +  l)  (V  +  2).  ■  .(p.—  l) 

mais  celle  équation  pourra  toujours  s'aliaisser  à  un  degré  int'erieui'  par 
des  considérations  semblables  à  celles  des  n°^  57  et  59.  En  ellet,  si  rn  est 
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un  iKHiihi'c  [ircniii'i',  il  osl  Ciicilc  de  pniiivcf  |i;ir  des  raisoiiiiciiiriils  ;iiiii- 
logues  à  celui  du  n"  56,  ((uc  l'on  pourra  suppli-cr  aux  pcruiulalions  des 
racines  x' ,  a;'''-'-",  x''"'^-*'''' ,■■■  en  x" ,  x"^-'--\  x''"'"'^^',...  en  x'\  j:-'"-*--". 
^(2CT+3)^  _  iMi,  etc.,  en  substituant  successivement  dans  l'expression  de/ 
les  puissances  «-,  u\...,  o<"~'  à  la  place  de  «;  de  sorte  (jue  si  l'on  met  y 
au  lieu  de  a  dans  l'expicssion  de/,  et  ([u'ensuite  on  élimine  v  par  le 
moyen  de  l'équation 


r   —  I 


y  —  ' 

ou  liien 

j°-'  +  j-"-^  -h  r°~'  -4- .  - .  +  I  =  o, 

on  auia  une  é(juation  en /telle  (jue 

/— '  +  F/°-=  +  G/°-'  -)-...  ^  o. 

Iai|uelle  sera  un  diviseur  de  la  réduite  en/';  et  les  coellicients  F.  G,... 
seront  déterminés  chacun  par  une  équation  du  degré 

V  yv  +  i)  [V  +  i) .  .  .{^  —  i)_ 


[w—  Oro"- 


1 


ce  (]ui  donnera  autant  de  diviseurs  de  la  même  réduite,  diuil  cliaciin  sera 
du  degré  ot  —  i . 

Si  V  n'est  pas  un  nombre  premier,  alors  il  faudra  clierchei',  conniu' 
dans  le  n"  60,  l'équation  dont  les  racines  seront  les  puissances  de  a  (|ui 
auront  pour  exposant  des  nombres  premiers  à  v  en  y  comprenant  l'unitc. 
et,  désignant  cette  équation  par 

on  éliminera,  par  son  moyen,  y  d\'  l'expression  de/;  on  aura  une  cqua- 
tion  en  /telle  que 

/^  +  F/--+G/-  +  ...::.0, 

OÙ  chaque  coeffîcient  F,  G,...  ne  dépendra  que  d'une  équation  du  degré 

y  (v  -f-  Il  (v  +  2j.  .  .1  a  —  i) 

de  sorte  que  l'on  aura  par  là  autant  de  valeurs  de  F,  G et  par  consé- 
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(|U('nl  autuiil  tlï'cjuatiuns  vu  /  ilu  degré  À,  lesquelles  seront  les  diviseurs 

(le  la  réduite  en  y. 

Soit,  pur  exemple,  a  =^  G  : 

I"  On  pourra  faire  v  =  3,  7z;=^2,  et  la  réduite  en /sera  du  degré 

o      /      t 

-^i^  =  i5:  et,  à  cause  de  tû  —  i  =  i ,  elle  ne  pourra  plus  s'abaisser  par 
la  mctiiodc  précédente. 

2*"  Ou  |ioiura  faire  v  =  2,  ôû—  3,  on  aura  „  =  4»  pour'le  degré 
de  la  réduite  en/:  et  comme  t^t  —  i  =  2,  on  pourra  résoudre  cette  réduite 
en  vingt  e([uations  du  second  degré  chacune,  moyennant  une  équation 
du  viiiii-tième  deeré. 

65.  Revenons  maintenant  aux  foruuiles  du  n"51;  et  il  est  clair  (|ue 
l'éijuation  proposée  cij  pourra  être  regardée  à  son  tour  comme  le  résul- 
tat de  l'élimination  de  y  faite  par  le  moyen  des  équations  (c)  et  (d). 
Ainsi,  si  l'on  regarde  les  coefficients  A,  B,  C,...  de  l'équation  en  y 
comme  donnés  et  les  coefficients  F,  G....  de  l'expression  de  x  en  y 
comme  indéterminés,  on  pourra,  par  la  comparaison  des  termes  de 
l'équation  résultante  de  l'élimination  de  y  avec  ceux  de  la  proposée,  dé- 
terminer ces  derniers  coefficients,  pourvu  que  leur  nombre  ne  soit  |)as 
iniuiidre  (jue  a:  ce  qui  ne  sera  point  a  craindre  tant  qu'on  prendra 
}.  —  ^  ou  — ^-;  et  si  l'équation  en  v  est  prise  telle  qu'elle  soit  résoluble, 
ce  qui  peut  avoir  lieu  d'une  infinité  de  manières  ditlérentes,  on  aura  la 
?'esolution  complète  de  la  proposée;  mais  la  difficulté  consistera  dans  la 
détermination  des  coefficients  indéterminés  F,  G, — 

On  facilitera  cependant  beaucoup  cette  détermination  ainsi  (|ue  l'éli- 
mination de  y,  si  l'on  change  l'expression  de  .x,  donnée  par  ré(|ua- 
tion  c/  :,  en  une  autre  où  l'inconnue  y  ne  se  trouve  qu'au  numérateur; 
c'est  re  (|ui  est  toujours  possible  en  nuilti|diant  le  liant  et  le  bas  de  la 

fraction 

T  -Gy~Er--r^...-^Kv 
L^mV-N.)-^--     .-^K.i' 

par  un  [)(dynonie  c(Uivenable  en  v,  qu'on  jiourra  trouver  de  la  nuinière 
suivante. 
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On  siipposorii 

z^L-¥-  M  j  -I-  N  j'  -t- . . .  +  l\f', 

cl  comme  y  est  déterminé  par  réquatinn 

ji"  -+-  A  ji*-'  +  Bf^-^  +  . .  .  =  o, 

on  éliminerii  y  par  le  moyen  de  cette  équation,  ce  qui  donnera  une  iMpia- 
tion  en  z  dn  degré  p.  qu'on  pourra  représenter  ainsi 

zi'  -4-  a  zi"-  '  +  (3  zi'-'  +  y  si'-'  +  ...—  &):=  o, 

où-les  coellicients  a,  p,  7,...,  w  seront  par  conséquent  des  (onctions  con- 
nues des  A,  B,  C,...  etL,  M,  N,.... 
Ainsi  l'on  aura 

Z[Z^-'-h  XZ'^-'-h  ^Z'^-'-h.  .  .]  =  (.), 

d'où  l'on  voit  que  la  quantité  z  deviendra  égale  à  oj,  et  par  conséquent 
indépendante  de  y,  étant  multipliée  par  le  polynôme 

z^-'  -+-  zzi^-'-h  {3zi'-'-+- 

De  sorte  qu(^  si  l'on  remet  dans  ce  polynôme,  à  la  place  de  r,  sa  valeur 
en  j,  on  aura  le  polynôme  cherché,  dans  lequel  on  pourra,  si  l'on  veut, 
n'admettre  que  des  puissances  de ymoindres  que  j"^,  parce  qu'au  moyen 
de  l'équation 

on  pourra  toujours  taire  rentrer  les-puissances  de  j  supérieures  à  j  "^  dans 
la  classe  des  inférieures. 

De  cette  manière  on  pourra  donc  ramener  l'équation  id)  i»  la  tormc 

{/c)  X  =  a  -h  by  -t-  cf-  -h  .  ■  .  -h  Aj'''"' , 

de  sorte  qu'on  pourra  toujours  regarder  l'équation  proposée  («j 

xi"  -i-  mx^~^  H-  nx^  '-)-...=;  o. 
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coiiiiiié  la  résultimti'  dr  rrlimination  de  i',  f';iite  par  le  moyen  de  l'équa- 
tion   c 

y,  -  A.T'-'  ^  B.)->-2  -  ...  —  V  =  o, 

•M  dr  l'('(]aation  i  X-  .  On  suppo.seia  donc  les  coelficienis  «,  A,  c....,  X-. 
dont  le  iionilno  est  a.  indéterminés,  et  l'équation  provenante  de  l'élimi- 
nation de  y  étant  comparée  terme  à  terme  avec  la  proposée  donnera  [j. 

enndiîions  qui  serviront  à  déterminer  les  quantités  a,  h,  c, 

Si  l'on  réduit  l'équation  en  v  à  deux  termes  tels  qui- 

la  méthode  précédente  reviendra  a  celle  de  WS\.  Euler  et  Bezoul,  cfont 

nous  avons  déjà  fait  mention  plusieurs  t'ois  dans  le  cours  de  ce  Mémoire. 

Le  détail  où  nous  venons  il'entrer  sert  à  rapprocher  cette  méthode  de 

celle  de  ^I.  Tschirnaus.  et  à  montrer  leur  analogie  et  dépendance  nui- 

tllelle. 

66.   Comme  tout  se  réduit  a  déterminer  les  inconnues  a,  h,  c, k 

dont  le  nomlire  est  ;j.,  par  la  comparaison  des  teimes  de  la  proposée  avec 
ceux  de  la  résultante  de  l'élimination  de  y,  nous  remanjuerons  d'abord 
à  l'i'gard  de  cette  dernière,  qu'elle  sera  nécessairement  exprimée  par 

une  fonction  rationnelle  et  entière  des  quantités  a,  b,  c k  et  .r.  où 

ces  quantités  rempliront  partout  le  même  nombre  de  dimensions  u., 
comme  on  peut  aisément  le  conclure  de  la  théorie  d'élimination  donnée 
dans  le  n"  13:  d'où  il  s'ensuit  qu'en  ordonnant  cette  équation  par  rap- 
port à  r  les  coelficients  de  tous  ces  termes  se  trouveront  être  des  fonc- 
tions rationnelles,  entières  et  homogènes  des  quantités  «,  b.  c k,  et 

dont  les  diuiensi(Uis  seront  o.  i.  2.  '3,...  pour  les  puissances  .r^^,  j?!^~', 
x'^-- 

Ainsi  le  |»remier  teiine  a"  n'aura  d'autre  coeiricient  cpie  l'unité,  le  se- 
cond terme  a-^^  '  aura  pour  coeilicient  une  quantité  de  la  forme 

y.a  —  '^h  -^  yc  -^ , 

y..  (5.  y  étant  des  1  neffîeienls  nuiiieri(|ues.  le  troisii'iiie  tei'Uie  .r"""-  aura 
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puur  ((iclliciciil  une  (|iiaMlilr  de  hi  fui'iiu' 

v.d'  -(-  (3<7i  -I-  y  \i'  —  â«c  ^- .  . . , 
et  ainsi  des  iiiilres. 

Egalant  ddiic  le  cociliciciil  du  second  leinie  à  m,  ((lui  du  lioisiènic 
terme  à  /?,  et  ainsi  de  suite,  on  aura  \>.  équations  entre  les  ;;.  inconnues  n, 

h,  c X,  dont  la  [ireniière  sera  du  premier  degré  seulement,  la  seconde, 

du  second  degré,  la  troisième,  du  troisième,  et  ainsi  des  autres;  de  sorte 
(ju'en  éliminanl  ces  inconnues  à  rexce|)tion  d'une  seule  quelconque,  on 
aura,  en  général,  [lour  la  détermination  de  celle-ci  une  é(|uation  finale 
du  degré  marqué  par  1.2.  3...  a;  ce  (jui  est  contraire  au  sentiment  de 
M.  Eulcr,  mais  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  M.  Bezou!  a  trouvé  par 
induction. 

67.  Pour  conlirmcr  davantage  cette  con(dusion  sur  le  degré  des  équa- 
tions en  a,  ou  6,  ou  c,...,  et  pour  voir  en  même  temps  dans  (|uel  cas  ces 
équations  sont  susceptibles  de  simplitication ,  nous  allons  clierchei'  à 
priori  l'expression  des  quantités  a,  b,  c,...  en  x' ,  x" ,  x'",...,  racines  de 
la  proposée. 

Faisons,  comme  dans  le  n"  54.  y  —  V  =  u,  et  désignant  par  i,  a.  ft, 
y....  les  p.  racines  de  l'équation 

y-''  —1  =  0, 

on  aura  u,  c/.u,  (in,  yu,...  pour  les  p,  racines  de  l'équation 

ji'  H-  V  =  o  ; 

donc,  substituant  successivement  ces  racines  dans  l'équation  ikj  du  n"  65 
à  la  place  de  /,  et  mettant  en  même  temps  les  racines  x',  x",  x'",...  à  la 
place  de  x,  on  aura  les  p.  équations  suivantes 

x'  =  rt  -t-  bu  -+-  eu-  -f-  (iu^  -)-  .  .  .  -f-  /rw^'', 
x"  =  a  -i-  (xbu  -i~  a- eu- -h  a^du^  -v- .  .  .-^  cc'^-'  ku'^-'', 
x'"  =  a  +  ^bu-h  ^-cu--\-  ^^du^-r- . .  .  -h  (3''-' /f «''-', 
.r"  ^u-\-ybu-{-  y-cu-  -+-  y^dri'  ^  .  .  .  -+-  y^"   '  hu'-', 


par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  p.  racines  inconnues  a,  l>^  c. 
III.  42 
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Celle  (Jéterminalion  n'a  aucune  dilliciiité;  car  puisque  i,  z,  ,5,  •/,... 
.sont  les  racines  de  l'équation  v^ —  i  --  o,  laquelle  manque  de  tous  ses 
termes  interméiliaires,  on  aura,  comme  on  sait. 


I  +  a  -:-  ji  —  y  -- .  .  .  :=  o, 

i~  cc'—'^'^-y--^...~ o, 
I  -^  y.'  -;-  ,3'  -i-  y=  —  .  .  .  =  o, 


c'est-à-dire  (|ue  la  somme  de  toutes  les  racines  élevées  chacune  à  une 
même  puissance  quelconque  sera  toujours  nulle  lorsque  l'exposant  de  la 
puissance  ne  sera  pas  divisible  par  a;  el  à  l'égard  des  puissances  dont 
l'exposant   sera   multiple  de   a,   il    est   visible,   par    l'équation   même 

y!^—  I  =  o,  qu'on  aura  7.^  =z  i ,  y-^  =^  i ,  et  ainsi  des  autres  racines. 

Donc,  si  l'on  ajoute  ensemble  les  y.  équations  du  numéro  précédent, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  a  racines  correspon- 
dantes I,  a,  (S élevées  successivement  aux  puissances  u.'""*,  ia—  i  '""*■, 

(  u. —  2)'""'",...,  jusqu'à  la  première  imlusivemcnt.  on  aura  sur-le-chan)p 

•j.a      ^  x'  -i-  x"  -r  .r^  -î-  x"  -f- .  .  . , 
ij.ub    :=  x'  +  oi^—'x"^^  ^^-'x'-r-  y'—' x'^  -!-..., 
u.  it-c  ^  x'  -^  x^~^x"  -i-  i^~-x"'  -4-  y;*-'-^"  -^  .  . . , 
u.  Il'  (I  =  x'  ^  x'~^x"  —  2i'^-'x"  -h  y'-^^^x"  -(-..., 


On  voit  (rab(H'd  ([ue  la  quantité  a  doit  être  donnée  par  une  équation 
linéaire,  puisqu'elle  conserve  la  même  valeur,  quelque  pei'mulalion 
(|u'on  fasse  entre  b's  racines  x' ,  x  ,...;  en  ellet,  à  cause  de 


lui  aura  a  = 

u. 


X    -h  X    -(-  X     H-  .  .  .  ^  —  7W. 

m 


Quant  aux  autres  <[uantités  ub,  irc,  it^d,...,  chacune  d'elles  dépendra, 
en  généi'al,  d'une  équation  d'un  degré  égal  au  nombre  de  toutes  les  per- 
mutations possibles  entre  les  u.  racines  x',  x",  x  ,...,  nombre  ([ui  est. 
comme  on  sait,  marqué  par  i  .2. '/i . . .  a:  car  à  chacune  de  ces  permuta- 
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lioii.s  il  rrpoiidii!  iiiic  valeur  dillV'i'ciilc  (les  (|iiimlit(''s  iih,  it'^c,  u'f/,...; 
mais  ces  valeurs  pcuvcut  avniiciilrc  elles  des  rcdalions  telles,  (|ue  ré(|ua- 
lioii  dont  (dies  seniiil  les  laciues  puisse  s'abaisser  à  un  degré  inférieur; 
c'est  ce  que  nous  allons  examiner. 

(>8.   Pour  ecda  nous  reuiar(|uerous  d'ajjord  (pie,  eomuie  la  (juaiilile  (/ 

demeure  indéterminée,  on  pouri-a  lui  donner  l(dle  valeur  qu'on  voudra; 

la  supposition  la  plus  simple  est  de  l'aire,  avec  M.  Bezout,  ii   -  i ,  et  |)ar 

conséquent 

V  =  -  «^  =  -  I  ; 

nous  adopterons  dune  cette  hypothèse  et  nous  supposerons  en  même 

temps 

,        a'        ,        a"  ,        «("^-') 

F-  F-  P- 

ce  (|ni  donnera  ces  i'ormules  plus  simples 

a'  =  x'  -'  ax"  --  ^x"'  —  y  X"  -)-..., 
a''-:zi  x'  ~  sâx"  -h  ^-x'"  -t-  y-'x'"  4- .  .  . , 
«'"=  X'  -f-  x'x"  -;-  (3'x'"  -^  y^x"  +  .  . . , 


aC'-o  =  x'  A-  «i'-'.r"  -h  ^'■'■-'x'" ■+■  y'^'-'x"  +  .  .  . . 

Considérons  l'expression  de  la  quantité  a',  et  ettmme  les  racines  de 
l'équation  yi^  — i^o,  que  nous  avons  désignées  par  i.  a,  [i,  7,..., 
peuvent  s'exprimer  (24)  par  r,  a,  c/.^,  (Z'\...,  on  aura  ,'5  =^  c/-,  y  =  oc^,...; 
de  sorte  que  l'on  aura 

a'=  x' -h  xx" -h  a.''x"''i-  sc'x'' -h  .  .  .-i~  ix^-'xC^\ 

et  pour  avoir  les  valeurs  des  autres  (]uantités  a",  a" il  n'y  aura  qu'à 

mettre,  dans  cette  expression  de  a',  à  la  place  de  a,  ses  puissances  a-, 
a\...'.  D'où,  et  de  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut  (56j,  on  peut  d'abord 
conclure  que,  lorsque  l'exposant  a  de  l'équation  proposée  est  un  nombre 
premier,  les  quantités  a',  a",  a"',...  seront  les  racines  d'une  même  équa- 

42. 
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lion;  mais  il  n'en  sera  pas  ainsi  lorsque  a  sera  un  nombre  composé;  c'est 
piiuri|U()i  il  faudra,  dans  la  suite,  distinguer  les  deux  cas,  où  u.  est  un 
uonihrr  premier  et  où  il  n'est  pas  premier. 

69.  Supposons,  en  général, 

t  =  x'~]    ax"  -+-  a}x"'  +  oi?x'-  +  ...-•-  x'-'x'-^l, 

et  voyons  (|uelle  doit  être  la  naliii'c  de  l'équation  en  /.  Pour  cela  on  cher- 
cliera  toutes  les  valeurs  particulières  de  t  qui  résultent  des  i  .2. '3... y.  per- 
mutations dont  les  [j.  racines  x' ,  x" ,...  sont  susceptibles;  et  dans  cette  re- 
cherche on  suivra  une  méthode  analogue  à  celle  du  n^SS;  ainsi  l'on  regar- 
dera d'abord  la  quantité  x'  comme  fixe,  et  l'on  fera  varier  la  position  des 
u.  —  I  autres  quantités,  lesquelles  étant  susceptibles  de  i  .2.3...  (y.—  i) 
pi'rnnitalions  donner(nit  autant  de  valeurs  particulières  de  /.  (jue  nous 
dénoterons  par  /',  t" ,  /',...;  maintenant  on  fera  varier,  dans  l'expression 
de  cIkh  une  de  ces  valeurs,  la  position  de  la  (|uantité  x'  en  la  mettant 
successivement  à  la  place  de  a-',  x'",...,  w  qui  donnera  les  1.2. 3. ..a  va- 
leurs cberchées  (|ui  devront  être  les  racines  de  l'équation  en  /. 

Or  (ui  verra  aisément  que  pour  avoir  toutes  ces  valeurs  il  n'y  aura  qu'à 
multiplier  successivement  chacune  des  valeurs  /',  t' \  t  ,...  par  a,  a-, 
a',...,  a'^~';  de  sorte  que  les  racines  de  l'équation  en  t  seront  exprimées 

ainsi 

/',      y.l',      x'i',      y.'t',...,      y.^~'t\ 

t",      al",     a't",      olH",...,     d.^   'l", 

/'",      y.t\      y.-l"',      a'/"....,      y.-'H'", 


d'où  il  est  facile  de  conclure  que  l'équation  en  /  ne  renferineia  i|ue  des 
puissances  de  t  dont  les  exposants  seront  multiples  de  ^a. 

De  là  il  s'ensuit  donc  ([u'en  faisant  t"^  —  5,  en  sorte  que  l'on  ail 

6  =  [x'+  cx.x"-\-  y.'-x'" -h  y'x"-  +  .  .  .'V^, 

on  aura  une  e(|uation  en  0  du  degré  i .  2.  3. . .  ;^a— i;,  dont   les  racines 
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soroiit  les  vmIciiis  de  0  (|iii  viciiiiriil  des  pcriniilalioiis  tics  p.  i  racines 
.r",  x'",...  en  l'aisaiil  alislradidn  de  la  laciiic  x'. 

Celte  eoiieliisioii  a  lieu  (|iiel  (|iie  soit  le  iKimlire  a.  Exaiiiimiiis  uiain- 
leiiant  II  part  les  deux  cas  oii  y.  est  un  noinhi'c  premier  ou  non. 

70.  Supposons  (l'al)ord  (pie  l'exposant  u.  soit  un  nombre  premiei',  et 
nous  rc^niarquerons  (|ue  pour  trouver  toutes  les  valeurs  de  0  il  sullira  de 
chercher  celles  (jui  viennent  des  permutations  des  y.  —  2  racines  .x'", 
x'",...  entic  elles,  et  dont  le  nombre  est  par  consécpient  i  .2.3...  (a  —  2j, 
et  de  substituer  successivement,  dans  l'expression  de  eliacune  de  ces 
valeurs,  ex",  c/.^ , a'^~'  ii  la  place  de  a;  i''est  <le  (pioi  on  peut  se  con- 
vaincre par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n"  56. 

D'où  il  s'ensuit  (57)  que,  si  l'on  suppose  (jue  les  iJ-  —  i  valeurs  de  5 
qui  répondent  aux  substitutions  de  a-,  c/",...,  c/y-"'  à  la  place  de  C(  dans 
l'expression  précédente  de  5  soient  les  racines  de  cette  équation  du 
(|j.  —  i)'^'"'"  degré 

g:»-!  _  Tôi'-^  -h  U9''-=  —  XG^  «  H- . . .  =  o, 

les  coetrieienls  T,  U,  X,..  .  seront  donnés  chacun  [tar  une  équation  du 
degré  i.2.3...(u— 2);  de  sorte  que  l'éc] nation  en  0  du  degré  i  .2.3...(il;. —  ij 
sera  déconiposable  en  t.  2.3. .  .'u.  —  2)  équations  du  (fx  —  i )""'"''  degré 
chacune,  au  moyen  d'une  écpiation  du  degré  i.2.3...(;x—  2),  car,  ayant 
trouvé  l'un  des  coefficients  T,  U,  X,...  par  la  résolution  d'une  équation 
de  ce  degré,  il  sera  aisé  d'avoir  tous  les  autres. 

71 .  Puisque  les  u.  —  i  racines  de  l'équation 

gi^-i_T9i'-=-f-Uô:^-'  — XO;'-*-f- ...  =0 
sont  les  valeurs  de  0,  c'est-à-dire  de 

(jue  l'on  aurait  en  supposant  que  a  devint  successivement  a-,  a',...,  yy''\ 
il  s'ensuit  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n°  68  que  les  racines  de  cette  e(pia- 
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tion  exprimeront  justement  les  valeurs  des  quantités  «',  a",  à,...  élevées 

à  la  puissance  a. 

Done,  si  l'un  dénote  ces  racines  par  0' ,  0",  ù'" 0'^^  '  ,  on  aura 

b^z'L — ,     c  =  --  5     a  =  - —  !  •  •■ 

Maintenant,  pour  trouver  avec  facilité  l'équation  dont  il  s'airil.  on  élè- 
vera le  polynôme 

x'—  ccx"^  cc^x'"-)-  a\r"  +  .  . . 

à  la  puissance  u.,  et,  Taisant  attention  que  c/)"  ^  i .  c/y~*  —  x, . . . ,  on  auia 
pour  0  une  expression  de  cette  forme 


6  =  Ç-i-a?'-f-a=r-^a'r- 


'-  ijrt.^-i) 


oij  £,  i',  '£", . .  ■  seront  des  fonctions  des  racines  x',  x' ,  x"\  .  .  sans  z;  on 
changera  a  en  y  et  ensuite  on  éliminera  ->'  par  le  moyen  de  l'équation  '.  g) 
du  n"  57;  mais,  si  l'on  ne  veut  pas  employer  la  voie  ordinaire  de  l'élimi- 
nation, on  s'y  prendra  de  la  manière  suivante. 


72.   Puisque  /3  —  y-,  7  =  a\...  (68),  on  aura 

ô'  ^^  S  -4-  ui;—  oc-x^  «T-  •  •  ■  -  a-^-'H'''"'\ 

ô".^- 1  ^  (âr-  (3=r-^  PT^  •  -  •  -  ?>-'-'X'-'\ 


2<.  [S,  y,...  étant  avec  1  les  racines  de  l'équation  ji'  —  i  =  o. 

Connaissant  donc  ainsi  les  racines  de  l'équation  en  5,  on  pourra  déter- 
miner par  leur  moyen  les  valeurs  des  coefficients  T.  U,  X,...:  «ar  on 
auia,  comme  on  sait. 

T  =  5'-6"--  6'"-.  .., 
U  =  5'0"-^e'6"'-h..., 


On  tacililcra  iteaucoup  cette  détermination  si  l'un  clierclie  la  somme 
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(les  |)uissiiiic('s  |)r('iiiii'irs,  sociukIcs,  IroisiènK^s,  cic,  jiis(ni'iiii\  ')."'""'', 
(les  i-iciiies  0',  0",  0"\  . . . ,  et  pour  cela  il  sera  iilile  de  faire  entrer  dans  le 
ealeiii  la  (|iiantit('' 

en  sorte  (jiie  les  i|uantités  5",  0',  (/",...  répondent  aux  raeines  i,  a,  ,';.... 
de  r<k|uation  T''^—  r  —  o. 

Or.  si  l'iu)  ('lève  succossivement  le  polynùnie 

aux  puissances  sceonde,  troisième,  etc.,  et  (|u'on  dénette  par  Çj,  1,, 
^4,...,  les  termes  de  ces  puissances  qui  ne  seront  point  afl'ectés  de  tz, 
après  avoir  substitué  partout  i  à  la  place  de  a^,  a  à  la  place  de  y.^'*'  et 
ainsi  de  suite;  il  est  facile  de  voir,  pai'  les  propriétés  des  (juantités  i,  a, 
fi,  y,...  f67),  que  les  sommes  des  puissances  premières,  secondes,  troi- 
sièmes, etc.,  des  (|uantités  5°,  0',  0",...  se  réduiront  à  ij.'i,  ^42'  .'-'•Is 

Oi' 

ô"  =  g  +  Ç'4   1"+  l'"^- .  .  .  +  ^C-"  =  [^'-f  .v"-+-  x"'+  .  .  .  +  x(^-')Y  =    —m  )!'; 

donc,  si  l'on  retranche  respectivement  des  quantités  aS,  u.Çî»  P-Ça---  It"-"^ 
puissances  première,  seconde,  troisième,  etc.,  de  (—  m)^,  les  restes 

lJ.l—{-m  Y,     11.  h—{-  m  )^^     ij.  Ç,  -  (  -  m  •'■%  . . . 

seront  les  sommes  des  p.  —  i  racines  5',  0",  0'",...  de  leurs  carrés,  de  leurs 
culies,  etc.,  de  sorte  qu'on  aura,  par  les  formules  connues, 

1  =  'x'i  —  i,  —  m)'\ 

T[p.g  — I  — m.i'-  ]        al,  —  (—mf- 


U 


2 


X=  U[f^-g-(-»"^]  _  T[iJ.l,~y-my^]  ^  u.l,~{-mi' 


73.   Maintenant,  si  l'on  fait  dans  les  expressions  des  quantités!,  U, 
X, . . .  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  racines  x',  x" ,  x" , . . . , 
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on  ne  trouvera  pour  chacune  de  ces  quantités  cjue  i.2.3...fy.  —  2}  va- 
leurs différentes,  lesquelles  viendront  uniquement  des  permutations 
entre  les  a  —  2  racines ar",  a:"',...;  ainsi  l'on  aura  autant  d'équations  en  5, 
telles  (jue 

i<'S(|uellrs  étant  multipliées  ensemlile  donneront  une  équation  en  j  du 
degré  J  .2.'^... (a  —  i ,,  et  dont  tous  les  coefficients  seront  déterminables 
par  (les  fonctions  rationnelles  des  coefficients  m,  n,  p,  . . .  de  l'équation 
proposée. 

Cette  équation  en  >  étant  ainsi  trouvée,  si  on  la  divise  par  une  équa- 
tion du  degré  /J.  —  i  telle  (jue  la  précédente,  on  aura  y.  — i  équations  de 
coiulition  entre  les  quantités!,  U,  X,...  par  lesquelles  on  pourra  déter- 
miner, par  exemple,  les  valeurs  de  U,  X,...  en  T,  et  l'on  parviendra 
ensuite  à  une  équation  tinale  en  T  qui  ne  pourra  monter  (ju'au  degré 
1 .2.3...:  u.  —  2;. 

En  effet,  puis(jue  la  quantité  T  n'est  susceptilile  (]uc  de  r  .2.3 —  a—  2) 
valeurs  dilférenles,  si  l'on  appelle  ces  valeurs  T  ,  1".  T  — ,  T'' ,  en  sup- 
|)osant,  pour  abréger. 

•./  =r  1 . 2 . 3 . . . .  ■  u  —  2  , 

ou  aura  une  équation  en  T,  telle  (pic 

T'  —  Cj'f '"'  ~r-  pT'"-  —  (tT'^-'  —...=:  o, 

dont  les  racines  seront  T  ,  T",  T  ",...,  en  sorte  qu'on  pourra,  si  l'on  veut, 
déterminer  à  priori  les  valeurs  des  coefficients  zj,  |5,  c, ,  .  .  d'apivs  celles 
des  racines  T',  T' , — 

De  cette  manière  on  aura  donc  re(juati(Ui  en  T  directement  et  sans  re- 
courir à  l'équation  en  5  du  degré  v  (/jl  —  1  j  ;  et  Wm  pourra  trouver  aussi, 
indépendamment  de  cette  dernière  équation,  les  valeurs  des  autres  eoef- 
ticients  U.  X,...  en  T.  comme  nous  le  démontrerons  plus  bas  dans  la 
Section  quatrième. 

Concluons  de  tout  ce  qui  précède  que  la  méthode  de  .Al.M.  Euler  et 
Bezout  conduit  nécessairement  à  une  réduite  du  degré  i .  2  .  3. . .  ^y.  —  i), 
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l;u|iH'llc.  ([iiaiHl  l'cxposiiiU  a  Je  l;i  proposée  est  un  nombre  premier,  doil 
être  décomposahlc  en  i .  2.  3. . .  (  u.  —  2)  faeleurs  du  ^ y.  —  i )"■'"*  degré 
chacun. 

Ce  résultat  s'accorde,  comme  on  voit,  avec  celui  que  l'on  aurait  par  la 
méthode  de  .M.  Tschirnaus;  ainsi  l'on  y  pourra  applitiuer  des  remar(|ues 
semhlahles  à  celles  (|ue  nous  avons  (ailes  dans  le  n"  58. 

\        74.    Pour  éciaircii'  la  théorie  précédente  par  un   exemple,   prenons 
l'équalidu  du  cinquième  degré 

x^  —  mx*  —  nx'  —  px-  -^  (jx  —  i=  o. 

dont  les  racines  soient  désignées  par  x  ,  x",  x'  .  x",  x\ 
On  supposera  donc 

jc  =r  a  -I-  6)-  H-  cy-  —  dy^  —  ey', 

et  l'on  regardera  l'équation  proposée  comme  le  résultat  de  celle-ci  et  de 

l'équation  à  deux  termes 

y  —  V  =  o, 

ou  bien,  en  faisant,  comme  dans  le  n"  68.  V  =  —  i, 


MM.  Euler  et  Bezout  ont  donné  dans  leurs  Mémoires  sur  ce  sujet 
l'équation  finale,  qui  doit  résulter  de  l'élimination  de  j  dans  le  cas  de 
/n  =  o  et  de  a  =  o,  et  dont  la  comparaison  avec  la  proposée  fournil  les 
quatre  équations  nécessaires  pour  la  détermination  des  coefficients  b,  c, 
d,  e;  mais  ces  savants  Auteurs  n'ont  point  donné  le  résultat  qui  doit 
provenir  de  ces  quatre  équations  par  l'élimination  de  trois  quelconques 
des  quatre  inconnues  qu'elles  renferment,  et  cela  à  cause  du  travail  im- 
mense que  cette  élimination  demande.  La  méthode  précédente  fournit 
les  movens  de  trouver  ce  résultat  à  priori,  et  nous  allons  en  donner  un 
essai. 

On  aura  d'abord    67  ) 

m 
«  =  -5' 

III.  43 
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et  ensuite  (71j 

5  5  5  5 

5',  5' ,  5".  î"'  éliint  les  quatre  ncines  de  l'équation 

e'-TO^  +  ue=-x6  + Y^o, 

la(|uelle  seia  un  diviseur  de  l'équation  du  vingt-quatrième  degré  (|u'on 
doit  trouver  pour  la  valeur  de  9. 

Maintenant,  pour  avoir  la  valeur  des  eoelTieients  T,  U il  taudia 

élever  le  polynôme 

.r'+ ax"+ a'jc'"4- a'^"' +  a'^"' 

il  la  eiu(|uième  puissance,  ce  (jui  donnera,  à  cause  de  </.'  ^^  i ,  cet  autre 
polynôme 

où 

l  =  x"  4-  j;"M-  x""  +  x'"'  +  X"  +  laox'jr'Vr'" JC" 

+  7.o[x'^[x" x^  -t-  x"'x"')  -+-  x"^  (jr'x"'  +  ^''x')  +  x"''(x'x''  -I-  x"x'"') 

-+-  x'^^ix'x"  -h  x'"  X-  )  +  j?"  (  x'x"  -+-  :f  ".r"'  >] 
-+-  'iolx'ix"' x''-h x^'x'"'}  -h  x"  (x''x"'^'h  x'^-x"^)  +x'"{x''x'''  -^  x"-x"'') 

-t-  x"'{x''x"--h  x'"-  x'-)  -\~  x''  (x"x''-  -^-  x"'x"")], 

'i'=5(x"x"  -+-  x"'x"'  +  x""x''  -i-.r""x^-l-x"a-')  -I- .  .  ., 

..1 ' 

I']t  l'on  aui'à  d'aliord 

T  =  5H  -4-  nr. 

Or,  en  considérant  l'expression  de  ;,  on  voit  que  les  termes 

x'^  -+-  x"'  +  x'"'  -h  x'"^  -+-  x^'  -+-  1 20 x'x  x'"x'\r'' 

peuvent  s'expiimer  immédiatement  par  les  coefficients  w.  u de  re(|ua- 

lion  proposée;  et  il  est  facile  de  trouver  (jue  la  valeur'  <le  ces  ternies  sera 

—  w'  +  5ni"?i  —  5in''p  -i-  5  m   q  —  li-   -^  iiip  —  i?5»-. 
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DoiK',  si  l'dii  liiil  pour  |)lus  de  simplicité 

z  ■=-}.[x''[x"x''  +  x"'x"')  H-  x"'  (x'x'"—  x'^x''  I  H-  x"'Hx"x''  -f-  x'x'  ) 

+  x''\x"'x"  -f-  x'  x"  )  -+■  x"^  [x'x'-  -4-  x"x"'j  ] 
-h  3  [x'  (J^"^r"^-  .r"'-'x'>vi  +  x"  ix'-  x'"'  -r  x"'x''  )  4-  x"'{x"-x""  4-  x"  x"'  ) 
-i-  x-{x"''x'"-h  x'^x"'  )  -i-x"  [x'-x'-'-^  x"'x"'')], 
1)11  alll'il 

T  =  5oz  —  4"*'"^'  ^5  [»!'«  —  ni'p  -+-  m   q  —  «'  :  +  «/>  —  aSr], 

el  l'on  trouvera  que  la  quantité  z  ne  sera  susceptible  que  des  six  valeurs 
suivantes,  que  nous  désignerons  par  :',  z",  z"\  r",  ;;',  ;": 

z'   ^  ■2.[x''(x" x"^  +  x'" X'")  +  ^"'  '.r'x"'-f-  x'" x" I  -f  ^'"•'i  ^"x"'  -t-  x'^*' 1 

+  x'-Hx"'x-'  +  x'  x"  )  4-  X"  [:r' j:'^  -)-  x"x"')] 
-+-  3[x'(^"=x"+  y''x"=)  +  ^"  {^"  x"''  +  x'-'x-'')-^-  x"\x"'x'--  -r  x'^x"') 

+  x"'(x""x^'-  ■+-  x'-x'"')  -h  x''  ix"'  X"-  ■+  x"''-x"'-)], 

z"  =  2[x''{x"x"  +  x"'x'')  +  x"'(x'  x'"  -+-  x'-'x")  -+■  x'"'  (x"x'  -+  x'x") 

-T-  x'"{x"'x"  -h  x'  x"  }  -+-  x-^  (  x'x"  -t-  x"x"'  i] 
-h'5[x'{x"-x----^-x"''x^'^  +x"(x'^x"''  -^  x"'x'")-h  x'"  {x"-x'--^  x'-x"') 
-+-  x'-  i  x"'-x"^  +  x'-x"'  )  -+-  X-  [x'-  x"-  -+-  x"''x""  )], 

z'"  —  7.[x'^{x'' x^'  -h-  x"'x'^)  -i-x"^ix'x'-  -h  x'"  x'  )  -h  x"'^{x"x"'  -i-  x'  x^  ) 

-+■  x"''{x"'x'''  -+-  x' x"  )  +  x^'  [x' x'"  +  x" x"'' )] 
-+-  3  [x'  f^"'x"  -i-  x""x'--)  -f-  x"  (  x'-  x'---ir  x"'-jr"}  H-  x'-  {x"-x"''  +  a:'^  ^*^) 
+  x"'[x''-x^-  -H  x'^^"^)  +  x^  (x''x"''  -h  x"'x-'")], 

z''  =  2  [.r'^  (x"x"'  +  jr"'  ^'  ;  -I-  a:"-'i  ^'  x"  -+-  x"'x''  )  +  x"^(x"x''  -+-  x'x'") 

-4-  x-^'x'"x'--  -r  x'  x"  )^-  x'"'  (x'  x''-^  x"x^'')] 
-T-  3[x'!a.'"^*-"'-  +  x""ar")-^  jc"(  jf'=  j:'^= -i-  .r"'-x"  )  -i-  x":  .r"=^''' -i-  x'^x"") 

-+-  x"  (  ^"'-^"=  -f  .«•'=  .r"=  )  +  x'"  ( ^'^  ^''-  -f-  x"'x'-"')], 

Z--  =  7.[x''(x"x"'  -h  X'"  X")  -h  x"'  [x'  x^  -i-  x"'x")  +  x''^x"x"  -h  x'x'"  j 

-h  X'-':  x'"x^  +  x'  x" )  -h  x""[x'x-  ■+-  x"x''  )] 
H-  3lx'  ix"'x'"'  -^  x'-"x''-)-\-  x"  (x'-  x'^'-h  x'"'x"'')  -+-  xM^"'«"'M-  x'-x'"') 

-r  ^'V^"'-JC"H-  X'^  X"'l  -+-  x'"{x"'X-^-i-  X"^X''-)], 

43. 
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3'-  ■  ^  2  [x'^  (x"  X''-  -f-  x'"  .r"' ,  —  x"^{  x'  x"  -+-  x"'x'''  j  -!~  jr"  i  x"x"'  +  x'  x'^  ) 

+  X"'3  (X'^X''  -h  x'  X")-^-  X"'  '  x'  x'"  -+-  x'  x"  ;] 

-+-  3[x' \x"'x"' -i-  x"''x''^)  -i-  x" ( x'-x"  -h  x"'-x'"- ,  -^  x"  x"'x"''  -h  x'- x""-) 
H-  x"'\x''''x'"-h-  x"-  x"-]  -4-  x'^'ix''  x"''-h  x"-x")]. 

Kn  t'U'et,  si  l'on  l'ail  dans  ces  Ibriniik's  telles  pciiiiutalions  (|ue  l'on  vou- 
dra entre  les  racines  x',  x" ,  a" on  verra  tonjours  renaître  les  mêmes 

l'orinnles;  d'où  il  s'ensuit  que  les  six  quantités  z' ,  z",  z"',...  seront  néees- 
sairenient  les  racin(>s  d'une  équation  du  sixième  degré,  telle  que 

z'~  \z''-^  Bz*  -  Cz'-hDz'—  Ez  +F  =  o, 

dont  les  coefficients  A,  B,...  pourront  par  conséquent  se  déterminer  par 
les  règles  connues. 
On  aura,  par  exemple, 

A  :=  z'  +  z"  +  z'"  4-  2"  -(-  2*  +  2"  ; 
c'est-à-dire 


A  =  4-*'''    ix"x"'  -l-  x'  X''  -r  x"  j"  +  X"'X'^  -I-  X"'X'''  +  X'^  X"  ] 

-+-  4 -i"'  ', x' x'"  -+-  x' X'''  +  x'  x''  -(-  x"'x"  +  x"'x'''  ~  X'"  X''  ] 
-+-  4  a'"'    ■'"■''  ^'  +  .r'a-"  +  x' x"  +  x" x''  -f-  x" x"*  +  x^"" X''  ) 

—  \x'''\x' x'  -r  x'  x'"  ^-  0.-' ,r'  +  x" x'"  -+-  x" x'-  -V-  x'"  X''' ] 
-T-  4-^"'  (x' x"  -t-  x' x'"  -+-  x' X'"  -f-  x" x'"  -{-  x"x'''  -{-  x"'x'^  ) 

—  6  a-'     [{x"x"'  )'-r-  \X"X"'  f-'r-  '  x"  X"  f -\-  \x"'x'^  f-^  {x"'x'')--\'  [X'"  X"  f] 

-  6x'  ['  x'  x'"  f-{-  [x'  X"')-  -^  \x'  x''  f+  '.x^x'"  i'-<r-  {x"'x'  j-H-  i  j;"x'')v]. 
~  6x"'  [(x'x"  f+  x' x'\r  -^  { x' x"  ]■  -h  '  x" x'^  )-  -*-  {x"x^'  f  -h  x'^  x^  r] 
-t-  6x"  [:  x' x"  ]'■  -f-  x'  x'"  /+  [x' x"  f  +  \x"x"'  )--h  \x"x''  ]■  -^-  x'"  x"  )-] 
-+-  rta'  [\x'  x"  )--'r-    x' x'"  ]- +  'x'x'"  J-+  '.  x"  x'"  f -i-  .x"x'^  f+    x"'x'^}-]. 

Or  on  a  dans  l'equalion  proposée 

—  m  —  x'  H-  x"  -t-  x'"  -T-  X"'  ■+-  x", 

n  =  x'x''-^-  ,r',r"'-t-  x'x"  -h  x'x'''+  x"x'"-r-  x"x'''-^  x"x''-i-  x"'x"  -+-  x"'x'' -h  x"x''; 
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(loue  k's  ciiiii  premiers  membres  de  la  valeiir  de  A  devieiidimil 

4  H   (X"  -h  X'"  -h  X'"'  -+-  X'"  ■+-  JT"  j 

+  ^m  x'^  -h  x"'  -h-  x""  -i-  X"'-  +  x"'  \  -h  ^ix"'  +  x"^  -^  x'"'  -^  X"''—  Ji-'-) 

=  4"  '  ^  '"*  -+-  3/;(/(  —  3/;  )  -h  4'»  <  '"'   -  4'"'"  -+-  4  "'/'  ^  4'y  "^  '•"■') 
-f-  4  [  —  m''  -I-  5  /»('  w  —  5  in'p  -+-  5  m  { q  —  n'   —  5  ;■  +  5  np  j . 

Poiii'  trouver  la  valeur  des  cinq  derniers  meml)res  de  la  (|uaiililé  A,  il 
faudra  eommeneer  par  elierriier  relie  de  la  quantité 

( x'  x"  f  -+-  [x'x'" ,' -1-  [x'  x''  f-i-ix'  X\'  -{-  i  x"  x"  ■ 
+  [x"x'''f+  \x"x''  f-v-  [af"x'''Y-^  {X"'X^)^ ->r  'X'^X"'  .', 

que  nous  désignerons,  pour  abréger,  par  /;  or.  si  l'oii  carif  \:\  valeur 
de  /(,  on  aura 

n-  =  /  4-  2/1  {x'"-  -+-  x"^  H-  x'"-  ->r  x'^-  -*-  .r'- , 
-f-  2  m  \  x'^  +  x"'  +  x'"'  -+-  X'"  -h  x''  ) 
-+-     3  (x'' -t- x"' +  jr'"'  — jr""  ^  .r'' 

:=  /  -I-  2 «    m-  —  2  71  )  +  2  m  1  —  /»'  -h  3 mn  —  ip 

-+-   2   /«'  —  4"'""-  "•"  4"'/*     4'/  "^  ^"'  > 
d'où 

1^=71-  —  2  71  '  m^  —  2  77^  —   2  777  1  —  777^  +  3/7(77  —  3^ 
—  2  (  77!*  —  4  '"■  "   ^     4  "'P  —  4  '/  +   '-  ""  '  ! 

maintenant  il  est  facile  de  trouver  ([ue  la  valeur  des  (■in(|  derniers  nieiu- 
bres  (le  A  sera  expiiun^e  par 

61  (x'  -T-  x"  -h  jc"'-t-  X"  -4-  x") 

—  tj  771=  —  -in    x'^-t- jr"'-T-.r"''+x"''H-x"j-(-  6  x'' -r  .r'  '-i-.r"''-i- x"» -t-.i,-';; 

=3  —  6//77  —  (}    777=  —  2  77  I  (  —  777'  -f-  377/77  —  3p) 

+  6  [ —  777^  -+-  5m^H  —  5fn-p  -f-  5/77   q  —  n-  ]  —  5r  ~h  5iip]\ 
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(le  sdi-tr  (]u'cn  rassemblant  toutes  ees  (jiiaiitités  on  aura  enfin 

A  ^  —  Gimi    3n  —  ?.»(•)  -+-  2  1  8«  -4-  3m^ )  {  —  m^  -h  Smn  —  3/> , 
-I-  16/?;  :  ni'  —  4'"'"  +  4"'/'  ~  4^1  '^  '^"'') 
~  10  [  —  nr  -r-  5m~  ?i  ~  5ni'-f>  +  !jnt   q  —  n' }  —  5/-^  Sn/j]. 

On  |touria  trouver  d'une  manière  seml)lal)le  la  valeur  de  eliaeuu  des 

, mires  eorllicients  15,  (', de  l'équation  ;,  et  l'on  en  abrégera  beaucoup 

le  calcul  si  l'on  t'ait  usage  des  règles  données  par  M.  Cramer  à  la  tin  de 
son  Inlrodiiclion  à  l' Analyse  des  lignes  cour-bcs.  |)Our  calculer  la  somme 
des  [Udduils  des  racines  d'une  é(|uation  (|uelc(m(|ue,  prises  deux  à  deux, 
ou  trois  a  trois,  ou,  etc.,  et  élevées  (diaeune  ;i  une  [uiissance  (juelcomjue 
donnée;  mais  nous  n'entrerons  point  ici  dans  ce  détail  (|ui,  outre  i|u'il 
exigerait  des  calculs  très-longs,  ne  saurait  d'ailleurs  jeter  aucune  lumièi'c 
sur  la  résolution  des  équations  du  cinquième  degré;  car  comme  la  ir- 
duite  en  r  est  du  sixième  degré,  idie  ne  sera  pas  résoluble  à  moins  (|u"elle 
ne  |)uisse  s'abaisser  à  un  degré  inféi'ieur  au  cinquième;  or  c'est  ce  (|ui 
ne  me  parait  guère  possible  d'après  la  l'orme  des  racines  ;',  :;".. ..  de  cette 
e(|ualion. 

75.  Nous  avons  supposé  depuis  le  n"  70  ius(|u'ici.  (|ue  l'exposant  u.  de 
l'ecjuation  proposée  était  un  nombre  premier;  voyons  maintenant  ce  (|ui 
doit  arriver  lorsque  \j.  sera  un  nombre  composé. 

Dansée  cas»!  est  l'acile  de  pi'ouvei'  par  des  raisonnements  analogm^sii 
ceux  du  n"  59  que  les  conclusions  du  numéro  cité  et  des  numéros  sui- 
vants n'auront  lieu  tpie  laul  (|u'on  ne  sul)stituera  a  la  place  de  y.  (|ue  les 
puissances  a',  ca^',  a?,...,  <lont  les  exposants  v.  w,  rj,...  s(uit  des  muulires 
|)remiers  à  a;  d'oii  il  s'ensuit  : 

i"  Qu'en  désignant  par  /  —  1  le  nombre  des  exposants  v,  s?,  y....  dont 
il  s'agit,  l'équation  en  5,  qui  est  généralement  du  degré  i  .2.'i...fy.  —  rj, 

I  •  Il  I  .2.3.  .  .(,U.  —  Il      ,  ..  I  ,  , 

sera  decomposable  en   z—^ e(|uatuuis.  chacune  du   degré  /.. 

v\  lellc  (|ue 

9,,  _  j  g._,  ^  u  g>,-.  _  1^  g,,_3  _^_  _  _  _  ^  ^^ 
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les  cocllicit'iils  T,  U,  X,...  élaiil  iloiiiics  cliiicuii  |t;ir  une  ('(HiiirHMi  du 

,         ,    I  .  7. .  3 ...  !  a  —  1  1 
,l,!g,.l'  ^ 

2"  Que  l«\s  X  racines  de  celle  (iqualioii  en  0  élaiil  déslifiiécs  par  0\  0", 

'"/W    ^/Q"    ^/6"' 
5'",...,  les  quantilés  - — ?  - — »  - — 5--  cxprimeroiil  les  valeurs  ilc  (eux 

'  u  u.  IJ.  ' 

(les  coctlicicnts  /c,  //,  g',---,  c,  h  doiil  le  rang,  à  coininciiccr  par /■,  sera 
marqué  par  les  nombres  i ,  v,  tj,  p,...  premiers  à  a;  de  sorte  (|iie  lotis  ces 
coefTicients  seront  donnés  par  une  même  équation. 

3°  Que^pour  appliquer  la  méthode  du  n°  71  a  la  rei  lierclie  des  eoelli- 
cients  T,  V,  X,...,  il  ne  faudra  pas  se  servir  de  l'éciuation  [g]  dn  n"  57 
pour  éliminer  y,  mais  de  l'équation  (/')  ([u'on  trouvera  par  la  mélliode 
du  n"  60,  et  dont  les  racines  seront  «,  oC,  oc^,  :â,...\  (|ue,  par  consé- 
(|uent,  si  l'on  veut  faire  usage  de  la  méthode  du  n°  72  |»our  trouvei'  les 
coefTicients  dont  il  s'agit,  il  faudra  d'ahord  chercher  d'apivs  re(|ii;i- 
tion  [i)  les  sommes  des  racines  u,  «',  «",  u'^,...,  de  leurs  carrés,  de  leiris 
cubes,  etc.,  (lu'on  dénotera  par'  S',  S",  S ',...;  ensuite  ayant  élevé  succes- 
sivement le  polynôme 

?  +  a2'  +  a-'  l"  +01?^"  +  ...  +  a.^-'  ÇC'-'' 

aux  puissances  deuxième,  troisième,  etc.,  et  représentant  ces  puissarrces 
par 

$,,  +  «?;  +  «' r3  +  «'H'>---. 


on  aura  les  quantités 

Il  +s'^'  +s"r  +  s"'f '  +  ..., 
^,  +  s'r, +  s"r;  +  s"'^':+..., 

pour  les  sommes  des  racines  0',  0",  $'",...  élevées  aux  puissances  pre- 
mière, deuxième,  troisième,  etc.,  d'où  il  s'ensuit  qu'on  aura  enfin  par 
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les  fdnmiles  couiuies 

T  =  /i  —  S' r  -  S" r  -  s"?"  - . . . , 


U  zzr:  -  T  II  -,-  ST  -  S'T-^  . . .)  -  -  'U2  -  »L  ^  S"2':  -...). 

9.      ■       ■        •  2    ■        .... 

X  =:  ^  u  n  -^  s'r  -  s"r  - . . .  -  ^  T '/2, -  S' t.  ^  s"r,  ^ . . .) 


76.  Pour  trouver  maintenant  les  valeurs  des  autres  coefficients  qui, 
dans  la  série  k,  h,  g,---,  c,  h  occupent  des  places  mar(|uées  par  îles 
nombres  commensurabies  a  p.,  supposons,  en  général,  ;.(.  =  v7rr.  cl  (pic 
l'on  cherche  ceux  des  coefficients  dont  il  s'agit  dont  l'exposant  du  rang 
sera  multiple  de  v;  il  est  facile  de  voir  par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n"  68, 
(|ue  si  l'on  exprime,  pour  plus  de  simplicité,  ces  coefficients  par 

ai-)       «'=•)       a'-^-'i 
p.  a  a 

et  qu  on  fasse  «' =  oj,  ou  aura 

«'■')  z=  x'  ~  fjix"  —  m'-x"  —  M'x'^  ~  .  .  .  -r  &)i'-'x<''>; 

ei,  pour  avoir  les  autres  quantités  a'-'",  a'"'''' ,...,  il  n'y  aura  (pi'à  changer 

successivement  oj  en  0/-,  oj' 

Soit.  i(  l'imilation  de  ce  qui  a  été  fait  dans  le  11"  69. 

t  =^  x'  ^  (i>x'  —  ',y  x"'  -h  M^x'^  -J-  .  .  .  ^  f.y'~'.r('*', 

et  cherchons  de  même  quelle  doit  être  la  nature  de  l'équation  en  /. 
Pour  cet  effet  on  remarquera  d'abord  que,  puisque  w  =  a',  on  aura 

w"  =  a"'  =  a"  =-  1  ; 

et  de  là         ■ 

co°+'  =  o,      w"-*--  —  ov, 

En  général,  puisque  i,  a,  «-,  a" â^~'  sont  les  racines  de  l'éipiation 
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y^—i--(},  les  puissaiicos  i,  '.,,  ',r,  c/',...,  oj"   '   scroiil   les  liicincs  de 
l'équalion  y^  —  i  =  o  (24). 

FaisiUil  donc  l'ciili'ci'  les  |)niss;ui(«'s  de  ',>  plus  liiuilcs  (iiic  o)"~'  d;ms  la 
classe  (les  intérieures,  l'expression  de  /  deviendra  de  celle  l'orme 


en  snpposani 


•  =  z'-h-  ù>z"  -1-  f.)'z"'H  f,i'3"  + . . .  ^-  f.r-'zC), 

z'  =  ^'  4-  x(''+"  -I  j;(»''+')  +  .  .  .  -I-  a;-(i'^''+'), 
z"  =  x"  H-  x("^+^)  -\-  .rf"-*-^)  -I-  .  .  .  +  ^(i'-''+-', 
2"'—-  x'"  -V-  ;f'°+')  +  x*-""^')  -T-  .  .  .  +  .r'i*^''"*''', 

zC)^:  ,r(°'  +  ^'-•''  -f-  a;-(''°)  -t-  .  .  .  -h  .r<i'>. 

77.  En  considérant  niainlciiaut  l'éipialion  en  /  dans  loule  sa  i;eiiéra- 
lité,  il  est  clair  ([u'elle  devrail  elre  du  degré  1.2. 3... a,  |)uis(|n'il  y  a  an- 
lanl  de  pernuilalions  possiMes  entre  les  u.  racines  .r',  x" ,  x"\...,  et  dont 
chacune  doit  donner  une  valeur  particulière  de  /;  mais  si  [)armi  ces  va- 
leurs il  Y  en  a  d'égales,  on  pourra  en  l'aire  abstraction  et  abaisser  par  la 
l'équation  en  /  à  un  moindre  degré;  or  c'est  précisément  ce  (pii  a  lieu 
dans  le  cas  présent. 

En  effet,  il  est  visible  que  la  (|uantité  z  demeurera  toujours  la  même, 
(juclque  permutation  qu'un  fa.sse  entre  les  v  racines  a-',  a:'"^"^".  a-'^'^^'  ....: 
donc,  puisque  y  choses  admettent  i.2.3,..v  j»ermutalions,  il  s'ensuit 
d'abord  que  les  1.2. 3. ..y.  valeurs  de  /  seront  telles  (|ue  chacune  se  trou- 
vera répétée  i.2.3...v  fois;  en  sorte  (jiie  parmi  ces  valeurs  il  ne  pourra 

V  en  avoir  que       "    '  —  -'  de  dillérejUcs  entre  elles. 
'       1 . 2. i. . . V 

Considérons  ensuite  la  quantité  r.",  on  piouvera  de  la  même  manière 

(|ue  chacune  de  ces  dernières  valeurs  devra  aussi  se   ti'ouver  répétée 

r.2.3...v  fois,  ce  qui  réduira   le  nomiire  des  \aleurs  dillérentes  de  l 

.     1 . 2 . 3 ...  y. 

^  (1.2.3.  ..v)^' 

En  continuant  le  même  raisoiniemeii!  à  l'égard  des  autres  quantités;"', 

r." z'"'',  on  en  conclura  enlin  ijue  b'  nombre  des  valeurs  différentes 

III.  44 


346  SUR    LA    KESOLUTION    ALGEMIÎIQLE 

(lé  /  ni'  sciii  (lue  — -— .,  '  '  "  ''_;  de  sorte  (iiie  l'éiiualioii  en  /  iir  niniitera 
'  I  .  -2  .  i . . .  V  -  '  ' 

,        ,        ,     1 . 7. .  3 . . .  y. 

uu  au  (lei^re  ^ ^• 

T  ^       (I  .7,  .3. .  .v)- 

78.  Cela  pos(^.  si  l'on  compare  niainleiiant  l'expression  pré-cédente 
(le  t  avec  celle  du  n"  60,  on  verra  aisément  fju'ellc  csl  susceptible  de  re- 
niar(]ues  semblables,  relativement  aux  permutations  des  (juantités  z  ,  z", 
z  ,...  entre  elles:  d'oi!  l'on  conclura  : 

i"  Qu'en  supposant  z?  égal  à  un  nombre  premier.  ré(|uation  en  t  ne 
renrermera  que  des  puissances  de  /  dont  les  exposants  soient  multiples 
de  ??;  de  sorte  qu'en  taisant  f^  =  5,  on  aura  une  équation  en  0  du  degré 

nî   1 .2.3.  .  .V)" 

^                  ,           .                        .            ,                     ,1                   1 . 3 . 3 ...  a 
■2"  Oue  celte  e(|uation  sera  touiours  (iecomposajjle  en    5 z 

équations  de  la  loriiie 

ou  les  coeQlcients  T,  U,...  ne  dépendront  ipie  d'iiiie  é(|u-,iti(Mi  du  degré 

I .  a .  3 . .  .  u 
fô  —  I   55  ^  1 . 2 . 3 .  .  .  y  ="  ' 

\"  Que,  si  Ton  (Irsigne  par  0',  5",  0",...  les  ^ —  i  r;i(iiii'>  ili'  l'tMjua- 
•  ion  précédente,  les  (juantités 


;&'     v&"     V^'"  76'=-" 


seront  les  valeurs  de  ceux  des  coetllcients  /,-,  h.  g c,  h  (|ui  ((ccupciil 

dans  cette  série  les  places  v'""%    av'^"".    3v  ''''"^.. .  jus(iu'à  la    a-v  "''"'• 
inclusivement,  ou,  ce  qui  icvient  au  même    à  cause  ([ue  le  minibre  de 

tims  les  coefficients  (/,  b,  c k  est  u.  ,  des  coelficienls  <|ui  occupent  les 

mêmes  places  dans  la  série  a,  h,  c. —  X": 

V  Que,  pour  trouver  les  valeurs  des  coelficienls  T,  U,  \  — ,  on  pourra 
.'ie  seivir  pareillement  dos  méthodes  des  n"'71  et  72,  en  ayant  seulement 
attention  de  mettre  partout  l'exposant  ~  ii  la  place  de  l'exposant  a: 
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5°  Que,  si  TT,  n'csl  pus  un  noiiilnc  prcinicr,  il  nuidi;»  apporlcr  aux  con- 
clusions précédentes  des  moditicalions  relatives  îi  la  nature  du  nombre  v; 
et  qu'on  trouvera  aisément  par  des  considérations  semMahles  à  celles 
(jui  ont  fait  rohjet  du  n"  75. 

79.  On  voit  donc,  d'après  ce  qui  précède,  que,  lorsque  l'exposant  [}.  de 
l'équation  proposée  est  un  nombre  composé,  les  coellicients  />,  c,  r/, ... 
ne  peuvent  pas  être  les  racines  d'une  même  é(juatioii,  comme  cela  a  lieu 
dans  le  cas  où  l'exposant  u.  est  un  nombre  premier,  mais  (|ue  ces  coelïi- 
cients  dépendent  abus  d'écpiations  dillerentes  suivant  (|iie  leurs  places 

dans  la  série  a,  h.  c.  d sont  niarcpiées  par  des  ncunbres  (buit  les  plus 

grandes  mesures  avec  le  nombre.jU.  sont  dilTérentes. 

Cependant  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  chercher  et  de  résoudre  toutes 
ces  diflerentés  équations;  car  les  coefficients  dont  il  s'agit  dépendent 
mutuellement  les  uns  des  autres,  en  sorte  que  dès  que  l'on  aura  trouvé 
la  valeur  d'un  de  ces  coefficients  on  pourra  en  déduire  aisément  celles  de 
tous  les  autres.  En  effet,  si  l'on  suppose  que  l'on  élimine  >-  de  l'étjua- 
tion  [k)  du  n"  65  par  le  moyeu  de  l'équation  ji^  — -  i  —  o,  et  (ju'on  c(uii- 
pare  ensuite  l'équation  résultante  terme  à  terme  avec  la  proposée,  on 

aura  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  coefficients  indéterminés  a,  b,  c 

par  lesquelles  on  pourra  déterniinci'  chacun  de  ces  coefficients  :  or.  ii 
l'exception  du  premier  coefficient  a  qui  se  trouvera  donné  par  une  é(]ua- 
tion  où  il  n'y  aura  point  d'autres  inconnues,  tous  les  autres  coefficients 
inconnus  è,  c,...  se  trouveront  mêlés  entre  eux,  de  manière  que  par  la 
méthode  ordinaire  d'élimination  on  pourra  déterminer  la  valeur  de  cha- 
cune de  ces  inconnues  par  une  autw  ([uelconque  d'entre  elles;  sur  quoi 
on  fera  des  remarcjues  semblables  à  celles  du  n"  58. 

80.  M.  Bezoul,  dans  le  dessein  de  simplifier  et  de  faciliter  l'usage  de 
sa  méthode  lorsque  l'exposant  de  l'équation  proposée  est  un  nombre 
composé,  a  donné  une  seconde  méthode  (jui  parait  en  quelque  manière 
plus  générale  que  la  [)remière,  mais  (jui  revient  cependant  à  la  même 
dans  le  fond,  comme  nous  Talions  faire  voir. 

Suivant  cette  méthode,  si  l'exposant  a  de  l'équation  pr(q)osée  est  re- 

44- 
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présenté  par  le  [uniluit  v^  des  deux  nombres  v  et  ^,  on  prendra  deux 
équations  do  cette  l'orme 

)  x'  —    a   ~h  h  y  -^  cy-  -+-  dy^   -h  .  .  . -f-  f,y"   ':  x—' 

\       ~    a'  ~  b'y  -h  c'y-  -+-  d'y'  +  .  .  .  —  (,'  y"-'  i  x—' 

/         1       —  '  <-'"  ^-  ''".'■  +  «•■';>•=  -i-  d"x'  +  •     •  -^  /'  "r°~'  !  ^'"' 


±  [a'-''  -h  A('-')  j-  -)-  cC'-'' r'  -h  r/(-')  j'  -i-  . . .  h-  /,■'-')•=-']  =  o, 

^•=  —  I  =  o. 

Et  éliminant  y  on  aura  une  équation  finale  en  x  du  degré  vt^  qu'on 
comparera  terme  à  terme  avec  la  proposée:  ce  qui  donnera  yzô  équations 

particulières  entre  lescoeflicientso.  h.c a',  //,  c' dont  le  nombre 

est  aussi  v^r;  de  sorte  qu'on  pourra  par  là  déterminer  chacun  de  cescoef- 
iicients. 

Oi-,  comme  récjuatiou  y~  —  1^=0  donne  n;  valeurs  de  y,  on  aura,  par 
la  substitution  successive  de  ces  vab'iirs,  autant  d'équations  en  t,  cha- 
cune du  degré  v;  d'où  l'on  tirera  y.v  valeurs  de  r,  ([ui  seront  les  racines 
de  l'équation  proposée. 

Il  est  clair,  par  la  théorie  de  l'élimination  exposée  dans  le  n"  13,  que 
l'équation  résultante  de  l'élimination  de  y  dans  les  deux  équations  ci- 
dessus  ne  sera  autre  chose  que  le  pi'oduit  de  toutes  les  équations  /;  que 
l'on  aurait  eu  y  mettant  à  la  place  de  y  les  ^  racines  de  l'équation 
y~  —  1  =0;  d'où  l'on  voit  que  res[Hit  de  eette  méthode  consiste. à  dé- 
ii!iiipu<er  l'équation  [iroposée  du  degré  v5t  eu  ^  équations,  chacune  ilu 
./--"le  (legi-é,  cl  cfhi  moyennaui  une  équation  du  degré  ^,  de  la  ternie 
v~  —  1=0. 

Toute  la  dilliculté  consiste  dans  la  détermination  des  coefficients  in- 
connus a,  b,c a',  h',  c ;  c'est  pourquoi  il  est  bon  de  rechercher  À 

priori  (juelle  doit  être  la  nature  des  équations  par  lesquelles  ces  quantités 
doivent  se  déterminer. 

81.   Supposons  donc  (|iie  l'équation  proposée  du  degré  y.  =  vtt.  et 
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(loiil  les  niciiii's  soiil  r'.  x" ,  x  ,...,  soit  le  pi'odiiil  de  w  étiiialioiis  li'lles 

(|IIC 

X' —  z' x"—' -r-  u' x'~-—  v'  x^-^+ . .  .^=o, 
X'  —  z"  X'—'  -h  II"  X-'  —  v"x^-'-h.  ..=  o, 
X'  —    z^x"-'  -i-     u"'x'—-  —     v'"x''-'  -t-  .  .  .  =  o. 


il  faudra  que  chacune  de  ces  équations  renferme  v  racines  de  la  proposée; 
de  sorte  qu'en  partageant  la  totalité  des  a  racines  .r',  x",  x"  — ,  x'^-  en 
zs  systèmes  de  v  racines  chacun,  et  tels  par  exemple  que 

x',     x(=+",    x*=°+'>,...,    x'--'--=^'\ 
x",    x(°-^-i,    071=="+=',...,    x^-'-'-^-K 

> 

on  aura  par  la  nature  des  équations  s'  égal  à  la  soinnic.  u'  éi;al  à  la 
somme  des  produits  deux  à  deux,  c'  égal  à  la  somme  des  produits  trois  à 
trois,  etc.,  des  racines  a;',  x'^^*\  x'^~'^'\...,  x^~~'"'':  de  même  on  aura 
z"  égal  à  la  somme,  u"  égal  à  la  somme  des  produits  deux  à  deux,  r'  égal 
à  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  etc..  des  racines  x",  x"^^-\ 
^(2a+2'^    ^  ^,  si-cj+2)^  J.J  jjji^^j  ,1p  suite. 

Or,  si  l'un  désigne  par  i.  'a,  s,  I,...   les  sr  racines  de  l'eciualion 
y'^  —  I  =  o,  on  aura  (numéro  précédent] 

a  -h  b  -i~  c  -h  d  -^ . . .  -{-  ff  ^=  z' , 

U-\-  bu-h  C'ji-  -+-  d'i)'  +...-+-  />f,>^~'  :=  z", 
a-i-  bo  -h  co'^  do'  -!-...+  ^-9°^'  —  z'", 

et  (le  même 

rt'  -!-  i'  -+-  6-  -t-  </'  -4-  .  .  .  -I-  A  '  ==  m', 

a'  -+-  b'M  -+-  c'',y  -r-  d'w^-h  .  .  . -h  /l'oj"-'  =  u", 

a'  -h  b'o  H-  c'o'  +  d'o'  -h  .  .  .-h  h'o"-'  —  u'", 

■ J 

et  ainsi  Je  suite. 
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Donc,  puisque  par  la  nature  de  l'équation  v^       1=0  (pii  manque  de 
tous  les  fermes  intermédiaires  on  a 

I  ^-  OJ  -T-  O  H-  ij»  ^  .  .  =  O, 
I  —  0)2  —  O'  -r-  'i/'  —  .  .  .  =  O, 
I  —  C)^  -i-  O^  -f-  dl"  -J-  .  .  .  =r  O, 
- 

on  |)ouii"i  déterminer  les  valeurs  des  quantités  «,  b,  c,...,k,a  .  h\c\...,k\ 
a' .  h  .  c  . . . . ,  k",  ..  par  une  méllnide  seml)Ial)le  a  celle  du  n"  (i7:  et  il 
viendra 

rort  —  Z'  —  Z"  ^  Z'"  —  ...  —  3'=\ 
Tsh  =^  z'  -r-  U'''  z"  —  '^~''  z'    ^  .  .  .  , 

OJC  --=  z'  -^  (ù^-'-z"  —  0^^'Z'"  —  .  .  ., 


ensuite 


îno  ^  «  —  «   -i-  «/    ^-  .  .  .  —  « 

roi'  =  U'  —  6)"^'  ;/"  —  0~~'  II"'  -r 


et  ainsi  de  suite. 

82.  Examinons  les  \aleurs  de^  quantités  a,  (>,  c ..,  k.  el  il  e^l  d  abord 
clair  que  la  valeur  de  trra  sera  égale  à  la  somme  de  toutes  le>  racines  œ', 
x".  X  x''^';  de  sorte  que  l'on  aura  ??«  =  —m:  et  par  con.séqnent 

m 

«  = 

Knsuite,  si  l'on  met  w",  w%...  a  la  [ilacc  de  9,  ^J>,...,  en  .-.orlc  i|ue  les 
racines  de  l'équation  y'^  —  1  =  0  soient  représentées  par  1 ,  vj,  'ù- .  o',. .., 
oj^-'    24;,  on  aura 

57/.  t  s'  —  0)Z"  -!-  &)-z"'-i-  u^z"  +...-!-  w=— '2^='  , 

et  pour  avoir  les  valeurs  des  quantités  rr.h,  vig,...  il  n'y  aura  tiii'ii  chan- 
ger successivement,  dans  cette  expression,  la  racine  'n  en  o)-.  ',>\  — 
Or  l'expression  précédente  de  vik  est  la  même  (]ue  celle  de  la  (pian- 
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(ité  a  '  ou  /  (lu  11"  7G;  par  conscHiuoiil  celles  de  -ah,  37^,...  .-eioiit  aussi 
les  mêmes  (|ue  celles  des  quantités  a'-"'',  a""'',...  du  même  numéro;  d'où 
il  est  farile  de  çiinciiiri'  (jue  les  coeiFicicnts  a,  h,  c,  d,...  de  l'e(|ii;iliiMi  /) 
ilu  n"  80.  étant  multipliés  pars,  seront  respectivement  égaux  à  ceux  des 
coefficients  a,  h,  c,...  de  l'équation  i^    du  n**  65,  qui  occuperont  dans  ia 

série  a,  h,  c les  places  marijuées  par  les  nombres  i,  v,  2v,  3v 

a  —  V,  chacun  de  ces  coelficients  étant  multiplié  par  ij.. 

Ainsi  l'on  pourra  appliquer  sur-le-champ  aux  coefficients  a,  h,  c — 
de  la  f'iirmule  ci-dessus  les  mêmes  conclusions  des  n"'*  76  et  suivants. 

83.  Quant  aux  autres  coefficients  a  ,  h',  c',...,  a",  h' ,  c, ...  de  la  même 
formule  (/)  on  pourra,  si  l'on  veut,  les  faire  dépendre  des  précédents,  ou 
sim])lement  d'un  quelconque  d'entre  eux,  par  des  considérations  sem- 
hUihles  à  celles  du  n"  79;  on  peut  aussi  déterminer  à  prioii.  d'après  les 
formules  du  n"  81,  le  degré  et  la  forme  de  l'équation  d'où  chacun  de  ces 
coefficients  doit  dépendre  immédiateiiieiit. 

Pour  cet  effet  il  suffira  de  remai(]ucr  que  les  (juaiitités  u  .  u  .  //  

sont  analogues  aux  quantités  correspondantes  z-' ,  z",  z'",...  en  ce  que  ces 
quantités  sont  des  fonctions  des  mêmes  racines,  lesquelles  ont  la  [)ro- 
priété  de  demeurer  les  mêmes,  quelques  permutations  qu'on  fasse  entre 
ces  racines;  il  en  est  de  même  des  quantités  c',  c".  c  ,. ..;  d'où  il  s'ensuit 
que  l'on  pourra  appliquer  aux  coefficients  b' ,  c  ,  d',...,  b",  c",  d' ,...  des 
raisonnements  et  des  conclusions  semblables  à  celles  qui  ont  lieu  pour 
les  coefficients  b,  c,  d, — 

.Mais  à  l'égard  des  coefficients  a' ,  a",...  il  faudra  les  considérer  à  part, 
et  après  avoir  prouvé  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  du  11"  77 

que  chacune  de  ces  quantités  ne  pourra  avoir  que  — '^"    "  '  "'"^  valeurs 

différentes,  on  remarquera  que  ces  quantités  ne  souffrant  aucun  chan- 
gement par  les  permutations  des  quantités  m  ,  u",  u  ,...,  u  "  ,  ou  c',  r  , 
v'",...,  c"^',  ou,  etc.,  entre  elles,   il  faudra  encore  diviser  le  nombre 

■   '   "  ■  '-^  par  i  .2.3.  ..'ô  pour  avoir  celui  des  valeurs  différentes  de  cha- 


1.2.3. . 
cun  des  coefficients  a  ,  d ,...;  d'où  il  s'ensuit  que  chacun  de  ces  mêmes 
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coefficK'Dls  (li'viii  èlie  (léterniiuc  [)ai'  une  é(|ii;ilion  pyrticiilièi'e  du  degré 

I  .  2  . 3 . . .  u 


I  .  3  . 3 . . .  ro  I  .  2  . 3 . .  .  V  ° 

84.  Supposons  i\uv  l'iMpialiuii  |)iopost'f*  soit  d'un  de-^re  pair,  et  pre- 
nons 151=:  2,  en  soilc  (|uc  l'on  ait  y.  =  2v:  dans  ce  cas  ré(|ualion 
y'^  —  I  =  o  deviendra 

y-  —  I  =  o, 

latjuelle  donne  les  deux  racines 

,)•  =  I     et     r  =  —  i; 

el  il  faudra,  suivant  la  méthode  précédente,  que  l'e(|uation  proposée 

x''  —  mx-'~'  ^'  nx-'  '  -^  px-'~'  —  .  .  .  =  o 

soit  forniée  du  produit  de  ces  deux-ci 

X'  —  {a  ^  b  X"'  -t-    «'  -I-  h'  X—'  —    a'  -^  h"  ;  x'-'^  -+-...=  o, 
,r-  —    a  —  6)  .r'  "'  —   a'  —  b'   x'~'  —    a''  —  U"  >  x'~^  -f- .  .  .  =:  o. 


Ainsi  l'on  aura 


—     et     0 


2 


OU 


z'  =  x'  -T-  x'"  ^  X'-  —  ...  -I-  .r(-'— '■', 
z"=  x"-T'  x'"  -H  .r"  -r-  . .  .  ^  x'--'K 


Et  l'on  ti'ouvera  (|ue  l'éipiation  en  h  sei'a  du  degré 


I  .  2  .  3  ...  2  V  ,      , .  V  H-  I  ;     •>  H-  2  !  (  V  -r-  3  I  .  .  .  2  V 

-5      c  esl-a-Que     


.2.3. 


1.2.3...; 


avec  tous  le.s  exposants  pairs. 

Donc,  si  l'on  suppose  ^\\\v  re(iuation  proposée  ait  un  diviseur  du 
gré  V  et  tel  (juc 

x-  —  w'x'-'  +  rt'.r'-'  -+-  p'x—^  -r  . . .  1=  o, 
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on  trouver:!  poiii/w    nue  é(|ii;iti()ii  du  degré 

(V  -t-  ii\v  -+-  7.i{v  •+■  3).  .  .(ay) 

1.2.3. . .V 

ce  (jui  s'accurde  avec  ce  (|ue  l'on  sait   d'ailleurs,   |)uis(|ne  ce   rmuilire 
exprime  celui  des  combinaisons  <le  2v  choses  piises  v  ii  v. 
El  comuu^  en  faisant 

—  m  =  a  -4-  ft  = h  fi 

7. 

on  doit  a^'oir  une  équation  en  h  (\m  n'ait  (|ue  des  puissances  paires,  il 
s'.ensuil  que  l'équation  en  m' sera  telle  que,  si  l'on  y  fait  disparaître  le  se- 
cond terme,  tous  les  termes  alternatifs  disparaîtront  en  même  temps, 
comme  nous  l'avons  vu  par  rajtporl  aux  é(jualious  du  (juatrii-me  de- 
gré (35J. 

85.   Si  l'équation  proposée  est  du  sixième  degré,  en  sorte  que  y  =  '3, 
et  qu'on  fasse  4^"  =  5.  on  aura  une  équation  en  5  du  degré 

4.5.6     _ 


2  X  I  .2.3 


M.  BezGut  pense  que  cette  équation  pourra  se  décomposer  en  deux 
équations,  au  moyen  d'une  équation  du  second  degré  :  c'est  de  quoi  je 
doute  fort;  en  effet,  les  racines  de  l'équation  en  5  seront  représentées  par 
ces  dix  quantités,  lesquelles  renferment  toutes  les  valeurs  de  ( z'  —  z")- 
qui  peuvent  résulter  des  permutations  entre  les  six  racines  x',  x" ,  x",... 

x'  -+-  x"  -+  x'"  —  x'^  —  x^  —  x"'  y, 
I  x'  ■+-  x'  -t-  -j?"  —  x'"  —  x'-  —  x"-'  )-, 
ix'  +  x"  -4-  x"   —  x'"  —  x'" —  x"'  )-', 

(  x'  -r-  X'"  -I-  x'"    —  x"    —  X"  —  X"'  Y, 

{x'  ^  x"  -1--  x'"  —  X"-  —  x"  —  ^"'  )-, 
(  x'  -4-  .r"  -^  x'"  —  x'"  —  x^  —  x"  Y, 

{x'  ^-  X"  -¥-  X^  '  —  x"    —  x"'  —  X^    Y' 

x'  ^  x^   ~  x^'  —  x"  —  x'"  —  x'^  )■'. 

ni.  45 
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Or,  si  l'on  suppose  que  les  deux  facteurs  de  re(|uatiuu  dont  il   s'agit 
soient  repi'ésenlf's  |)ai- 

6'  — /6=  -+-  gO'—  /lO'  +  ie  ~  /-■  =o, 


Il   la 

( 


udia  (|ue  /  soit  égale  à  la  souinie  de  cinq  des  dix  ([uanliles  précé- 
lentes,  et  (|ue  /'  soit  égale  ;i  la  soiiiine  des  eiuij  autres:  et  pour  que  les 
eoeftieients  /  et  y  ne  soient  afl'ectés  que  de  radicaux  du  secoiul  degré, 
il  faudra  que  ces  deux  coefficients  soient  les  racines  d'une  é(|ualion  du 
second  degré  telle  (pie 

j=  —  M,r  -f-  N  =  o, 

M  et  N  étant  des  jonctions  rationnelles  des  coeftîcients /«.  /i.  />,...  de 
l'équation  proposée;  on  aui'a  donc 

M=/+/'     et     N=/r; 

de  sorte  (jue  tant  la  somme  que  le  produit  des  deux  (piantités/et /'  de- 
vront être  des  fonctions  rationnelles  de  m,  /i,  p,.. .  et  par  conséquent  des 
fonctions  des  racines  a;',  x",  x'",...  telles,  (ju'elles  ne  changent  point  de 
valeur,  (|uelque  permutation  (|u'ou  fasse  entre  ces  racines;  or  celte  con- 
dition a  l)ien  lieu  à  l'égard  de  la  somme  f^  f ,  tpii  est  égale  à  la  somme 
de  t(uites  les  dix  quantités  ci-dessus;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  à 
l'égard  du  produit  ff'\  car  on  peut  s'assurer  facilement  (|ue,  de  (|uel(|ue 
manière  (|u'on  partage  la  somme  des  dix  racines  précédentes  en  deux 
sommes  partielles  de  cinq  racines  chacune,  le  produit  de  ces  deux 
sommes  partielles  n'aura  jamais  la  propriété  de  demeurer  invariahle  dans 
toutes  les  permutations  qu'on  pourra  faire  des  racines  x' ,  x  ,  x'",... 
entre  (dies. 

On  pouirait  dire  (pTii  ne  seinil  peul-etre  pas  necessaii'e  (pie  les  deux 
(|iiaiilites  /' et  /'  fussent  les  racines  d'une  même  é(|uation  du  second  de- 
gré, et  (juc  riiiie  de  ces  (pianlilés  pourrait  dépendre  d'une  e(|uatiou  el 
l'autre  d'une  autre;  mais  pour  détruire  cotte  exception  il  suitit  de  con- 
sidérer (|uc.  sup|iosaiil  /' déterminée  par  une  (''(|uati(Ui  du  sec(uid  degi'é 
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Icllc  (|in' 

les  deux  racines  de  cette  c(|iiation  seront  nécessairement  étfales  chacune 
il  la  somme  de  cin(j  (|iielcon(jucs  des  dix  (nianlilés  précédentes;  c(  il 
faudra  (|ue  ces  deux  sommes  ajoutées  cuscnihle  produisent  une  (juau- 
tité  M  qni  ait  la  propiielé  de  detiieuicr  la  même,  (|uel(|ue  |ierniulali(iu 
(|u"(ui  lasse  entre  les  racines  a;',  x" ,  x'",...;  ce  (|ni  ne  saurait  avoir  lieu  li 
moins  (]ue  les  deux  souuues  doul  nous  parlons  ne  reuléruieut  l(Uites  les 
dix  (|uantités  en  ((uesliou  ;  par  consé(|uenl.  Tune  étant  la  sounue  de  ciu(| 
de  ces  (juantités,  l'autre  devra  être  nécessairement  c(dle  des  cimi  autres. 


SECTION   QUATRIÈME. 

CONCLUSIO.N  DES  RÉFLEXIONS  PRÉCÉDENTES,  AVEC  OUELQCES  REHIARyCES  GÉ.NÉ- 
RALES  SUR  LA  TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIO.NS,  ET  SUR  LEUR  RÉDUCTION  OU 
ABAISSEMENT   A    UN    MOINDRE    DEGRÉ. 

86.  On  a  dû  voir  |)ar  l'analyse  (|ue  nous  venons  de  donner  des  princi- 
pales méthodes  connues  pour  la  résolution  des  équations,  que  ces  mé- 
thodes se  réduisent  toutes  à  un  même  piincipe  général,  savoir  à  trouver 
des  fonctions  des  racines  de  ré(|uation  proposée,  lesquelles  soient  telles  : 
i"<jue  l'équation  ou  les  é(iuatious  par  lesquelles  elles  seront  données, 
c'est-à-dire  dont  elles  seront  les  racines  (équations  (ju'on  nomme  com- 
munément \es .réduites),  se  trouvent  d'un  degré  moindre  que  c(dui  de  la 
proposée,  ou  soient  au  moins  déconiposables  en  d'autres  équations  d'un 
deijré  moindre  que  celui-là;  2"  (|ile  l'on  puisse  en  déduire  aisément  les 
valeurs  des  racines  cherchées. 

L'art  de  résoudre  les  équations  consiste  donc  à  découvrir  des  fonctions 
des  racines,  qui  aient  les  propriétés  que  nous  venons  d'énoncer;  niais 
est-il  toujours  possible  de  trouver  de  telles  fonctions,  pour  les  é(iuations 
d'un  degré  quelconque,  c'est-à-dire  pour  tel  nombre  de  racines  qu'on 
voudra?  C'est  sur  quoi  il  parait  très-dinicile  de  pouvoir  prononcer  en  gé- 
néral. 

45. 


356  SUR   LA    RÉSOLUTION    ALGEBRIQUE 

A  l'égard  des  ('■(|iiatioiis  (|iii  ne  passent  pas  le  quatrième  degi-é,  les 
fonctions  les  plus  simples  (jui  donnent  leur  résolution  peuvent  élre  re- 
présentées par  la  formule  générale 

x'  -+-  yx"  -+-  y''x"'  -f- .  . .  +  y'-'^^'  x'!*', 

,r',  x" ,  x" ,...,  x'-^'  étant  les  racines  de  l'équation  proposée,  (ju'on  suppose 

être  du  degré  u.,  et  )' étant  nru:  racine  quelconque  autre  (jue  l'unité  de 

ré(jualion 

y'^  —  I  =  o, 

c'esl-;i-dire  une  i-aciue  quelcon«jue  de  l'eijuation 

comme  il  résulte  de  tout  ce  qu'on  a  exposé  dans  les  deux  premières  Sec- 
tions, touchant  la  résolution  des  équations  du  troisième  el  du  quatrième 
dcijré. 

Quant  à  celle  des  équations  du  second  degré  dont  nous  avons  jusqu'à 
])réseut  fait  abstraction,  il  est  visible  (|u'elle  se  rapporte  aussi  au  même 
principe;  car  eu  faisant  [}.  —  2,  on  aura  la  fonction  x' -^-yx";  et  l'équa- 
tion y  -I-  I  —  o  donnant  y  =  —  i ,  cette  fonction  deviendra  x'  —  x",  c'est- 
à-dire  la  difléreuce  des  deux  lacines;  oi'  l'art  de  résoudre  les  équations 
du  second  degré  consiste  uniciuement  à  faire  évanouir  le  second  terme 
pour  avoir  une  réduite  (|ui,  ne  contenant  que  le  carré  de  l'inconnue,  soit 
résoluble  par  la  simple  exiractiou  de  la  racine  carrée;  et  comme  l'éva- 
nouissement du  second  terme  dans  une  écjuation  quelconque  exige  (|u'on 
diminue  les  racines  du  coelficient  de  cv,  terme  pris  avec  un  signe  con- 
traire, et  divisé  par  l'exposant  du  degré  de  l'équation,  c'est-à-dire  de  la 
somme  de  toutes  les  racines  divisée  par  le  nombre  de  ces  racines,  il  s'en- 
suit (]ue  la  réduite  du  second  degré  aura  p(uir  racines  les  dillérences 
entre  les  racines  de  la  proposée,  divisées  |)ar  2,  ou  bien  ces  dilférences 
mêmes,  en  supposant  qu'on  augmente  les  racines  de  la  réduite  dans  la 
raison  de  i  à  2,  ce  qui  ne  change  rien  à  la  nature  de  celte  équation. 

11  semble  donc  (pi'on  pourrait  conclure  de  là  par  induction  (|ue  joute 
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(■(liiiilioii,  (Ir  (jiicIciiH!  (Ic^gi'c;  (lu'cllc  soil,   .sera   aussi  rcsdiiihh;  a  l'aide 
(riiiie  réduite  dont  les  raeiiies  soient  représentées  pai'  la  nicuH!  formule 

x'  +  yx"  H-  y'^x'"  +  j'x'"  H-  . .  .  . 

.Mais,  d'apri's  ee  que  nous  avons  démontré  dans  la  Seeliou  |ii'é(é(leulc 
à  l'occasion  des  méthodes  de  MM.  Euler  et  Be/out,  les(|uelles  coudiiisenl 
directemi'iil  il  de  pareilles  léduites,  on  a,  ce  semhie,  lieu  de  se  con- 
vainci'e  d'avance  (|ue  celte  conclusion  se  trouvera  eu  déi'aiil  di's  le  ein- 
(|uième  degré;  d'où  il  s'ensuit  que,  si  la  résolution  algél)ri(|ue  des  é(jua- 
lions  des  degrés  supérieurs  au  (|uatrième  n'est  pas  impossible,  elle  doit 
dépendre  de  quel(|ues  fonctions  des  racines,  différentes  de  la  précédente. 

87.  Comme  jusqu'ici  nous  n'avons  lait  (|ue  chercher  ces  sortes  de 
fonctions  à  posteriori  et  d'après  les  méthodes  connues  pour  la  résolution 
des  équations,  il  ((St  nécessaire  de  faire  voir  maintenant  comment  il  fau- 
drait s'y  prendre  pour  les  trouver  à  priori  et  sans  supposer  d'autres  prin- 
cipes que  ceux  qui  suivent  immédiatement  de  la  nature  même  des  équa- 
tions :  c'est  l'objet  que  je  me  propose  principalement  dans  cette  Section. 

Je  donnerai  d'abord  des  règles  directes  et  générales  p(uir  déterminer 
le  degré  cl  la  nature  de  l'équation  d'où  un<'  fonction  quelconque  pro- 
posée des  racines  d'une  équation  de  degré  donné  devra  dépendre;  quoi- 
que cette  matière  ait  déjà  été  traitée  par  d'habiles  Géomètres,  je  crois 
qu'elle  peut  l'être  encore  d'une  manière  plus  directe  et  plus  générale, 
surtout  dans  le  point  de  vue  où  nous  l'envisageons  ici,  relativement  à  la 
résolution  générale  des  équations. 

Je  ferai  voir  ensuite  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  [xiur  (jue 
l'équation  dont  il  s'agit  puisse  admettre  la  résolution  en  supposant 
uniquement  celle  des  équations  des  degrés  inférieurs  à  celui  de  l'équa- 
tion proposée;  et  je  donnerai  à  cette  occasion  les  vrais  principes  et,  pour 
ainsi  dire,  la  métaphysique  de  la  résolution  des  équations  du  troisième 
et  du  quatrième  degré. 

Je  traiterai  enfin  en  peu  de  mots  de  la  réduction  des  équations  qui 
peuvent  se  décomposer  en  d'autres  plus  simples  à  cause  de  quelque  rela- 


358  SUK   LA    RÉSOLUTION    ALGÉBRIQUE 

lion  piiiliciilRMc  (|iril  y  a  ciitiT  leurs  r'aciiics,  et  ji'  inontiei-ai  par  (juel- 
quHs  exemples  eoiiiiiient  (iii  j)eiil  déenuvrir  ees  relations,  et  abaisser  pai' 
lii  les  ('(iiiatiuns  [iroposées  à  des  degrés  moindres. 

88.  Xons  ne  eonsidérerons  ici  (|iie  des  fonctions  rationnelles,  et  nous 
désignerons  ces  fonctions  en  général  par  la  caractéristique/. 

Ainsi  f\{'V)]  signiliera  une  fonction  (|uelconque  rationnelle  de  jc; 
/[{■x){y)\  signifiera  une  fonciion  quelcon(|ue  rationnelle  de  x  et  y; 
f\(x){y]{z)],  une  fonction  quelcon(|ue  rationnelle  de  x,  y,  z,  et  ainsi 
des  autres. 

Si  dans  une  fonction  donnée  /[(a?)  (jij  on  a  /  =  ir,  en  sorte  qu'il  en 
résulte  une  sini|>le  fonction  de  a-,  au  lieu  de  dénoter  cette  fonction  par 
f[{x){x]\,  nous  la  désignerons  pour  plus  de  simplicité  par/rficj-j; 
pareillement,  si  dans  la  fonction  donnéi^/Tfa?)  [y]  {z)\  on  fait  v  =  .r,  on 
dénotera  la  fonction  résultante  de  x  et  =  par/[fa;)^  fs)],  et,  si  l'on  fait 
en  même  temps  x  ^=  y  =  z,  on  aura  une  simple  fonction  de  x  qu'on  dési- 
gnera \)nv /\\xf  \,  et  ainsi  des  autres. 

De  plus,  lorsqu'on  voudra  icprésenter  une  fonciion  de  x  et  v,  par 
exemple,  telle  ([u'elle  demeure  la  ménu'  en  échangeant  x  en  y,  c'est-ii- 
dire  une  fonction /[(a?)  (jjj  ttdle,  (|ue  l'on  ■M[/[{x){yi]  =/[ly)(x)], 
nous  la  désignerons  simplement  par/,(^,  y)j.  De  même  on  désignera 
par /[(iT,  y,  z)]  toute  fonction  de  .r.  )'  et  z  telle,  qu'elle  ne  change  point 
en  échangeant  les  (|uantités  x,  y,  ;  entre  elles  d'une  manière  quelcon(|ue. 
Ainsi /'^a-,  y)  f:  1  I  dénotera  une  fonction  rationnelle  de  x,  y,  z  telle, 
(ju'elle  demeure  la  même  en  échangeant  x  en  y  sans  touchei'  à  la  (juan- 
titc  c,  et  ainsi  de  suite. 

Mais  si  l'on  avait  une  fonction  de  x,  v,  r-  et  ti  telle.  <|u'elle  demeurât  la 

même  en  échangeant  à   la  fois  .-r  en  ;  et  v  en  //,  on  la  dénoterait  par- 

/[{x)  (y),  {z)  [u)];   et  si  cette  foncti(Ui   demeurait    aussi  la   même  en 

échangeant  simplement  x  en  r.  ou  r.  en  (/.  ou  la  désignerait  alors  par 

/[(x,y),  (z,  u)\. 

Enfin,  si  l'on  a  plusieurs  fonctions  des  mêmes  (luanliles,  (ui  appellera 
fonctions  .sY'm/^/«Z>/e.v  c(dles  qui  varient  en  même  temps  ou  demeurent  les 
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moines  lors(|ii*uii  v  l'ail  les  iiicmcs  |)iTiiHit;ili()iis  ciilrc  les  i|iiiiiilil('>  ddiil 
elles  sont  composées,  de  nnniii'rc  (|u'cll('s  puissent  être  (lésii;nc('s  (rnnc 
manière  analogue.  Ainsi  picnani  les  eai'aeténsti(|ues  / ft  ',.  pcuir  dési- 
gner (les  fonctions  diHcicntes,  les  l'onctions  y'[(ic)  (j')]  et  f\{x)  (y)] 
seront  semi)lal)les,  ainsi  (|ue  les  fonctions /[(a;, /)],  ^\{ûi-,  y}],  et  ■a\\\>\ 
des  autres. 

89.   Nous  supposerons,  eoniine  dans  la  Section  ptcecdente.  (|ue  re(|ua- 
tion  proposée  soit  représentée  généralement  pai' 

x'^  +  inx'^''  +  nx''^''  ^-  px'^  '  +  ...  =  o, 

et  (jue  ses  racines,  (jni  doivent  être  an  noiidire  de  y.,  soient  designées 
par  x',  x" ,  x'" ,  ir'^',...,  a-C'. 

Ainsi  l'on  aura,  par  la  natui'c  des  é(|uations, 

—  m  ~-  x'  4  x"  -+-  x'"  -t-  jr"  -H  .  .  . , 

«  :=  x' x"  -\-  x' x'"  -^  x" x'"  -\-  x'x'"  H    x"x'''  +.r'V  -)-..., 

—  /;  =  x' x" x'" -r  x'x"x"  -f-  x'.z"'x"  -I   x"x"'x'''  +.  .  ., 


Et  il  est  (  lair  que  ces  fonctions  de  x',  x",  x'",  x"' par  les(|utd!c>  ^ont 

exprimées  les  quantités  w,  />,  />,...,  seront  néeessairenienl  toutes  de  la 
forme/[(£c',  x",  x'",  x'^...,^.  et  que  par  conséquent  ces  fonctions  seront 
toutes  semblables,  ce  qui  est  une  propriété  fondamentale  des  équations. 

90.  Cela  posé,  pour  commencer  par  les  cas  les  pins  simples,  sn|)po- 
sons  que  l'équation  proposée  ne  soit  que  du  second  degré,  et  (ju'on  de- 
mande   ré([uation    par    hnincdle    devra    être    déterminée    la     lonetion 
f[(x')(x"),. 

Je  fais  t=/{{x'){x"j]  en  sorte  (jne  /  soit  l'inconnue  de  l'eciuation 
cherchée,  et  comme  x'  el  x"  sont  déterminées  l'une  et  l'autre  par  la 
même  é(|uation 

X-  -h-  nix  -K  «  ^  o, 

je  nu'ls,  [lonr  plus  de  généralité,  x  à  la  place  de  x  et  )  a  la  phm'  de  x"; 
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j'iiiirai  ainsi  l"c(jualioii 

l~f[{x)(r}]=o; 

(Foii  il  s'aiiiia  àv  chasser  x  et  y  par  le  moyen  des  deux  e(jiiahoiis 

X-  -t-  mx  -t-  «  =  o, 
r- +  my  +  n  =^  o. 

S(Ml 

on  cliasseia  d'aljord  a-  de  ré(|uation  X  =  o  par  le  moyen  de  l'eiinalion 
.r- —  »z.r -(- rt  =  o,  ee  qui  donnei'a  une  équation  que  je  désignerai  |iar 
Y  =  o,  et  dans  laquelle  Y  sera  une  fonction  rationnelle  des  (|uantités  /, 
m,  n  et  y.  On  chassera  ensuite  j  de  cette  dernière  équation  par  le  moyen 
de  l'autre  équation  y- +  m)  -1-/*  =  o,  et  l'on  aura  ré(|uation  finale 
T  =  o.  où  T  sera  une  l'onction  rationnelle  de  /,  m  et  n. 

Je  remarque  maintenant  que  puisque  les  racines  de  l'cciualion 

x''  -î-  mx  +  «  1=  o 

sont  x'  et  x" .  si  l'on  désigne  par  X'  et  X"  les  valeurs  de  X  (|ui  viennent 
de  la  substitution  de  ces  racines  à  la  place  de  x,  on  aura  par  ce  (|ui  a  été 
démontré  dans  le  n°  13  de  la  Section  Ij 

Y=:X'X". 

El  de  même,  a  cause  que  x'  et  x"  sont  aussi  ks  racines  de  l'équation 
y-  —my^  n  =  o,  si  l'on  désigne  par  Y'  et  Y"  les  valeurs  de  Y  (|ui  résul- 
teront de  la  substitution  de  x'  et  x"  à  la  place  de  y,  on  aura 


Ov  on  a 

donc 

et  de  la 


T  =  Y'Y  . 

X"=l-f[{x",{yj]; 


\       \i-f[{x'.{y]]]  X  [/  -~n[x")(r;]], 

\'  =  [t-f[ix',,x-)]]>  [t-fiix"  ,x'  :], 

r'^[t-f[ix'^x"!]]>i\t-f[{x")(x":,]]. 
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donc  un  ani'ii 

T=  \l-f[{^){x")]]  X  \l~f[{x"){x')]]  X  \t-f[{x'f]]  X  [/-/[  X"  ■']]. 

Or.  si  l'on  (■(insidi-rr  la  l'onchony"!  [x]- j  et  t|n"nn  lasse  /  —/  '.x)-\  ^=  2; 
(]n'(ni  élimine  ensnile  .«  (le  re(|iiaru)n  £  =  o,  par  le  nntyen  de  l'écjualion 
.T- -{- mx -\- n  =  o ,  on  ania  re(|nalion  5-— o,  oii  5  sera  nne  lomtion  ra- 
tionnelle de  l  et  de  m,  n.  VA  desii;iianl  ()ar  |'  cl  2"  les  valeurs  de  c  (|iii 
résulletil  de  la  siilisliintion  de  .t',  .r"  à  la  place  de  .r.  m\  anra 


Mais  on  :i 

donc 
Faisons 


r='-/[(^')']. 

r=/-/L(x";=]; 


&^[/-/[(x'i=]]x[/-/[ia;";^]]. 

<-'  =  ['  -/K-^') ( *■" )]J  X  f/  -/[(*•'■  nx' ,,]], 


et  l'on  aura  T  =  05.  et  par  eonséquent  (-)  =  ,  •-  de  soiie  (|ue.  comme  T 

et  5  sont  des  fonctions  rationnelles  de  /.  m  el  //.  il  est  clair  que  (-)  sera 
aussi  une  fonction  rationnelle  de  /,  m,  n. 

Ainsi  l'équation  T^  o  pourra  se  déconiposeï'  en  ces  deux-ci  6  =  o  et 
0  =  o;  et  comme  la  première  est  celle  qui  donne  la  valeur  de/[(a7j-J,  il 
s'ensuit  que  la  détermination  de  la  fonction  proposée  /[(.r'j  (,r"jj  dé- 
pendra uniquement  de  l'autre  équation  C-)  =  o. 

Donc,  pour  trouver  cette  équation  0  =  0  qui  résout  le  Proliléme,  il 
n'y  aura  ([u'a  éliminer  des  équations 

t-f[{x)(r]]=o, 
t-f[{xr-]  =  o, 

les  inconnues  x  et  v  par  le  moyen  des  équations 

x''  -+-  inx  -(-  M  ^  o, 

y-  -I-  my  +  «  =z  o, 

III.  46 
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et  désignant  par  T  —  o  et  ^  =  u  les  equaliuiis  rL'sultanlf.s  un  aura  sur-l<-- 
T 


cliamn  (-)  =  , 


91 .  On  voit  |iar  l'expression  de  C-)  que  l'équation  (■)  =  o,  (pii  doit  servii- 
à  déterminer  la  valeur  de  la  fonction /[(a;')  (x" j\,  est  du  second  degré, 
et  que  ses  deux  racines  sonl  /[{x')  {x"}]  et  /\{x")  {x')].  En  etfet, 
(■(ininie  les  racines  x'  et  x"  sont  déterminées  de  la  même  manière  par 
l'équation  x'^-{-  mx-\-n  =  o,  il  est  clair  que  les  deux  tbnctions/[(a7'j  (a;")] 
et/|'(a:")  (x"}\,  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  l'échange  mutuel  des 
racines  a?',  a:-",  devront  être  aussi  déterminées  par  une  même  équation. 

Si  la  fonction /[ (a?' j  [x" j]  était  de  la  forme /f(a;',  x")],  en  sorte  que 
l'on  eût  (88) 

alois  (in  aurait 

ià=[t-f[<x',a:")]Y; 

par  (iiiisiMiuent  re(|uation  6  =  o  deviendra  siiiipleiiient 

t-f[{x',x")]^o; 

d'où  l'on  voit  (|ue  la  fonction  dont  il  s'agit  sera  déterminée  dans  ce  cas 
par  une  é<|ualion  iinéaii'e;  par  conscMinent  elle  sera  d(jnnée  par  une 
expression  ralionnidie  en  m  et  n. 

92.  Qu'on  demande  maintenant  l'éciualioii  par  la(iuelle  devra  elle  dé- 
terminée la  fonction  /\(x')  [x" )  [x"')\,  en  supposant  (jui-  x  ,  x" ,  x'"  soient 
les  racines  de  l'écpiation  du  troisième  degré 

x''  -\-  inx'  H-  nx  -^  p  ^lo. 

Prenant,  comme  ci-de.ssus,  /  pour  l'inconnue  de  cette  é(]ualioii,  !■( 
nieltant  .r,  j,  c  a  la  place  de  x' ,  x",  x\  j'aurai  l'iMiuation 

'— /[(■^'(.>"'<2)]  =  o, 

d'où  il  s'agira  d'éliminer  successivement  x,  y,  z  par  le  moyen  îles  irois 
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équalidiis 

.r'  -4-  mx^  4  nx  +  ^  —  o, 

y  +  my'  -t-  ny  -+-/;  =  o, 

z'  +  mz"-  -t-  nz  H-  /;  "  o. 
Suit 

t-f[(x){r){z)]^-\; 

(Hi'oii  climiiic  (l'iilidid  de  l'ciiiiiilioii  X  =^  o  l:i  (|ii:iiililc  x  par  le  iiioycii 
de  l't'qualioii  cii  x,  on  aura  iiiic  seconde  é(]ualioii  (|iie  je  désignerai  par 
Y=o,  et  où  Y  sera  une  f'ondion  rationnelle  de  /,  y,  r,  et  des  coetli- 
cients  m,  n,  p.  Qu'on  éiiuiine  ensuite  y  de  ré(|ualion  Y=:  o  par  le  uiuyei> 
de  l'équation  en  j,  on  aura  une  troisii'nie  é(|ualion,  (|ne  je  désignerai  par 
Z  =  o,  et  où  Z  sera  une  fonction  rationnelle  de  /,  z  et  des  eoelTieients  m, 
n,  p.  Qu'on  élimine  enfin  de  cette  équation  Z  ~o  la  quantité  :;,  par  le 
moyen  de  l'équation  en  ;,  on  aui'a  une  équali(jn  tinale,  qu'on  pouria  de- 
signei'  par  T  =  o,  et  où  T  sera  une  fonction  rationnelle  de  /,  m,  ri,  p. 

()v,  puis(|ue  les  racines  de  ré(|uation  en  x  sont  ic',  or",  x'" ,  si  l'on  dé- 
signe par  X',  X",  X"  les  valeurs  de  X  qui  résultent  des  sukstilutions  de 
ces  racines  à  la  place  de  x,  on  aura,  par  le  n"  13, 

Y  =  X'X"X"'. 

De  même,  puisque  les  racines  de  l'équation  en  y  sont  aussi  x' ,  x",  x'",  si 
l'on  dénote  par  Y',  Y",  Y"  les  valeurs  de  V  qui  résultent  des  substitutions 
de  ces  racines  à  la  place  de  j,  on  aura  par  la  même  raison 

Z=rY'Y"Y"'. 

Enfin,  comme  l'équation  en  s  a  aussi  les  mêmes  racines  x\  x",  x'",  dé- 
notant par  Z',  Z",  Z"  les  valeurs  de  Z  «jui  résultent  de  leui's  suhstituticuis 

à  la  place  de  z,  on  aura 

T  =  Z'Z"Z"'. 

Mais  il  est  clair  ([u'on  aura 

\'  =  t-f[(x'){x]{z)], 

\"^t-f[[x"){r}{z)], 
\"'=t-f[{x"'){r)(z)]. 

46, 
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Donc 
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Y  =.[i-f[..x'nr){z)]]    x[t-fH^"]{r)(^)]]    x[i-f[^"'}[r'^']]' 

De  là  (II)  ;uir;i 


\'  =  [t-f[ix'){x']iz}]]  X 
Y"=[t-f[{x')ix"){z)]]  X 
\"'=[t-f[{x')(x"'-Az]]     X 

Donc 

Z  =[<-/[(A-';(^")(z;]]  X 
x[t-f[(x")(x']{z';]\     X 

x[t-f[ix'r-(z)]]        X 
Donc 

Z'  =  [/-/[(>7')(x")f^')]]  X 
x[t-f[{x"<(x'Y]]  X 
x[/-/['.r',']]  X 

r=\t-f[ix'){x")']]      X 

X  [/-/[(^")(^' }(*■")]]  X 

x[t~f[ix'y-(x",]]       X 

Z"'=[/-/[fx'!(^")(^"']j  X 
x[<-/[(^")(.r')(a:"')]]x 
X[t-f[{x'yi,x"'!]\  X 


!  -/ [(  X"  )(x'){z)]]     X  [/  -./■  [i  X'" }(x'){z)]], 

t-f[ix"){x"l{Z:]]      X.[l-f['^"')(^"){^)]], 

l  -f[{x"  ]  <x"')  <  Z  .]]     X  [/  -/[(  x"'  )  ix"'  I  { z  :,]]. 

t-f[^x')[x"'){z)\\  >^[t-f[[x")[x"'){z)]] 
t-f[(x'"][x'i[z)]]  X  [t-f[[x"')[x"){z']\ 
t-f[ix"f[z)]]  x[t-f[[x'"f{z)]\ 

l^f\ix'){x"'){x')\\  X  [t-f[\x",[x"'){x')\\ 
t^f[ix"']ix'f]\         X  [t-f[[x"')[x")[x''^\ 

t-f[(x"Y'x']]]        X  [t-f[{x"'Y{x')\\, 

t  ~-f[{x')ix"')  (X"  ]]  X  [/  -f[ix")  {x'"}(x")]] 
t-f[{x'"}{x')!x")]]  X  [t-f[lx"':'x"Y]\ 

t-f[i^"n]  x[t-f[i:x"'Y'x"]\, 

t  -~f['x'-)  {x"r]]     X  [/  -f[(^")  {X'"'']] 

t -f[{x"'} (^')  1^'")]]  X  [t  ~f[:x"'){x")  {x"')]\ 
t-f[{x"y-[x")]]      y<[t-f[{x''-]]. 


Donc  enfin,  si  l'on  iniilliplii'  ces  liois  (|iiiintités  ensemble,  et  qu'on  l'iisse. 


l)i;S   ÉQUATIONS. 
|)oiir  ;il)irgor, 

<■>  -    ['  -/[(^')  C-^")  1^'")]]  X  [t  -f[{x")ix')(x"')]\  X 
X  [/-/[( ^'  )  ( a:'" )  (  x"  )]]  X  [/  -/ [( X'"  }{x')( x"  )]]  X 

e  =[l~f[(x':']\  x[/-/[ix";3]| 


0,  =  [t-f[ix'i\x"]]]  x[t-f[[x"f{x')]] 

X[t-f[{  X'  y  { X'"  )]]  X[t-f[{  X'"  ?  (  X'  )]] 

Q,^[t-f[{x'){x"fî\  x[t-f{{x")^x'?]\ 

x[t~f[{x'){x"'f]]  x\t-f[[x"'][x'f]\ 


X 

X 
X 

X 
X 


03  =  [t  -f[{x'){x")(x'  i]  I  X  [<  -/[(  .r"  )  (>;'  )  (x"  )]]  X 

X  \t-f[[x'){x"')(x')\\  X  [/-/[(.r"')(,r')(^"')]]  X 


^f\ix'")(x"){x')]\ 

-/[(  .r"  )(  a?'"  )(jf ',,]], 

-/[,,^-"')M^")]J 
-/[i.r")M^"')]], 

-f[ix"')<x")^]] 

-/[(,r"if.r"' )•']], 

-/[,:^"'),.r"j(.r"',]| 


on  aura 

T  =  09  6,9,9,. 

Maintenant  je  reniaicjuc  (|ue,  si  l'on  suppose 

t-f[{xY]  =  o, 

et  qu'on  élimine  x  par  le  moyen  do  l'équation  en  x, 

x^  -f-  inx'  -+-  nx  H-  p  =;  o, 

on  trouvera,  comme  dans  le  numéro  précèdent,  l'équation  finale  5  =  o, 
de  sorte  que  0  sera  nécessairement  une  fonction  rationnelle  de  /  el  des 
coefficients  m,  n,  p. 

On  trouvera,  par  les  mêmes  principes,  que  si  l'on  l'ail 

'-/[l*-)'(J-i]  =  o, 

et  qu'on  élimine  successivement  x  et  v  par  le  moyen  des  deux  é(|iialions 

en  X  et  en  y,  savoir 

x^  -+-  mx'  -t-  nx  -f-  />  =  o, 
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ou  ;iui;i.  |)uiir  (•(iinilioii  liiialc,  i/j',  =  o,  où  hi  quanlité  5  5,  sera  par  loii- 
séquent  unt'  l'oiidion  rationnelle  de  /,  m,  n,  p\  et  eomnie  5  en  est  une 
aussi,  il  s'ensuit  que  5,  sera  de  même  une  fonction  rationnelle  de  /  et 
de  w,  n,  p. 

Pareillement,  si  l'on  l'ail 

/  —f\[x)iyf\-=o 

et  (|u"(in  élimine  .«■  et  v  par  les  mêmes  eipiations,  on  liouvera  celle  etiua- 
lion  finale  C$o  =  (),  dans  la(|U(dle  la  (pianlile  5  So  sera  diuu'  une  tonetion 
lationucdle  de  /,  m.  n,  p\  de  sorte  (|ue  la  (|uautité  5,  en  sera  une  aussi. 
Enlin,  si  l'on  l'ail 

t-f{\x){x){x)\  =  o, 

et  qu'on  élimine  de  même  .i-  et  j,  (ui  Irouveia  pour  ('(lualion  liiiale 
5  5^  =  o:  de  sorte  que  la  quantité  5  5:,  sera  une  l'onetion  rarKunielle  de  /. 
w,  «,/>,  et  par  conséquent  la  quantité  $3  en  sera  aussi  une. 

Donc,  |>uisque  les  quantités  5,  5,,  60,  5,  sont  chacune  des  fonclicins 
rationnelles  de  /  et  des  coeOicients  m,  /?,  p,  il  s'ensuit  (|ue  ré(|uatiou 

T;=o,     savoir     (-)6  Ci,  Ô,  6,  =  o, 

p(uiira  se  décomposer  en  celles-ci 

6  =  0,     6,  =  o,     61=0,     6,  =  o    et     0^0; 

de  sorte  (|ue  la  quantité  0  sera  aussi  une  fonction  rationnelle  de/.///,  tt.  p. 
Or  il  est  facile  de  voir  que  les  équations 

e  =  o,    e,  =  o,    &:  =  o,    ô,  =  o 

soiil  toutes  étrangères  à  la  question  proposée,  c'est-a-dire  a  la  détermi- 
nation de  la  fonction /[(a?')  [x")  {ce'")];  car  ces  éciiiations.  comme  il  pa- 
rait par  les  expressions  des  quantités  5.  5,.  5j.  5;,,  ont  pour  l'acines  des 
fondions  de  x' ,  x" ,  x'"  d'une  l'(U'me  dillérenle  de  la  proposée;  ainsi  il  ne 
restera  (|ue  ré(|uation  0  =  0.  (|ui  renrerinera  |)ar  cous(''(|uent  toutes  les 
racines  utiles  ii  la  solution  du  Pi'oblème. 
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93.    Pour  ti'oiiviT  (loue  cotte  é(jii;ilion  (-)  -^  o,  il  ii'v  ;iin:i  (in'ii  ('liiniiicr- 
(les  cinq  équations 

t-f[{x)(r){z)]  =  o, 

l-f[ixf{X)]—o, 
t-f[{a;)(rn  =  o, 

'— /[(^)(r)(^  '^o• 
/-/[(.r)>]=o, 

les  inconnues  x,  y,  z  par  le  moyen  des  équations 

x^  +  mx-  -\-  nx  -h  p  =z  o, 
j'  +  my-  -+-  ny  -^  p  z=o, 
z^  -!-  mz^  -i-  nz  H-  />  =  o  ; 

et,  désignant  les  équations  finales  résultantes  par 

ï=0,        T,  =  o,        T2=0,        T3=0,        5:^0, 

on  aura 

T.  =  39,,     T,=  9e,,     T,-^eQ„     T=  t)50,  ô^ô,; 

par  ('(tnséquenl 


r.T.T, 


Cette  méthode  au  reste  seiail  extrêmement  longue  et  peiiiltle  dmis  In 
pratique,  et  elle  le  deviendrait  de  plus  en  plus,  à  mesure  (]ue  re(|ualion 
proposée  serait  d'un  degré  plus  haut:  aussi  ne  l'ai-je  donnée  iei  (|iif 
parce  qu'elle  sert  à  taire  connaître,  d'une  manière  directe  et  indepeii- 
dante'de  toute  considération  éti'angère,  la  iialure  de  ré(|uatioii  chei'chée 
0  =  o. 

94,  En  etlét  il  est  visihie,  par  l'expression  de  (-)  donnée  ei-dessus  92  . 
(jue  la  réduite  (-)  =  o  sera  du  sixil'me  dcijre.  ayant  jioMr  r:i(ines  les  (onc- 
tions 

fl<x''.{x")(x'")],     f[[x")  x'){x'',r\,-    flx^fix^^x'}], 
f[x'   'x'";.(x";],     f{ix"'Ux')ix")],     f[ix"\ix"\'x'^], 

les(|uelles  sont  toutes  seuiiilahles,  et   dei-ivent    l'une    dr   l'autre   par  de 
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simples  peiniutalioiis  entre  les  quantités  x',  a",  x" \  il  est  clair  en  elî'el 

que,  comme  ces  quantités  sont  toutes  déterminées  de  la  même  manière 

par  ri'qaatiôn 

oc^  -I-  mx'  -*-  nx  ^-  p  ^  o, 

ilonl  elles  sont  les  racines,  l'équation  qui  donnera  la  valeur  d'une  fonc- 
li(in  (|iielconque  des  mêmes  quantités  devra  donner  également  les  autres 
fonctions  qui  viendront  de  toutes  les  permutations  possibles  entre  elles, 
(lette  proposition  parait  même  assez  évidente  par  elle-même  pour  n'avoir 
pas  besoin  de  démonstration;  mais  on  ne  voit  pas  aussi  évidemment,  ce 
me  semble,  que  l'équation  dont  il  s'agit  ne  devra  contenir  d'autres  ra- 
cines (|ue  les  ditTérentes  fonctions  qui  viendront  des  permutations  entre 
1rs  racines  de  la  pro|iosée;  c'est-à-dire  qu'en  supposant  cette  équation 
lormee  ilii  [iKidnit  des  facteurs  simples 

t—f[  x'){x"\(x"'\\     t—f[x"\(x'){x"i] 

chacun  des  coetlicients  pourra  toujours  s'expi'imer  par  une  l'onction  ra- 
tiimnelle  des  coelficients  m,  n,...  de  l'équation  proposée;  or  c'est  sur 
quoi  notre  démonstration  ne  laisse  :iucun  duiite.  puisque  l'on  a  vu  que  la 
(juantité  0,  qui  est  égale  à  ce  produit,  est  toujours  nécessairement  une 
fonction  rationnelle  de  t,  m.  /> 

9.Ô.  Si  re(|uati(jn  proposée  était  d'un  degré  plus  luiut,  en  sorte  qu'elle 
cni  quatre  ou  un  plus  grand  ii()nd)re  de  racines  .r',  x' ,  x"\  x"\...,  on 
|)ourrait  trouver  de  int  me  ré(|uation  6  =  o,  (|ui  servirait  ii  déterminer  la 
fonction  /^i  a;' j  (x" )  (x"' )  (x" j...  ;  et  l'on  verrait  que  la  (|uantilé  (-)  serait 
k  pioduit  d'autant  de  facteurs  simples  tels  que 

/-/[ix')(^"i:V")(a7"  )...], 
t-f[<x")(x')(x'"){x"')...], 
t-f[',x"';[x"j(x'){x''' )...], 
l—f['x"\(x"'){x'\{x'^)...]. 


ipi'il  y  a  de  pcrniulatinns  possibles  enti-e  les  racines  x',  x",  x\  x",...: 
de  sorte  que,  si  l'équation  proposée  est  du  degré  ;j.,  le  nombre  des  lac- 
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leurs  siiii|ilcs  (II'  l:i  (|uautité  (-),  cl  |»;m' r()nsr(|ii(iit  le  iioiiiluc  des  laciiii-s 
lie  rc(|ii;irKin  (-)-=  o  scia  iiiar<|ii('  par  i.?,.'K..a,  |)uis(|iic  ce  n<)ml)rc  est 
celui  (le  loules  les  pei  iiuilalKUis  doiil  a  ciioses  sont  susceplihics;  cl  les 
l'aciiies  (le  celle  c(|Mali(m  seronl  les  diticreules  ("orHiioiis  dans  les(pi(dles 
la  luui  lion  proposéey[(j;')  {x" j  [x'" )...]  poui'ia  se  chaugci'  par  les  permu- 
lalions  des  l'acincsa;',  ,x",  x'",...  ciilrc  elles. 

96.  Oi",  p(jui'  Irouvci'  loules  ces  dilftrcnles  lonclioiis  par  (inlre  cl  sans 
(Ml  onicllic  aucune,  (Ui  écliaU|;(Ma  d'abord,  dans  la  i'ouction  proposée, 
x"  en  x'  et  ince  versa;  on  aura  ainsi  deux  fonctions;  ensuite  on  échangeia 
successivement  dans  ces  deux-ci  x'"  en  x ,  en  x" ,  et  l'on  aura  six  fonc- 
tions; puis  dans  ces  six  on  échangera  successivement  .x"  vn  x',  en  x", 
en  x'"  et  l'on  aura  vingt-quatre  fonctions,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
(|ue  l'on  ail  (''puis(''  toutes  les  racines  a?',  x",  x'" 

D'où  l'on  voit  clairenienl  (|ue  le  nombre  des  i'onclions  dillérentes  doit 
croilre  suivant  les  produits  des  nombres  naturels 

I,     t.j.,     i.a.3,     1.2.3.4,     ■■•••     1.2.3.4.5...'/. 

Ayant  toutes  ces  I'onclions  on  aura  donc  les  racines  de  rc(|ualioM 
0  =  0;  de  sorte  (|ue,  si  on  la  repré.sente  par 

r  —  M  r  •  -f-  N  r~-  —  P  r-'  +  ...=:  o, 

on  aura  w  =  r .  2. 3./i. . .  7.;  et  le  coelFicient  M  sera  éijal  à  la  somme  de 
toutes  les  fonctions  trouvées,  le  coelllcient  N  égal  à  la  somme  de  tous  les 
produits  de  ces  fonctions  multipliées  deux  à  deux,  le  coefficient  P  égal  à 
la  somme  de  tous  les  produits  des  mêmes  fonclion.s  multipliées  liois  ii 
trois,  el  ainsi  de  suite. 

El  comme  nous  avons  démontré  ci-dessus  que  l'expression  de  t)  doit 
être  nécessairement  une  fonction  rationnelle  de  t  el  des  coefficients  m, 

n,  p de  l'équation  proposée,  il  s'ensuit  que  les  quantités  JM,  X,  P 

seronl  nécessairement  des  fonctions  rationnelles  de  m,  n,  p,...  qu'on 
pourra  trouver  directement,  comme  nous  l'avons  pratiqué  dans  les  Sec- 
tions précédentes.  Voyez  là-dessus,  outre  l'Ouvrage  de  RI.  Cramer  (|ue 
nous  avons  déjà  cité,  encore  celui  de  M.  Waring,  (|ui  a  pour  titre  Mer/i- 
III.  47 
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tationes  algehràioœ ,  Ouvrage  rempli  (l'exrelleiitcs  reclierclies  sur  les 
é(|Uiitioiis. 

!)7.  Quoique  recjuation  H^o  doive  cire,  eu  général,  ilu  degré 
1 .  2.  î. . .  a  =  75,  (|ui  est  égal  au  nombre  des  permutations  dont  les  a  ra- 
cines .r',  x\  x" ,...  sont  susceptii)les,  cependant  s'il  arrive  ((ue  la  fonc- 
tion soit  telle,  (|u'elle  ne  l'ceoive  aucun  changement  par  ([uelqu'une  ou 
(pu'l(|ues-unes  de  ces  permutations,  alors  l'ecpialion  dont  il  s'agit  s'abais- 
sera nécessairement  à  un  degré  moindre. 

(lar  supposons,  par  exemple,  que  la  fonction /^(ic')  (a:")  (a:'")  (a?*" j...] 
soit  telle,  qu'elle  conserve  la  même  valeur  en  échangeant  x'  en  x" , 
x"  en  x"\  et  .r"  en  x' ,  en  sorte  (]iie  l'on  ait 

il  est  clair-  (|ne  re(|uation  (-)  =  (>  aura  dejii  deux  racines  égales;  mais  je 
vais  prouver  (juc  dans  cette  hypothèse  toutes  les  autres  racines  seront 
aussi  égales  deux  à  deux.  En  ellet,  considérons  une  l'acine  (pielc(uique 
de  la  même  é(|nation,  bupudlc  soit  représentée  par  la  l'onction 

flyx'-'iyx'"  ){x'\ix"\...\ 

comme  c(dle-ci  dérive  de  la  fonction 

f{^x')[x"){x-)^x- )...], 

en  éejiangeant  x'  en  ,i",  x"  en  x"\  x"'  en  x \  x^"'  en  .r",  il  s'ensuit  (piVlle 
devra  aarder  aussi  la  même  valeur  en  v  <  hanifeant  .r"'  en  x"\  x  en  .r'  et 
,r'  en  x'";  de  sorte  qu'on  aura  au.ssi 

/[ix'"  1  (  x'"}  [x'  ,  yX'-  )...]  =f[,{x"')  [x')  ix'")  [x").  .  .]. 

Donc,  lians  ce  t'as,  la  ([uantité  H  sera  égale  a  un  caire  j-.  et  par  consi'- 
(]iM'nl  re(piation  (-)  =^  o  se  réduira  ii  cidie-i'i  5  =  o,  dont  la   dimensinn 

sera  --• 

On  démontrera  de  la  même  manière  ipu',  si  la  tonctinn 

f[{x'}[x"i{x'-)[x'-')...] 


l>i:s  KOU\TI0NS.  :ni 

esl  (le  s;i  pidprc  niiliiii'  Icllc,  (lu'cllc  conserve  lii  même  v;ileiir  en  l';ns;iiil 
(leii\.  iHi  lidis,  (Ml  lin  plus  griind   noniltre  de  perinulalions  dilf'érenles 

eiili'e  les  r;icii)es  .r',  or",  x" ,  j;-"', les  nicines  de  réipialion  W  =  o  seront 

égales  trois  il  I  rois,  ou  (|  lia  Ire  il  (pia  Ire.  un,  ele.;  en  sorte  (|ne  la  (piaiitileC-) 
sera  ('l'aie  ii  un  eiilie  5',  on  ii  un  carré-earré  !/\  on,  etr.,  et  (|ne  |)ar  con- 
se(|iieiil  riMpialKUi  (-)  =  n  se  n'diiira  ii  celle-ci  5 -— o.  dont  le  déifié  sera 

égal  a  -5^5  on  égal  a  -, -,  on,  etc. 
'  ^  '1 

08.    Donc,  si  la  l'inu  liini  |)roposée  esl  de  la  forme 

f{{x\  x"){x"'][x'-').  ..J 

(|ni  a  la  projiriété  de  demeurer  la  même  en  eeliangeant  j:- Cn  .r"  '881. 

toutes  les  racines  de  ré(|uation  (-)  =  o  seront  égales  deux  ;i  deux;  de 

,   I    .                   I        ,   1 . 2 . 3 . . .  u. 
soi'le  que  celle  ecjualion  s  aiiaissera  au  degré   *-■ 

De  même  la  fonction 

f{'x',x\x"'\{x^^]{x^)...\ 

devant  demeurer  la  même,  (|uel(pie  perinutarKUi  (|u'on  v  fasse  entre  les 
trois  racines  x  ,  x" ,  x'",  il  s'ensuit  (pie  l'êqualion  (-)  =  o  aura  tontes  ses 
racines  égales  1.2.'^  ii  1.2. 3;  de  sorte  (pi'elle  s'aliaissera  au  degré 
I  .  -2 . 3 . . .  f/ 

~I.2.3 

\-A  la  fonction 

f[{x',  x"  jx'",  .r— ,(x^;...l, 

(jui  doit  demenier  la  même,  quel(|ue  permutation  ipi'oii  fasse  entre  les 
deux  racines  x' ,  x",  ainsi  (|u'entre  les  deux  .r",  .r",  (humera  une  eipia- 
tion  0:=o  où  les  racines  senuil  toutes  égales  1.2       i .  2  ii   1.2       1.2; 

,  ,     , ,  .     1       ■  1  ,     I  .  2  .  3  .  .  .  U. 

de  sorte  un  elle  s  aliaissera  an  deiire  ^• 

'  ~       1 . 2  X  1 . 2 

En  général,  la  fonction 

/[(.«■',  x",  x'",.  .  .,  X".':  .x'-^^'i,  ^t"*^»,  jr('+^',.  .  .,  ;[("+?>,(  jrf"+?-'-',.  .  .).  .  .] 
donnera  une  e(|ualion  0  =  o,  où  la  quantité  W  sera  une  puissance  (|ui 

4:- 
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;iMia  p(iiiic\|Kisiinl  le  iioiiihrc  i.2.'^...c<  X  I.2.3.../3  X  1.2.3...,  de  in;iniëi-e 

(MIC  celle  e(|ii;iliori  s  alKiissera  au  dei^i'e     — = — „ — ,-- 5 

'  I  '^       i.2.3...(5;Xi.5.  .3...pXi-2.J... 

Ou  vuil  |)ar  lii  (|iic  loiile  toncrKin  de  la  forme 

f[[.T',  x",  x'",.  .  .,  .r<i*>)], 

(|iii  aiiia  la  pi-oprielé  de  (leiiieiirer  la  même,  (|Ucl(Hie  pcriiHitalioii  (|ii"(iii 
fasse  en  Ire  les  racines  ^r',  .r",  .r'",...,  .r"''  de  l'équalioii  |ir(i|)<>see,  devra 

I    2   3    .  .  V 
(le|)eiidre  seulement  d'une  e(|naruin  du  decrré       ".,""'''  =  i,  c'est-à-dire 

d(i  premier  (lei;ré;  de  sorte  ()u'idle  devi'a  ('tre  délerminahle  algél)ri(|ue- 
ment  cl  r'ationneliement  |)ar  les  cocriicieiils  w,  //,  />,...  de  la  proposée; 
lliéori'ine  (|ue  nous  avons  (léjii  sup|iose  dans  les  Sections  précédentes 
comme  évident  par  soi-même,  mais  dont  la  (l<'inonslration  rii;(mreuse 
dépend  des  principes  établis  ci-dessus. 

On  peut  aussi  con(dure  de  ce  (|ui  preci'de  (pie,  si  l'on  a  une  jonction 

(pi(dc(Ui(pH'  (|ui  ne  contienne  (pi'un  noudire  /  des  a  racines  jt  ,  a",  jc'" 

en  s(nle  (pi'(dle  soit  représenh'c  par 


f[ix')[x"){ 


X'"  ].  .  .^  X' 


iM\ 


I .  a .  3 . 4  ■ 


eai- 


(die  c(jnduira  simj)lemenl  à  une  e(|uati(Ui  du  dei're  --'4,-^ — """''- 
'  '  ^       I .  a .  3 .  .  .  y.  —  > 

il  est  (  lair  (pi'ou  |>eut  regarder  la  fonction  proposée  comme  étant  de  la 

forme 

f[(x']{x'']{x"'].  ..(^•('■))(i-(''+'),  x'-''-+-'\  ...  ,  X'i^'i], 

en  supposant,  ce  ipii  est  [termis,  (pie  les  racines  a-  '^'  .  .r  ''^-\ . . . ,  .f  '■'-' 
\  soient  multipliées  par  des  eo(dricients  égaux  i»  /.ei<>  ou  (devées  à  des 
exp(jsanls  égaux  à  zéro. 
Doue  la  jonction 

f[{x',  x"  )  (x"',  x'\  x\  .  .  .  ,  x'*';] 
1 . 2 . 3 . . .  jU. 


cominii'a  a  une  e(|ualu>n  du  degrc 
Kl  la  fonction 


1. 2X1. a. 3. ..(p.—  l 

f[ix',x",x"' xO-)j] 


et  ainsi  (les  autres. 
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(•(iii(lnir;i  il  iiiic  i'(|ii;itiuii  du  degré 

'?-3...f/ _  u.{ix—i){[j.  —  2)...(ij.—  y.-hi] 

i.2.3...).Xi.2.3...(a  —  ^)~  1.2.3...?. 

Ainsi,  si  l'on  voulait  abaisser,  en  général,  l'équation  |)ro|iosrc  \\\i  dc- 
i>ré  y.  à  une  é(|u;iti(Mi  d'iiii  degré  inférieur  ) ,  hdle  (jue 

x^  ■+-  ax'   '  -h  bx'~-  -)-...       o, 

la(|ueile  eût  toutes  ses  racines  cuniniunes  avec  l;i  |iro|iosée.  c'i'sl-ii-dire 
dont  îës  racines  fussent  x',  x",  x'", . . . ,  x'''\  on  tonil)er;iit  iieicssairenieul 
dans  une  é(|uatiou  du  degré. 

•J.  ,  u.  —  lu.' —  2  j ...    y.  —  X  +  I  i 


r.2.3...?. 

pour  la  détermination  de  chaque  coetricieut  a,  b,  c, . . .  ;  car  ces  coelli- 
cients  seraient  nécessairement  des  fonctions  de  la  forme 

/[.;>•',  x",  x'",.  ..,  xO-)}], 

comme  ou  l'a  t;nt  remarquer  dans  le  n"  89.  C'est  aussi  une  [M'oposilioii 
connue  depuis  longtemps,  mais  qu'on  n'avait  pas  encore,  ce  me  senildr. 
démontrée  en  toute  rigueur. 

Oi',  comme  en  prenant  ),  moindre  (|ue  a  le  nombre 

u-yy.  —  I  )  (  p.  —  2  ) ...  ;  y.  —  X  +  I  ; 

''^  1.2.3...?.' 

ne  peut  jamais  être  plus  petit  que  ;x.  il  s'ensuit  (|ue  l'on  nr  peut  rien  se 
promettre  de  ces  sortes  de  réiluctious  pour  la  resolutinn  geueriiie  des 
équations. 

99.   De  loul  ce  que  nous  venons  de  démontrer  il  s'ensuit  donc,  en  gé- 
néral :  1"  (|ue  toutes  les  fonctions  semblables  des  racines  a?',  x",  x'",... 
d'une  même  équation  sont  nécessairement  données  par  des  équations  du 
même  degré;  2"  que  ce  degré  sera  toujours  égal  au  nombre  1.2.  3...  a 
[j.  étant  le  degré  de  ré(|uation  donnée  ,  ou  à  un  sous-multiple  de  ce 
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iioiiihrc:  ^"  (|iir  |)uiir  ti'ouver  (liii-clcmeat  ré(|uation  la  plus  simple  5  =  o 
|);ir  l;H|iiillr  (|t\i;i  (■de  déterminée  une  fonetion  quelconque  donnée  de 
.r',  .r",  .r' ,...,  il  ii'v  ;iiii;i  qu'il  chercher  toutes  les  différentes  valeurs  que 
celle  t'diiclioii  |i(iil  recevoir  par  les  |)frniuUitions  des  quantités  x'.  x" , 
v  ,...  cnlrr  elles,  et,  prenant  ces  valeurs  pour  les  racines  de  l'équation 
clicrcliee.  on  delerniinera  par  leur  moyen  les  coelRcients  de  celte  équa- 
tion suivant  les  n)éihodes  connues  et  emjiloyées  déjà  plusieurs  fois  dans 
ce  .Mémoiie. 

100.  Or,  di's  (|u"on  aura  trouv('',  soil  |);ir  la  résolution  de  ré(|uatii)ii 
j  =  o  ou  autreiiieiit.  la  valeiii'  iriiiie  l'uiicliou  donnée  des  racines  jc',  x", 

V je  dis  (]n'on  pourra  trouver  aussi  la  valeur  d'une  autre  fonction 

quelcoinpu  des  mêmes  racines,  et  cela,  généralement  parlant,  par  le 
moyen  d'une  é(|uation  simplement  linéaire,  h  l'exception  de  (juelques 
cas  particuliers  qui  exigent  une  équation  du  second  degré,  ou  du  troi- 
sième, etc.  Ce  Problème  me  parait  un  des  plus  importants  de  la  théorie 
des  étpialions,  et  la  Solution  générale  que  nous  allons  en  donner  servira 
il  jeter  un  nouveau  jour  sur  cette  pailie  de  l'Algèbre. 

Nous  commencerons  par  suppo.ser,  poui-  plus  de  siniplieite,  que  les 
deux  fonctions  proposées,  dont  les  valeurs  sont  l'une  connue  et  l'autre 
inconnue,  soient  semblables,  suivant  la  définition  (jue  nous  avons  donnée 
de  ce  terme  dans  le  n"  88,  et  nous  désignerons,  en  général,  par  /  la  pre- 
mière de  ces  deux  fonctions  et   par  i-  la  seconde;  nous  désignei'ons  de 

plus  par  /  ,  /'.  /  /  ~  les  dillerentes  valeurs  de  /  qui  proviennent  de 

toutes  les  |Miiniilali(ins  possibles  entre  les  racines  x\  .r",  x'", ....  et  pa- 
reillement |iar  v,  ■»'',  y"; . . . ,  V  "  les  dillerentes  valeurs  de  la  fonction  v 
proveiijiiites  des  mêmes  peirnutations:  car,  les  deux  l'oncti(uis  /  et  i- étant 
supposées  semblables,  il  s'ensuit  t\\u'  le  nombre  des  valeurs  dillerentes 
dont  elles  seront  susceptibles  par  toutes  les  permutations  possibles  entre 
.r',  x" ,  X  \...  sera  le  même  pour  l'une  et  pour  l'autre,  et  cpie  ces  valeurs 
.seront  dues  aux  mêmes  permutations  dans  les  deux  fonctions. 

Ainsi  les  (piaiitités  /  .  /",  /",...,  t''^'  seront  les  racines  de  l'équation 
en  /,  qui  sera  jiar  c(Uise(pu'ut  dn  degrés,  et  les  quantités  y',  y",  y'",.... 
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y'"' scniiil  |);ii'('ill('iii('iil  les  niciiics  de  l'('(|ii;irniii  en  \  ,  l;i(|iicllc  m'|;i  iIii 
inciiic  (Icifi'é  w.  Ou  |KMiri';i  diiiic  Iroiucr  ces  (Miiniliiins  en  /  cl  en  v  piii'  les 
iik'IIkkIcs  cxposéos  plus  luuil;  luiiis  uous  u'aur'uus  Ix'soiu  (|uc  d'aviur 
r('<|u;ili(ui  eu  /,  (|ui'  luuis  rcpirscutciiuis,  eu  gonéral,  |);u' 

I -t- AM  B/- -I  C/M. .  .1  Kl^T    o, 

(ui  plus  siiupli'Uicut  \):\v  0  —  o,  en  supposnut 

9=  n~  A/+  B/'H-  (;/^  +  . .  .-f  K/', 

uîl  les  coclliciculs  A ,  B,  (!,...  sci'oul  des  Inudidus  ((Uiuucs  des  ((iclli- 
cicnls  m,  n.  //,...  de  recpuilioii  proposée  eu  ,r  doul   les  inclues  S{)Ul  .r  , 

y,  x'" 

(]ela  posé,  (pi'ou  cousidci'c  eu  j^cueral  la  l'oiu  liou  /'  ) ,  il  est  visilde  ipu' 
les  dili'éreutes  valeurs  de  celle  roiicrn)u  resultanles  de  toutes  les  peiinu- 
lalions  possibles  euli'c  les  laciues  x' ,  x" ,  .r ", . . .  seroul  l"y',  t"'v", 
/'"'■_)'"',...,  ;i'^)>'j  '^';  de  sorle  (|u"eu  |)reuaul  la  S(uuuic  de  loiiles  ces  valeurs 
ou  aura  la  l'ouclion 

<'\r'+  /"\)-"-h  <"'\>-"'+. . .+  <(")\v-'°'. 

hupudle  auia  la  pi'opriele  de  ileuieurer  iuvarialile,  (padipie  pciiuiilalion 
(pi'oii  y  lasse  entre  les  racines  . 7',  .r' ,  x',...,  et  par  eouse(pienl  pouri-a 
s'expriuier  algéhriquenuMit  et  latiounelhMneiit  par  les  eoellicients ///.  //, 
/;,...  (98!. 

Qu'on  (  lu'r(  lie  doiu    les  valeurs  de  cette  lonction  poui'  les  e.\|iosarils 

/.  =  (),  I,  ij,   i w  —  ! .  et  (pi'on  les  dénote  |)ar  les  ipianliles  M,  ^1, . 

M,,  .M3 .... ,  M(CT-i)'  *'"  •'"i"'  1''^  '^  ('(piatious  suivantes 

t'  y'  +  l"  y"  -\-  l'"  y'"  +  ...-(-  ^°'  >■' °'  =  M, , 
l'\}  '  +  t"y-"  +  l"''y"' -î- .  .  .  +  /CJ'j-i")  =  M;, 

t'^y'  -(-  t"^y"  H-  l"''y"'->r-  .  .  .  -^  /CJ^ij-C)  —  M.,, 

» 

f'-'y'^   l"-'-^y".^-   l""-^y«'.^  .   .   ,   _|_  ^(  n)  u_,^^.(^)  _  M(„-,)  ; 
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oii  les  lermes  M,  M,,  M2,..-,  M(ct-i)  seront  des  (|uaiilités  coniiuo  eu  m, 

"'/' 

H  s'agit  iiiaiiilfiiaiil  de  lircr  do  ces  rr,  r(|uatioiis,  |»ar  la  voie  de  réliini- 

iiation,  les  vaicms  des  s  ineonimes  y',  j",  y  , . . . ,  J'  "';  oi',  si  l'on  su  i  va  il 

|i(iiir  ((da  la  iiiélliode  ordinaire,  on  lomherait  dans  des  expressions  tort 

(•oin|»ru|uees  el  qni  auraient  d'ailleurs  l'ineonvénient  de  renfermer  à  la 

lois  Uuiles  les  (juanlités  t  \  t",  /'. ...  :  il  faudra  donc  employer  une  autre 

inétiiode,  et  voici  celle  qui  m'a  |iaru  la  plus  propre. 

,1c  prends  un  nonihre  w — i  de  (|iianlilés  indéterminées  (|ue  je  désii^ne 

par  N|,  N.,,  N3,...,  N(n^,,,  et  je  multiplie  respectivement  par  ces  (juan- 

liles  loules  les  e(|ualions  piecédeiites,  exeeplé  la  première;  a|Mt's  (juoi 

je  les  ajoute  ensemble,  ce  qui  me  donne  cette  équation  unique 

M-f-M,N,  +M,  N,  -(-M3N3  -^...-i-M(._,;N;„„„ 

=  ii-i-N, /'  +N,r-  +N,/'=  +..  .-i-N(„_,:, /'"'■,  j' 

-4-  (  I  -H  N ,  /"  -h  N,  /"-  +  N3 1"'  H- ...  H-  N,;^_, )  t""-'  ;  j" 

-4-  (  I  +  N,  /'■'  -  N,  r"-  H-  N3  /'"-'  -(-...+  N,:„_,-;  1'"^-' ,.  I-'" 

-4-(n-  N,  /i"'  ^  N2 /i'''^ -;- N, /(")■'  + . .  .-i-  N(„-i) '■"'""' .1  ,'''"'• 
Supposons,  en  i^énéral, 

T  =  I  +  N,  ?  ^-  N,  f  +  N.,  /'  +  ...  +  NV-o  /"^'. 

et  désignons  |)ai'  T',  T",  T' , . . . ,  T^   les  valeurs  particulières  de  T,  ipie 

l'on  auia  en  faisant  successivement  /  =  /',  /",  /   /"  ;  il  est  (l;iii-  (|ue 

{'«■([uatiiui  précédente  se  réduira  a  cette  forme  tiès-siniple 

ï'.)-'  4-  T'y-  T"y"'-n-  . .  . -\-  T'-J^)-'-' 

=  M  +  M,  N,  +  M=N:.  +  M. N3  + . . .  H-  Mi=,_,,  N;„_,;. 

Maintenant,  pour  trouver  la  valeur  d'une  «pieleonque  des  incoinnu's 
y',y",  y"\...,  comme  de  y'f'%  il  est  (dair  (pi'il  n'y  aura  qu'à  faire  évanouir 
les  eoefïicients  de  toutes  les  autres  inconnues,  ii  l'exception  de  cidle-ci. 
et  l'on  aura  sur-le-champ 

_ , . j  _  M  +  M,  N ,  -f-  M2  N:;  -1-  M3  N3  -f-^ . . -f-  M,„_ii  N(„-,) 
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El  les  équations 

V=^o,     T"  =  o,     T"  =o,  ...,     TC)  =  o, 

à  l'exception  de  T'p'  ~  o,  sciviioni  à  déterminer  les  ct—  i  indéterminées 

N,,N,,N3 N(^_,,. 

En  effet,  pour  que  toutes  ces  é(|u;ilions  particulii'res  aient  lieu  ii  la 
l'ois,  il  est  visible  qu'il  l'audi'a  (|uc  l"é(iuation  i^éiiéiiile  T  =  o  ait  pour 
racines  les  quantités  t',  t",  /",...,  t"^K  à  l'exceittioii  seulement  de  /'P'; 
donc,  si   l'on  niulliplie   le  p(dvnôme  ï,  dont  le  Icrnic  lonl  connu  esl 

runite,   par  le  l'acteur  i  —  — i  on  aura  le  polynôme  T(i—  jTry)'  qui 

étant  égalé  à  zéro  aura  pour  racines  toutes  les  quantités/',  /",  t'", /""; 

mais  ces  racines  sont  déjà  celles  de  l'équation  !/  =  ();  donc,  puis(|ue  le 

ternie  tout  connu,  tant  du  polynôme  T  (  i  —  — ,  )  cpu'  du  polynôme  0,  est 

égal  il  l'unité,  il  s'ensuit  ([u'on  aura  l'écjuation 

ou  bien 

I  \  /  NA  /  N.\ 


(''■^7:r,)'*(N.-|^,)'-(N.-|, 


d'où,  à  cause  que  cette  équation  doit  être  identique,  ou  tire 


_L_A       N-^''-B      N-^-C 


et  de  là 


M  _r         s  A  I 


Maintenant,  pour  trouver  la  v;ileur  de  la  quantité  T'^',  on  remai'quera 
III.  48 
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i\\\c  l'on  ;i,  en  général, 


t 


(le  sorte  (|iril  n'y  aura  (ju'à  faii'e  dans  lelle  expression  t  ~l^'\  mais, 
coninie  eette  supposilion  t'ait  évanouir  en  même  temps  le  numérateur  5. 
parée  ([ue  /f''  est  nue  des  raeines  de  l'éijuation  0  =  o,   et  le  dcuouiina- 


eur  I  —  —,   il  faudi'a,  suivant  la  règle  e(uinue,  prendre  à  la  plaee  de 


fraetion —  :  —7;  ainsi,  la  valeur  de  T'P'  sera  é^jale  à  ee  que  devient 

I  .-.  •  (19  ,  ,  ,.111 

la  (|uantite  —t—  Jorsqu  on  y  met  t^   a  la  place  de  /.  ee  (|u  ou  peut 


ou  liien,  en  substituant  la  valeur  do  0  et  changeant,  après  la  différentia- 
liou,  /  eu  /'?', 

T(pJ  =  —  A/(p)  —  aB^?'^  —  3C/IP)'  — 

Il  u'v  aura  donc  plus  (ju'ii  sulistituer  cette  valeur  de  T'?',  ainsi  (|ue 

celles  de  X,,  No,  X, trouvées  ci-dessus,  dans  l'expression  générale 

de  j'P\  donnée  plus  haut,  et  l'on  aura  la  valeur  de  la  fonction  v'?'  expri- 
mée uni(|uement  pai'  celle  de  la  fonction  correspondante  donnée  t'-  et 
par  les  coelRcients  w,  n,  p,...  de  l'équation  proposée. 

Toute  la  dilïiculté  se  réduit  donc  à  trouver  tant  les  coetïicieuls  A,  15, 
(],...  de  re(|uation  eu  / 

I  -f-  A  /  4-  B /=  -f-  C /^  +  .  .  .  =  o, 

que  les  quantités  M,  M,,  JL,  M3,...;  c'est  à  quoi  l'on  peut  parvenir  par     " 
dilférentes  méthodes,  comme  on  l'a  vu  plus  haut;  l'essentiel  consiste  à 
remarquer  que  toutes  ces  quantités  seront  toujours  exprimaldes  algébri- 
quement [)ar  les  seuls  coefficients /«,  /;.  p....  de  l'e(|uatiou  proposée;  ce 
(jue  nous  avons  démontré  à  priori  avec  toute  la  rigueur  possible. 
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Ces  qiuinlilés  ctiiiil  doiif  trouvées,  si  l'on  fait,  [xnir  [iliis  ilc  siiiiiilicilé, 

P  =  M    I   AM        lîM  +  CM3  + . . . , 
Q=M, -t-  AM,-t^  BiVl3-f  . .  ., 


(III  ;uii';i.  |)()iii'  l;i  Viilciir  d'une  y  (|ucl('iiii(|ue. 


P       Q        R        S 

r  = 


A +  2B/-h3Cr'  +  4D  <'  +  ... 
en  pren;iiil  |»(uir  /  l;i  foiu  lion  correspondante  à  la  t'onclion  v. 

101 .  H  est  évident  ([Ui'  eette  solution  servira  liuijoiirs,  (|U(dle  i\uv  soil 
la  valeur  donnée  de  /,  pourvu  ([u'elle  ne  rende  pas  nul  le  denomiiiateur 

r/9 
A  +  2BI  -h  3C/-  +  ...=  T-; 

dt 

or,  eoinnie  la  valeur  de  /  doit  déjà  être  une  racine  de  réquation  5  =  o, 

il  s'ensuit  ([ue  le  cas  de  -^  =  o  n'aura  lieu  que  lorsque  cette  valeur  sera 

une  racine  multiple  de  la  même  équation  0  =  o. 

Pour  trouver  ce  qui  doit  arriver  dans  ce  cas-là,  supposons  (|ue  /  soil 
la  valeur  donnée  de  /,  la(|uelle  répond  à  la  valeur  cherchée  r'  de  y,  et 
que  dans  la  suite  des  valeurs  f,  t" ,  t'", . . . ,  t'^\  il  s'en  trouve  une  autre 
comme  /"  qui  soit  éi^ale  à  t\  en  sorte  que  la  valeur  donnée  /'  soit  une 
racine  double  de  l'équation  O'^=^o:  considérant  d'ahord  les  valeurs  jî' 
et  t"  comme  inégales,  on  aura 


P       O        R 


/'  "^  r-  ^  i'^ 


A  -u2B/'-i-3C/'^+4U<"  +  .. 
P        Q        R 

„  _  t"  t"'   ^    t"' 

•'  ^ ~  A  +  2B/"  +  3cr-  +  4i)r''-t-. 


4«. 
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(!t.  conimc 

.-,-A/-^B.=  +  c/3  +  ...  =  e=(.^;,)(.-^j(.-^,)-- 

on  aiiia,  cil  (lifli'rentiant  et  faisant  successiveniciH  t  =^  t' ,  t  ^^  /' . 


H-^)(-P'    " 


A  +  2B/'  +3C^"  +  ...=  -  ^  (  I-  ^t;!  (  >~  ^1  l'-  77x)' 


où  l'on  voit  que  dans  le  cas  de  t'  =  t"  ces  deux  quantités  seront  tmllcs. 

Supposons  pour  un  moment  que  t"  =:  l' -h  o>,  o)  étant  une  (luautilc 
intinimeni  petite,  on  aura,  en  négligeant  les  intiniment  petits  du  second 
ordre, 

A  +  .Br  +  3Cr^  +  ...=  -f,(.-^)(.-^)---, 

A^,Br^3Cr=^...=  .j(,-^)(.-^ 
Donc  faisant,  pour  abréger, 


n  =  M-p)(' 

on  ani'a 

P        Q         11 

1'        U         R 

777   +  777T  +  77^+--- 

.u            '    '  ' 

en 

mais 

P      Q      li          _P_^Q^^i^  + 

r  ~^  i'"  '^  t"^  ^         t'  ^  t"  '^  i"  ^  ■  ■ 

;  /  p        Q         K 

-^U  +  F  +  r^-^- 

■■) 

p       Q        R 

/p        aQ       3R 

■■) 

donc  on  aiu'i 


cl   iW    lil 


p         2Q        3R 

t"  t"  t" 

y  =-.>■+ n — 


p        aO        3R 

„     7"  ^  T"  '^  t" 
r  +r  = n — 
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Mais,  puisqui' 
"il  est  facile  de  voir  (|(i'(»ii  aura,  Iuiscjir'  t  =  /  , 


i  f/^O        I    /        t'\  (         t'  . 


par  conséquent 


Donc 


n 


2.3Cr-4-  3.4D/'' 


2 


jP        2Q       3_R 

2        ~" '26+  2.3Ci!'-f-3.4D<"^- .. .' 

Ainsi,  dans  ce  cas,  la  formule  ne  donnera  pas  la  valeur  de  (  Ihk une 
des  inconnues  y',  y",  qui  répondent  aux  racines  égales  /',  t" ,  mais  seu- 
lement celle  de  leur  somme  y'  +y",  et  l'on  voit,  tant  par  l'expression 
précédente  que  par  l'analyse  d'où  elle  résulte,  que  la  valeur  de  la  moitié 
de  cette  somme  résultera  de  l'expression  générale  de  y  du  numéro  pré- 
cédent, en  prenant,  à  la  place  du  numérateur  et  du  dénominateur,  leurs 
différentielles  divisées  par  dt. 

On  trouvera  de  la  même  manière  (jue,  lorsque  la  valeur  donnée  de  / 
sera  une  racine  triple  de  l'équation  5  =  o,  en  sorte  (|ue  l'on  ait,  par 
exemple,  t'=^t"  =  t"',  alors  on  ne  pourra  pas  avoir  en  particulier  cha- 
cune des  fonctions  correspondantes  y',  y",  y'",  mais  seulement  leur 
somme  j'-i-jk"  +  j"';  et  l'expression  générale  de  )'  donnera  le  tiers  de 
cette  somme  en  prenant,  à  la  place  du  numérateur  et  du  dénominateur 
de  cette  expression,  leurs  dilférentitdles  secondes  divisées  par  dt\  ci 
ainsi  de  suite. 

102.  En  général,  si  en  substituant  la  valeur  connue  de  /  dans  le  déno- 
minateur de  l'expression  générale  de  /  du  n"  101,  on  trouve  (|ue  ce  di- 
nominateur  devient  nul,  alors  on  le  différentiera  autant  de  fois  de  suite 
(ju'il  sera  nécessaire  pour  qu'il  ne  devienne  plus  zéro  par  la  même  suli- 
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slitiitioii,  en  tr;iilaiil  toujours  les  différences  premières  dt  tomme  con- 
slantes:  on  dillérentiera  ensuilc  un  |»areil  nonilire  df  fuis  le  numérateur, 
et  la  nouvelle  tVaelion  qu'on  aura  de  eette  manière  exprimera  la  somme 
d'autant  de  valeuis  particulières  de  y  qu'il  y  aura  d'unités  dans  le 
nondjre  des  différentiations  auijmenté  de  l'unité,  cette  somme  étant 
divisée  par  le  nombre  des  valeurs  de  v;  et  ces  valeurs  seront  celles  qui 
repondent  aux  valeurs  égales  de  /,  dont  le  nombre,  comme  on  sait,  est 
toujours  é|4al  ii  celui  des  différentielles  successives  de  5  qui  s'évanouissent 
en  même  teiiip>.  auiiini'Ute  de  l'unité.    ' 

On  connailra  dune  aiii>i  la  siunme  de  ces  différentes  valeurs  de  v:  or. 
on  pourra  trouver  de  même  la  somme  de  leurs  carrés,  de  leurs  cubes,  etc.. 
ear  il  n'y  aura  pour  cela  (ju'à  faire  un  nouveau  calcul  en  prenant,  à  la 
j)lace  de  la  fonctiiui  v.  son  carré  v-.  et  ensuite  le  cube  i'^  etc.:  de  là  on 
tirera,  par  les  formules  connues,  les  valeurs  des  produits  deux  à  deux, 
trois  à  trois,  etc.,  des  valeurs  de  r;  de  sorte  qu'on  connaîtra  tous  les 
coefficients  de  ré(|uati(in  dont  ces  valeurs  seront  les  racines;  et  il  faudra 
ensuite  résoudre  cette  équation  pour  avoir  cliacune  des  valeurs  chercliées 
en  particulier. 

D'oii  il  s'ensuit  que  lorsque.  |iarini  le>  vaieui's  /',  /",  t....  de  la  fonc- 
tion /,  il  s'en  trouve  deux  ou  plusieurs  qui  sont  égales  entre  elles,  celles 

de>  valeurs  v  ,  v' .   v  qui  répondent   aux  valeurs  égales  de  /  ne 

pourront  pas  être  données  simplement  par  une  fonction  rationnelle  de  / 

et  des  coefficients /??.  n,p de  l'équation  proposée:  mais  elles  le  seront 

[lar  une  équation  d'un  degré  égal  au  iKunlue  de  ces  valeurs  égales,  et 
d(Uit  tous  les  coefficients  seront  eux-mêmes  exprimés  rationnellement 
en  /  et  en  m.  n,  p 

(l'est  ce  (|ui  est  d'ailleurs  bien  naturel  et  conforme  aux  principes  de 
l'Analyse.  Car,  puisqu'il  y  a  différentes  valeurs  de  v  qui  répondent  ii  une 
même  valeur  d(>  /.  il  est  clair  que  cbacune  de  ces  valeurs  de  v  dépendra 
de  la  même  manière  de  la  valeur  correspondante  de  /,  et  qu'ainsi  ces 
valeurs  ne  pourront  être  que  les  racines  d'une  même  équation,  dont  les 
coefficients  seront  donnes  en  /  par  des  expressions  rationnelles. 

Supposons,  par  exemple,   (pi'ayant   l'.ne  é(|uation   d'un  degré  quel- 
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nim|U('  ■j..  Ifllc  (|iit' 

X'^  -+-  mx'^~'  -+-  iix<^~''  -+-  px''^~^  -i-  .  .  .  ^  o, 

un  M'uilli'  en  trimvcr  une  aiili'c  d'un  di'iii'f'  nioindi'r  À.  lidlc  (|Uf 

x*-  -+-  ax"—'  -+-  bx'--''  -H  cx'-~^  -i- . . .  :=  o, 

(|ui  ait  toutes  ses  racines  communes  avec  celli'-lii.  c'est-à-dire  (]ni  en  suit 
un  diviseur;  on  sait  que  les  coet'ticienls  a,  b,  c,...  seront  tous  des  l'onc- 
tions  semblables  des  racines  de  la  proposée,  et  (]ui  seiont  susceptibles 
d'un  nombre 

aifÂ  —  t)  l  jJ-  —  a  ; ...    u.  —  )i  -I-  I ) 
1.2.3. .    À 

de  variations,  en  sorte  (|iie  chacun  de  ces  coefficients  sera  nécessairement 
donné  en  w,  n.  />,...  par  une  e(|u;itinii  d'un  degré  égal  à  ce  UK-me 
nombre  in"'  89  et  98;.  Or,  dès  cju'on  connaitra  la  valeui  d'un  (|iiel- 
eonque  de  ces  coefficients,  on  pourra,  ;i  Taide  du  Problème  (jue  nous 
venons  de  résoudre,  trouver  la  valeur  de  chacun  des  autres  coetlicieuts; 
et  il  s'ensuit  de  notre  solution  que  si  la  valeur  du  coefficient  supposé 
connu  est  une  racine  simple  de  l'équation  d'où  dépend  la  détermination 
de  ce  coefficient,  tous  les  autres  pourront  être  exprimés  rationnellement 
par  celui-là;  mais  si  la  valeur  du  coefficient  connu  est  une  racine  ddulile. 
ou  triple,  nu,  etc.,  de  la  même  équation,  alors  chaeun  des  autres  coeffi- 
cients ne  pourra  être  donné  par  celui-là  que  par  le  mnyen  d'une  équation 
du  second,  ou  du  troisii'nie,  un.  etc.,  degré. 

Pour  confirmer  à  posteriori  ce  que  nous  venons  de  trouver  à  jirion. 
prenons  ré(|uation  du  cpiatrième  degré 

X*  -+-  mx^  -+-  nx'  -i-  px  -i-  q  ^  o, 

et  supposons,  comme  dans  le  n"  35  Section  II  ,  (ju'elle  >,iii  divisible  par 
celle-ci  du  second  (le"'ré 

x'-fx-^  g=o; 
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011  |nirvifii(lr;i,  ainsi  (|u'on  l'a  duja  vu,  aux  deux  équatiuns  de  enndiiioMs 

p-g[ni  -f\  -f[n  ^  g- fini  -/  ]  =  C 
q  —  g[n--g -/  »'  -/ 1 1  =  o= 

iIdiiI  ht  pirinière  ilonne  d'aboi'd 

^  m  —  if 

ainsi,  avant  g  ex}M'imc  ralionnellomont  en/,  il  suiiira  de  trouver  la  valeur 
de  /pour  avoir  celle  de  g  sans  aucune  extraction  de  racines.  Cependant, 

s'il  arrive  (]ue  la  valeur  de /soit  égale  à  --  et  qu'on  ait  en  même  temps 

«  = — ,  celte  valeur  de  /  donnera  £r^=-\  et  il  laudra  alors,  oour 

'  2  y  ■'  ^       o  ' 

connaître  la  valeur  de  g,  avoir  recours  à  l'autre  équation  où  g  monte  au 

second  degré,  et  qui  est 

g---  \n  -  w/+/vg-hg  =  o; 
de  sorte  qu'en  mettant  —  a  la  place  de /on  aura  celle-ci 

g-^-i^n-'^^g^q  =  o, 

par  la  résolution  de  laquelle  il  faudra  donc  déterminer^.  Or  je  dis  que 

le  cas  dont  il  s'agit  est  celui  où  la  valeur  —  de /sera  une  racine  douliie 
(le  l'équation  en/ 

Pour  le  prouver  nous  remarquerons  que  cette  équation  en /doit  venir 
de  la  substitution  de  la  valeur  de  g  tirée  de  la  première  équation,  dans 
la  seconde;  ainsi  faisant,  pour  abréger, 

,,  _  „/  +  ,„/=  _/3  =:  p,      ,„  -  2/=  Q. 

en  sorte  que  ^=  — ,  on  aura,  pour  l'équation  en/  celie-ci 
P'—  \n  —  mf-^f,  PQ  -t-  gQ^=  o, 
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laqiiclk'  riiiiil  dcvclopprc^  iminIciM  iiti  sixième  degré  et  se  li(iiivet;i  l;i 
iiiènie  que   celle   du    iiiiiiiéi'o   cité   ;î5;   or   il    est    visible   (|iie,    lorsque 

mn       m'  ,  i         ..  ■  .      ,     ,    m 

P  = 5-'  une  (li'S  rnciues  de  celle  e(|u;itiou  seiii  enaie  a  —■,  parce 

(ju'eii  l'aisanl  /  -  ou  aura  en  nièuie  leiiips  I' =  o  et  Q  —  u;  et  connue 
ces  deux  conditions  détruisent,  iKni-seuleuienI  tous  les  termes  de  l'éciua- 
lion  <l()Ul  il  s'agit,  mais  aussi  ceux  de  sa  dillérentieile  (|ui  sera 

2Pû(P  —  (7.fdf-  mdf)  PQ  -  («,  -  mf-A-p]  (Pf/Q  +  Qù?P    -h  iqi^dQ  =  o, 

il  s'ensuit  que  la  racine /=  —  sera  une  racine  douhie  de  la  même  é(|ua- 
tion. 

103.  Nous  avons  su|)posé  jusqu'ici  que  les  deux  l'ouclions  /  et  y 
étaient  semblables;  c(nisidéi()ns  maintenant  le  Pr(d)l('me  dans  toute  sa 
généralité  en  supposant  que  ces  lonctions  soient  d'une  l'orme  (|iielcon([ue. 

Qu'on  fasse  successivement  dans  l'une  et  l'autre  fonction  loiiles  les 
permutations  possibles  entre  les  racines  x' ,  ;r",  x"\...  dont  elles  sont 
composées,  en  n'ayant  cependant  aucun  égard  à  celb^s  de  ces  permula- 
tions  qui  redonneraient  à  la  fois  les  mêmes  valeurs  de  /  et  de  v,  et  il  eu 
résultera  un  égal  nombre  za  de  valeuis  correspondantes  de  /  et  de  v.  (jue 
l'on  désignera,  comme  dans  le  n"  100,  par  /',  /",  /',...,  z''^',  et  par  y', 
y",  y'",...,  y^'^K  Dans  le  cas  où  les  deux  fonctitms  /  et  v  sont  semblables, 
les  valeurs  t',  t",  /  ', —  /™'  seront  toutes  exprimées  d'une  manière  dilTé- 
rente,  et  seront  les  racines  de  l'équation  la  plus  simple  0  —  o  qui  servira 
à  déterminer  la  fonction  /  en  m,  n,  p et  il  en  sera  de  même  des  va- 
leurs j',  y",  y  ",....  v'"';  ce  qui  n'empêche  cependant  pas  que  quelques- 
unes  des  valeurs  de  t  ou  de  y  ne  puissent  être  égales  entre  elles,  comme 
dans  le  cas  (|ue  nous  avons  examiné  dans  le  n"  102;  il  s'agit  ici  uni(|ue- 
ment  de  la  forme  de  ces  valeurs  et  non  de  leur  (juantilê  alisidue.  Au 
contraire,  lors(jue  les  fou<iions  /  et  y  ne  seront  pas  semblables,  il  arri- 
vera nécessairement  ([ue  parmi  les  valeurs  /'.  t'\  t'",...,  /'"  ,  ou  y,  y", 
y'",...,  yf'^'  il  y  en  aura  qui  seront  les  mêmes,  en  sorte  que  le  nombre  des 
valeurs  différentes  de  t  ou  de  y  sera  moindre  que  zô,  et  il  est  facile  de 
conclure  de  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  n"  97  (|ue  ce  nombre 
111.  ;„ 
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ne  poLiiin  vive  t\u\in  sous-inulliplt'  de  37.  Or  il  v  a  ici  doux  cas  a  consi- 
dérer, siiivaiit  (|iif  le  nombre  des  valeurs  diirérentes  de  la  lonction 
donnée  /  sera  égal  à  37  ou  à  un  sons-niulliple  de  t?. 

I"  Su|)|)os()us  (|ue  les  valeurs  /',  /",  t'",...,  f'"'  delà  fonction  t  soient 
toutes  diliérenles,  c'est-à-dire  représentées  d'une  manière  différente;  en 
ce  cas  il  est  clair  cjue  l'équation  5  =  o  aura  nécessairement  pour  racines 
toutes  ces  différentes  valeurs,  en  sorte  qu'elle  sera  essentiellement  du 
degré  t,  (pielles  (|ue  soient  d'ailleurs  les  valeurs  de  la  fonction  cher- 
chée y;  ainsi  la  solution  du  n"  100  s'ap[)liquera  également  à  ce  cas. 

2*^  Supposons  que  parmi  les  valeurs  /',  /",  /'",...,  v^^  il  n'y  en  ait  ([u'uii 
nombre  p  de  dili'érentes,  0  étant  un  facleur  de  57,  en  sorte  que  57  =  '/7; 
en  ce  cas,  si  î  =  o  est  l'équation  dont  ces  différentes  valeurs  sont  les  ra- 
cines, il  s'ensuit  de  ce  (ju'on  a  démontré  dans  le  n"  97  que  l'éciuatiou 
(|ui  aura  toutes  les  valeurs  /',  /",  /,...,  /  ~  poui'  racines  sera  5^=  o;  en 
sorte  que  chacune  de  ses  racines  en  aura  7  —  i  autres  qui  lui  seront 
égales.  On  pourra  donc  encore  appliquer  à  ce  cas  la  solution  générale  du 

11"  100,  pourvu  (|u'on  prenne  5''  =  o  pour  l'équation  en  t,  c'est-à-dire 
(|u'(H)  fasse 

I  -I-  A  /  -I-  B  /-  -I-  <  :  ^'  -I-  .  .  .  =  5^  ; 

mais,  à  cause  (|ue  cluKjue  l'acine  de  cette  é(juation  est  une  racine  égale, 
il  faudra  modilier  la  solution  par  les  règles  données  dans  le  n"  102  pour 
le  cas  des  racines  égales;  et  au  lieu  de  trouver  la  valeur  de  chacjue  j  ré- 
pondante à  chaciue  /,  on  ne  trouvera  plus  ([ue  la  valeui'  de  la  somme  de 
toutes  les  )'  (|ui  répondront  aux  valeurs  égales  de  /;  or,  comme  chacune 
des  valeurs  dillèrentes  de  t  se  trouve  répétée  7  fois  dans  la  série  /',  /", 
/,...,  r"  ,  et  (|ue  d'ailleurs  à  chacune  des  valeurs  de  cette  série  il  répond 
une  valeur  de  la  série  y,  y",  v\ — v  "  ,  en  sorte  que  les  mêmes  valeurs 
de  t  et  de  y  ne  se  trouvent  pas  <leux  fois  dans  les  mêmes  séries  à  des 
places  correspondantes,  il  s'ensuit  (ju'a  chaque  valeur  ditlérenle  de/  il 
répondra  7  vah'urs  différentes  y,  et  (|u'ainsi  en  connaissant  une  valeur 
de  /  on  ne  [)ouria  connaître  que  la  somme  des  7  valeurs  dilférenles  de  y 
qui  y  l'épondenl. 
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Ue  lii  cl  (lu  II"  103  un  toiiclur:!  donc  (iiif,  tlaiis  ce  cas,  cliiuiiic  valeur 
de  y  ne  poiiiia  être  donnéi!  en  /  (in'au  moyen  d'une  équation  du  degré  c 
laquelle  l'enferiiieia  ii  la  lois  loiiles  les  valeurs  de  y  répondantes  à  une 
iiiéiiie  valeur  de  /. 

Au  lesle  on  peut  siniplitier  lieaucoup  la  solution  du  cas  dont  il  s'agit 
en  le  lanienant  ii  (cliii  des  fonctions  semidaliles;  car  il  esl  visible  que  si 
à  la  valeur/',  par  exemple,  répondent  les  valeurs  y,  y,  v  — -  J^  '  toute 
fonction  delà  forme/|  (v',. )'",>'"'.-••.  j"'jJ  *^^'''*'  '^'"^''  <li''t'"^'  n'admettra 
plus  (|ue  (j  valeurs  dillérenles  comme  la  fonction  t',  et  (ju'ainsi  ces  deux 
fondions  seront  des  fonctions  semhlables  des  racines  x',  x'\  x'" , —  Par 
conséquent,  en  prenant  ii  la  place  de  la  l'onction  r  une  fonclion  (|uel- 
conque  de  la  forme/|  (j',  y",  y'",..,  y''"')],  on  trouvera  directement  la 
valeur  de  cette  fonction  en  /  par  la  solution  du  n"  100.  en  employant 
simplement  ré(|uation  O^^o,  ([ui  n'aura  pour  racines  que  les  o  diffé- 
rentes valeurs  de  t.  Ainsi  l'on  pourra  connaître  par  ce  moyen  tous  les 
eoelficients  de  l'équation  dont  les  valeurs  y',  y",  y",...,  v"-  seront  les 
racines,  puisque  chacun  de  ces  coeiïicients  est  nécessairement  une  fonc- 
tion de  la  même  forme/[(j',/",  y"',...,.y'")J  (89). 

i04.   Donc  : 

i"  Si  l'on  a  deux  lonctiiuis  (]Uel(om|ues  /  et  y  des  racines  .r',  .r", 
x"\...  de  l'équation 

x''"-  -<-  mx''"'  -f-  nx''-'-  -1-  .  .  .  =r  o, 

et  que  ces  fondions  soient  telles,  (|ue  toutes  les  permutations  entre  les 
racines  x' ,  x",  x'",...,  qui  feront  varier  la  fonction  y,  fassent  varier  aussi 
en  même  temps  la  fonction  /,  oji  pourra,  généi'alement  parlant,  avoir  la 
valeur  Ai' y  en  /  et  en  /«,  n,  />,...,  par  une  expression  rationnelle,  de  ma- 
nière (jue  connaissant  une  valeur  de  /  on  connailra  aussi  immédiatement 
la  valeur  correspondante  de  y;  nous  disons  généralement  jui riant .  car 
s'il  arrive  que  la  valeur  connue  de  t  soit  une  racine  double,  ou  triple,  etc. , 
lie  l'équation  en  t,  alors  la  valeur  correspondante  de  y  dépendra  d'une 
équation  carrée,  ou  cubique,  etc.,  dont  tous  les  coellicientsseront  des  fonc- 
tions rationnelles  de  t  et  de  m,  n,  p, 

49- 
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2°  Si  lc>  l(iii(ii(jiis  /  et  y  sont  telles,  <|iic  la  ronction  noiiscrvc  la  iiièiiie 
valeur  jcu'  di's  |i('iiiuitations  ([iii  Ibnl  varier  la  fonction  v,  alors  on  ne 
poiiira  tioiivci' la  valeur  de  >- en  /  et  en  m,  n,  p,...  qu'au  moyen  d'une 
(Mliialioii  du  second  degré,  si  ii  une  uiènie  valeur  de  t  répondent  deux 
valeurs  dill'erentes  de  v,  ou  du  troisième  degré,  si  à  une  même  valeur 
de  /  repondent  trois  valeurs  diU'érentes  de  j,  et  ainsi  de  suite.  Les  eoefli- 
cieuls  de  ces  c([uations  en  y  seront,  généralement  parlant,  des  fonctions 
i-alionnello  de  /  et  de  m,  n,  /?....,  en  sorte  qu'étant  donnée  une  valeur 
de  /.  on  aura  V  par  la  simple  résolution  d'une  équation  du  second  ou  du 
Iroisièmc  degré,  etc.;  mais  s'il  arrive  (|ue  la  valeur  connue  de  t  soit  une 
racine  dnulile  ou  triple,  etc.,  de  ré(|uation  en  t,  alors  les  (■oeilieients 
des  é(pialiiuis  dont  il  s'agit  dépendront  encore  eux-mêmes  d'une  +'(|ua- 
lion  du  second  ou  du  troisième  dci^ré,  etc. 

De  là  on  peut  déduire  les  conditions  nécessaires  pour  pouvoir  déter- 
miner les  valeurs  mêmes  des  racines  .r',  x",  x'",...,  au  moyen  de  celles 
d'une  fonction  ([uelconque  de  ces  racines;  car  il  n'y  aura  pour  cela  (|u'a 
l)rendre  la  simple  racine  a;  à  la  place  de  la  fonction  y,  et  appli(]uer  à  ce 
cas  les  conclusions  précédentes. 

105.  Voyons  maintenant  l'application  ([u'on  peut  faire  des  principes 
établis  jusqu'ici,  a  la  résolution  générale  des  équations:  nous  commen- 
cerons par  examiner  le  cas  où  il  n'y  a  (|ue  trois  racines  a-',  œ",  x'",  c'est- 
à-dire  où  l'équation  proposée  est  du  troisième  degré. 

Dans  ce  cas,  si  l'on  considère  la  fonction  génévAle /î{x")  (x" )  (x'")], 
on  trouvera  (pi'elle  doit  dépendre  d'une  ('(luation  du  degri'  i.'?..'),  don! 
les  six  racines  semnt 

/[>')  x",,x"';],  f[{x''){^'){^')l 
fUx'"  x")  (;r' ,],  /[(V)  (.r"')  ^x']], 
f[{x')[x"')!x"^,     f[{a^")(x-){x")]. 

.Maintenant,  pnur  pouvoir  abaisser  celte  é(piation  à  un  degré  moindre 
que  celui  de  la  proposée,  il  est  clair  (|u'il  n'y  a  d'autre  nH)ven  que  de 
faire  en  sorte  (|ue  ses  racines  MiienI  égales,  trois  à  trois;  auquel  cas  elle 
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se  iT'duii'a  an  second  (lci;ré.  l'uiir  icla  on  supiioM'ia  (|ue  la  l'onc  lion  pro- 
posée soit  telle,  <pie  l'on  ail 

f[(x')  ix")  {•r"')]-  f[ix"){x"')(x' j], 

indépendamment  do  toute  relation  entre  les  racines  x',  x",  x'",  e'est-à- 
dire  que  celte  fonction  demeure  la  même  en  y  chancçeant  x'  en  x",  x"  en 
.r",  et  x'"  en  x' \  et  l'on  aura  par  la  même  raison 

f[[x")  yx"')(x')]=f[(x'")  (X'  ){x"  )], 

et  ensuili! 

f[[x"'  )[x'){x"  )]=  f[{x'  ]{x"  )(x"'  )]; 

d'oïl  l'on  voit  que  ces  trois  fonctions 

.f[ix' )  {x"  )  {x- )],     f[{x")  ix"'){x'}],     f[{x"'){x')[x"  )] 

seront  nécessairement  égales,  et  qu'il  n'y  aura  que  ces  trois-ci  qui 
puissent  l'être  en  vertu  de  la  condition  supposée;  par  conséquent  les 
trois  autres  fonctions 

f[{x"){x')[x"')],     f[[x')(x'"){x")],     f[(x"')(x"){x']] 

seront  aussi  égales;  de  sorte  que  (98)  l'équation  dont  il  s'agit  s'abaissera 

,,1.2.3 

au  degré  — ^ —  =  2. 

Or,  pour  trouver,  en  général,  la  forme  de  la  fonction  proposée,  (pi'on 
prenne  une  antre  fonction  quelcon(jne  représentée  par  ff[[x')  (x")  {x"')\; 
qu'on  désigne,  pour  aljréger,  par  y,  v",  y    les  trois  fonctions 

^{{x')(x")(x"')],      'J^[(X")<X"'){,X')],      ^[{x"'][x'](x"]], 

qui  répondent  aux  trois  premières  fonctions  égales  ci-dessus,  et  par  z' , 
s",  z",  les  trois  fonctions 

(f[(x"][x'][x"'\],      '1J[[X'){X"')[X")],      'jf[{x"')[x")[x'  ,], 

qui  répondent  aux  trois  autres  fonctions  égales;  il  est  clair  qu'on  pourra 
exprimer  toute  fonction  de  x',x",x"'  par  une  fonction  quelconque  de  y', 
y",  y'",  ou  de  z' ,  z",  z",  puisque  la  caractéristique  9  dénote  une  fonction 
indéterminée  quelconque.  Ainsi  l'on  pourra  représenter,  en  général,  la 
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fonction  f  [oc')  ix")  '  x"')\  par  celle-ci  f'^y')  (y")  (y'")}  ;  or  il  faut,  par 
les  conditions  du  Problème,  que  cette  fonction  demeure  la  même  en  y 
échangeant  .r'  en  or",  x"  en  x'"  et  x'"  en  x';  donc,  puisque  par  ces  échanges 
lf>.  trois  (|uantités  v',  y",  y "  ne  font  que  se  changer  l'une  dans  l'autre,  il 
s'ensuit  <|ue  la  fonction/[(j'j  iy")  (y'")]  doit  être  telle  qu'elle  demeure 
la  même,  quelque  permutation  qu'on  y  fasse  entre  les  trois  quantités  y', 
y",  y  .  et  par  conséquent  qu'elle  soit  de  la  l'orme  /^( y',  y",  y  ' j ,. 
Toute  fonction  donc  de  la  forme 

f[r'>r"'r')] 

.nir;i  le-  propriétés  requises,  et  ne  dépendra  par  conse(juenl  que  d'une 
c(|uation  du  second  degré.  En  effet,  il  est  facile  de  voir  que,  quelques 
permutations  qu'on  fasse  entre  les  trois  racines  x',  x",  x  \  les  trois  quan- 
tités y' •  y'\  y  ne  peuvent  que  s'échanger  entre  elles,  ou  dans  les  trois 
(juantités  analogues  s  ,  ;  ,  z"';  d'où  il  s'ensuit  que  la  fonction 

/[  .V-',  r",  ,r'")] 

ne  peut  (|ue  deuieuici-  la  même  ou  se  changer'  dans  la  fonction 

fl  z',  z",  z'"  '\, 

et  qu'ainsi  ces  deux  fonctions  ne  peuvent  (|u'etie  les  racines  d'une  même 
équation  du  second  degré. 

Regardons  maintenant  ces  fonctions  cunime  connues,  et  la  ditliculté 
se  réduira  à  trouver  par  leur  moyen  les  valeurs  de  chacune  des  quantités 
v  ,y,y  et  z' ,  z' .  z  .  Or,  comme  les  fondions  dont  il  s'agit  sont  de  na- 
ture à  demeurer  les  mêmes,  quelque  échange  qu'on  fasse  entre  les  quan- 
tités y  ,  y  ,  y  .  ainsi  qu'entre  les  quantités  z' ,  z",  z" ,  il  s'ensuit  de  ce 
qui  a  été  démontré  ci-dessus,  que  les  trois  ([uantités  y,  j'' ,  y  seront  les 
racines  d'une  équation  du  troisième  degré,  et  les  trois  quantités  z'.  z' ,  z"' 
les  racines  d'une  autre  équation  du  troisième  degré.  Qu'on  représente 
ces  équations  par  celles-ci 

1"  —  ay-  —  by  —  c  :=o, 
z'  —fz-  -^  gz  ~  /l  =  o, 
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cl,  ((iiniiic  les  cooflicients  a,  b,  c  sont  des  t'oiu  lions  di-  hi  fuinie 
./"K,X  >  j"'/  )]'  ^'^  li's  (•(((■llii'icnts /',  i,',  /i  (les  l'onclions  iuuilogui^s  de  l;i 
(dviuv /[[z',  z",  z'")],  il  résulte  de  ce  (|ui  |>r(''cè(le  que  les  cocffîcicnts  ('(ir- 
respondanls  a  et /seront  les  nicines  (runi-  même  équation  du  sccdud 
degré,  dont  les  coeflicienls  seront  donnés  en  m,  n,  p,  et  il  en  sera  de 
même  des  coefTieients  b,  g  et  c,  h;  sur  quoi  il  est  bon  de  remar(|uer  que 
dès  (|u'on  aura  trouvé  les  valeurs  de  a  et/,  on  pourra,  par  leur  moyen, 
trouver  immédiatement  celles  de  b,  gaie,  h,  par  la  méthode  du  n"  100. 

Puts  donc  que  les  équations  en  v  et  ;;  sont  l'une  et  l'autre  du  troisième 
degré,  il  faut  tâcher  de  les  ramener  ii  une  tonne  <jui  en  permette  la  réso- 
lution; car,  d'un  côté,  on  ne  saurait  les  résoudre,  en  général,  au  moins 
on  est  censé  ne  savoir  pas  les  résoudre,  puisque  la  résolution  des  équa- 
tions de  ce  degré  est  précisément  ce  qui  fait  l'objet  de  celte  recherche; 
de  l'autre,  on  ne  peut  pas  employer  la  méthode  du  n"  99  pour  abaisser 
ces  équations  à  un  degré  inférieur,  à  cause  que  l'exposant  '\  est  un 
nombre  premier  qui  n'a  point  de  diviseur. 

Or,  comme  la  résolution  des  équations  à  deux  termes  esl  toujours  [)os- 
sible,  il  conviendra  de  réduire  les  équations  dont  il  s'agit  à  cet  état;  ainsi 
nous  supposerons  que  l'équation  en  v  devienne 

j'  —  c  =  o, 

ou,  plus  généralement,  de  la  forme 

(7-<-/rj'— /=o; 

et,  pour  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  re- 
inar(|uer  qu'en  prenant  i,  a,  x''  poui'  dénoter  les  racines  (■ul)i(|nes  de 
l'unité,  on  aura 

,)•'  +  /,  =: ,//,     r"  +  />•  =  2  ^7,    y"  +  k  =  x^  yi, 

d'où  l'on  tire,  à  cause  de  %'=  i , 

-  j'-i-  /,—  a'i  j"-i-  /,-;  =  X-  y-'"  +  k}. 

Ainsi,  il  faudra  que  la  fonction  de  x  ,  x" ,  x" ,  qu'on  a  désignée  par  la 
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(■ara(lcrisH(jiiL'  9,  suit  U'Hf  i\nt)U  ail,  iiidépendanimcnl  de  loiilc  ndalion 
•Milrc  les  racines  x',  x",  x'", 

o[(a^^,(V'i(y")]  +  /.■  =  «''[9[(•^")(^"')(^')]^   /')       y.\<^[[x"'){x'){x"i]-^-lf]- 

i;i  ;ilois mil  aussi,  en  ('cliangeaiil  ï'  en  x", 

9|.^".(^')i  57'"  )]  +  /<■-     a'[o[ix'){a:'"){x")]-^l,\       x\'^[(x"' ){x"  ,{x' )]  +  If]; 

c'i'sl-ii-dirc 

z'  -i-lf  =  «Mz"  -i-lf)  =  «  [z"  4-  h), 

iiiovciiiiaiil  (|ii(ti  l'iMitialioii  en  z  se  rrdiiiia  aussi  à  la  (orinc 

iz  ■^-  kf  —  I'      o. 

Or.  l'ii  ((iiiiiiaraiil  r<'(|ualiuii 

I  y  H~  If  f  —  /       0 
ivre  l'iMiiiarMUl 


1)11  a 


j3  _  af  -t-  br  —  c  :     o, 
ri  par  ((iiisccilicnl,  a  cause  de 

'|)nis(|u'(in  csl  niailre  de  sul)sliluer,  a  la  place  de  j  ,  une  (jurl« Muicpn'  de 
ses  raciiieSy, 

c  nr;  I  y  -I  •  /)■  r'         II'  ; 

DU  IrouM'ia  de  uieuic 

/(  .   [z'  I  /r,"      /c. 

De  soilc  i|U('  ces  deuN  (juautilés 

[v[ix')(ar")(*-"'i]-t-/.  I        /,      n     [  V  [(.r"  i  (.*';(  A'"',] -t-Af-/.' 

seniul   les  l'aciiies  d'il '(pialiou  du  second  dcfii'é.  (ju'ou   pouri-a   par 

c()usé(iueul  regarde)  c((iiiiue  la  réduite  fiénérale  du  lioisii'UU'  de^rc 
l'ai'  la  résolution  de  celle  é(|u;ilion  on  eonnailra  d(»iu'  les  valeurs  des 
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deux  fonction.^  x"^]  et  s  i  l'on  aura  celles 

«les  quatre  autres  fonctions  dérivées  de  celles-ci.  par  le  moyen  des  équa- 
tions de  condition  ci-dessus.  Or.  ces  fonctions  étant  connues,  on  pourra 
en  déduire  les  valeurs  de  chacune  ilvs  trois  racines  x .  x',  x"  (1(H  . 

106.  Voilà  donc  le  principe  de  la  résolution  des  équations  du  troi- 
sième degré  présenté  de  la  manière  la  plus  directe  et  la  plus  générale:  il 
est  facile  d'en  faire  des  applications  particulières  et  d'en  déduire  les  dif- 
férentes théories  que  nous  avons  données  dans  la  Section  I. 

La  forme  la  plus  simple  qu'on  puisse  donner  à  la  fonction 

9!    ■        ■       x-l] 

est  celle-ci 

Ax  ^Bx  —  Cx  —  D. 

A.  B.  C.  D  étant  des  constantes:  ainsi  l'équation  de  condition  sera 

Ax  —Bx--  -C.r'-D  —i  =r(AJc'  ^Bx-'^Cjt'  ^  D  ^- i 

=  2  \Ax''^B*'-i-Cx'^D-i-t  : 

il'où  l'on  tire  ces  équations 

A  jrC=xB, 
B=3eA  =  atC, 
C=a=B  =  aA. 

l\  ~  k  =  :r  l>  -^  I,    =  X   ï>  -  k   - 

La  seconde  donne 

B^jtA.     C  =  aA. 

et  ces  valeurs  satisfont  aussi  eu  même  temps  à  la  première  et  à  la  troi- 
sième, à  cause  de  a'^  i:  quant  à  la  quatrième,  elle  donnera 

P  —  i  —  o.     et  par  conséquent     D  =  —  <  : 

ainsi  la  fiuicliou  proposée  sera  de  la  forme 

.K  ^x'  ~-  o'x'  -i-  xJt'  •  —  i\ 

qui.  en  faisant  t  =  o.  est  précisément  la  même  à  laquelle  nous  avons  ete 
conduits  à  posierion  dans  la  Section  citée   5  . 

m.  5o 
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107.  Supposons  maintenant  (ju'il  y  ait  quatre  racines,  x',  x" ,  x" ,  a-", 
ce  qui  est  le  eas  des  équations  du  quatrième  degré;  et,  considérant  la 
fonction  i;enérale  f\(x')  [x")  [x'" j  (x")] ,  on  ti'ouvera  qu'elle  devra  dé- 
pendre d'une  é(|uation  du  degré  i.2.3.'i  d(mt  les  vingt-(|uatre  lacines 
seioni  :  96; 

f[i.x'     :x"  ,<x'")\x'^i],  f['x"'^(x'  \{x"'')!x'^)]. 

f[  x"'  ^  x"  }<x'  )(x-'']],  f['x"  )ix"')ix'  ]{x'\], 

f[(x'  )'x'"){x"  )(x---<],  f[{x'"]'.x'  )  I  x"  ] ',  x'^  ^], 

f[.x'^)x"):x"'\'x'    ],  f[{x")[x-'){x''' ){x'  l], 

f['  x'"  \'  x"  ){x^'-){x'  )],  fi'  x"  )  x'"  ){x'^]\x'  )], 

f[[x^^){x'"){x"){x'  )],  f[{x'\{x^^)[x"  ,{x'  .}, 

f[{x'  )(x'')ix"')lx"  )],  f[>x''\{x'  ]{x"' \'x"  )], 

/[■:  X'"  )  (X'-)  {x'  )  ix"  )],  f[(x'-)  {x'"  )lx'  )  [x"  i], 

f[(x'  )ix"')(\r"i(.r"  ;],  f[{x"']{x'  ){x''){x"  \], 

f['x'       (x"  )(X'^)(J7"')],       f{{x"\{x'    ){X''')\X"'  )], 

f  [l  x'"- .    x"  \,  '  x'  ;(>"■)],     f[\x"  ](x'^]{x'   ]{X"'  !^, 
f[{x'  )'.x'''.\x"  ]'x"'  )],     f[  x'-)(x'  )(x"){x'")]. 

Il  laudia  donc  tâcher  d'abaisser  cette  équation  à  un  degré  moindre  que 
le  (juatrième,  c'est-à-dire  au  second  ou  au  troisième  degré,  et  il  convien- 
dra de  choisir  ce  dernier,  comme  étant  le  plus  haut  qu'on  puisse  admettre 
dans  cette  recherche.  Pour  cela,  il  faudra  donc  faire  en  sorte  que  les 
vingt-quatre  l'acines  (|ue  nous  venons  de  trouver  soient  égales  huit  ;i  huit, 
et  r(Ui  y  |)arviendra  en  comparant  ces  racines  les  unes  avec  les  autres  de 
toutes  les  manières  possibles,  jus(ju'à  ce  (|u'on  trouve  une  cond)inais(ui 
(|ui  donne  justement  huit  racines  égales,  car  alors  les  seizi'  autres  .ser(uit 
aussi  égales  huit  à  huit  Cèl j. 

Supposons  d'abord 

f[ix'  U,x"){x"  )[x^^)]=f[yx")(x'){x"'){x'^)], 

en  sorte  (|uc  la  fonction  proposée  soit  de  la  forniey7(^  >  ^" }  (-^  j  (^'*)j'  *"' 
tiiiitcs  les  racines  deviendront  égales  deux  à  deux,  de  manière  que  l'équa- 
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lidii  ne  inotilcra  plus  (|ii'aii  (lou/ii'iiic  (lcgr(''  (98;.  Supposons  ciisiiilc 
(|ti'i>ii  ail  aussi 

f[ix',  x")(x'"){x'^)]=f[(x',  x"){x^''){x"')], 

c'est-à-dire  (pic  la  fonuc  de  la  Couctiou  soxi  f[{x' ,  x")  {x'",  ^'J)J,  l'é(pia- 
tion  se  irduifa  par  lii  au  sixiôtuc  degré.  ImiTui,  si  l'on  suppose  encore 
(pi'on  ail 

f[ix',  x"]{x"',  x'"]]  ~-f[{x"',  x'-'){x',  x")], 

c'est-à-dire  (jue  la  fonction  propo.sée  soit  telle,  (pi'elle  ne  change  poini 
lorsqu'on  y  échange  à  la  fois  x'  et  .r"en  ,r'  et  .r'",  (die  se  Ir'oiivera  l'cdiiitc 
à  l'état  demandé,  puisqu'elle  n'admettra  plus  (]ue  ces  trois  variations 

f[\x',  x")[x"',  .r-')],     f[{x',  x"'][x\  .r-)],     /[ix',  x"')[x",  x"' ]\, 

de  sorte  qu'elle  ne  pourra  dépendre  (|uc  d'une  é(|uation  du  lioisiéiue 
degré,  dont  ces  trois  fonctions  seront  les  racines. 

Pour  trouver  la  forme  générale  de  la  fonction  dont  il  s'agit,  je  prends, 
comme  dans  le  n"  105,  une  autre  fonction  (picdconque,  désignée  par 
v^\{x' ][x"){x"'){x^"')\,  et  je  la  réduis  d'abord  à  la  forme  ç[(.r',  x" )  (ir"',.r"jj, 
pour  qu'elle  demeure  la  même  en  y,  changeant  x  en  x"  on  a-"  en  .r";  sup- 
posant maintenant,  pour  plus  de  simplicité, 

r'  =  <p[(x',  x"  )[x"',  .r")], 
r"z=(a{{x'\  x"')[x' ,  x"  )], 

il  est  claii'  (|ue  toute  foncti(Ui  de  la  forme  /'[(a:',  a-")  (a;'",  a?'";]  pourra 
s'exprimer  [)ar  une  fonction  de  y'  et  v";  de  sorte  qu'on  pourra  représen- 
ter, en  général,  la  fonction  cherchée  pai'y'[(j')  (  y")j  ;  mais  il  faut,  par 
l'hypothèse,  que  cette  fonction  demeure  aussi  la  même  en  y  changeant  ii 
la  fois  x'  et  x"  en  x"  el  a?";  donc,  puisque  par  ces  permutations  les  deux 
quantités  y'  et  y"  se  changent  l'une  dans  l'autre,  il  faudra  que  la  fonc- 
tion f\{y')  (/")]  soit  de  la  forme/[(y',  y"  )'\. 

Ainsi  l'expression  générale  de  la  fonction  cherchée  sera 

./"[(j'.r"i]; 

5o. 
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eu  t'ÛL'l,  si  l'on  lait 

z'  =  (^{{x',  x'"  )  (x" ,  X''' )], 
z"=(^[(x",  x'")  [x',  x'")], 

et  eilsiiiliî 

m'—  o[[x',  x'")  [x",  x'"  )], 

u"^  9  [[x" ,  x"'  )  [x',  X''' i], 

il  est  facile  de  voir  ([n'en  faisant  telle  permutation  (|u'on  voiidra  entre  les 
(|uatre  raeines  .r',  x",  x"' ,  x",  il  n'en  it-sullera  jamais  (|ue  ces  trois  fonc- 
tions (lilTérentes 

(le  soile  (|u'elles  seront  nécessairement  racines  d'une  nu^me  c'(|uation  du 

troisième  deeré. 

On  pourra  donc  par  la  résolution  d'une  é(iuation  du  troisii'me  det;ré 

déterminer  la  valeur  de  toute  fonction  telle  «lue  /'[(  y',_y"jj.  Ainsi,  si 

l'on  suppose  que  les(|uantités  y'  et  y'  soient  les  racines  de  cette  é(|uati(Ui 

du  second  deirré 

y-  —  ay  +  6  i=  o, 

chacun  des  coellicienls  a  et  b  sera  donné  par  une  équation  du  troisième 
degré,  puisqu'il  sera  de  la  forme/[(  y',  y")\  ;  de  sorte  que  par  là  on  cou- 
uaitra  les  deux  quantités  y'  et  y" .  Or  si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis, 
(jue  la  fonction  o  [{x  ,  x" )  {x'",  x")\  ne  renferme  que  les  deux  racines  ./■' 
et  x" ,  en  sorte  ([u'elle  soit  simplement  de  la  lorme  ç  [(j:',  x")],  on  auia 

y' =z  <f[[x' ,  x" )]     et     y"  = 'j^[{x''' ,  X'" )]; 
donc,  si  l'on  prend  x'  et  x"  pour  les  racines  de  ré(|uatiiui 

X-—  fx  -h  g=--  (>, 
et  x'",  a?"  pour  celles  de  ré(|uation 

X-  —  /ix  -!-/=;  (), 

les  valcuis  des  coellicieuts  y",  g,  /i,  l  ne  dépendront  ([ue  d"e(|uatitius  du 
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Iroisii'iiic  cl  (In  second  degré;  et  ces  valeurs  ('■l;iiil  ((iiiiiiii's  on  ;ini;i  cilles 
(les  (|niilre  raeines  clieicln'es  par  la  résolu  In)!)  des  deux  (''(|nali()ns  |ne(('- 
denles  du  second  degrc';. 

Tel  est  le  principe  g(''n(3ral  aucjuel  se  rapportent  la  |)lnpart  des  nu-tliodes 
pour  la  n'solulion  des  c(|ualions  du  (|uatriènu'  degré,  comme  on  |»eut  le 
voir  par  l'analyse  que  nous  en  avons  donnée  dans  la  Section  II. 

En  effet,  si  l'on  fait 

^[[x',x")]  =  x-'  +  x"     et    /[{)■',  r")]  =  [T'-r" Y' 

il  en  résultera  la  solution  du  n"  32,  et  faisant 

<^[[x',x")]=  x'x"     et    / [ ( y' ,  y"  ) ]  =  y'  +  y" , 

il  en  résultera  celle  du  n"  31,  et  ainsi  des  autres. 

108.  On  peut  encore  dériver  la  résolution  des  équations  du  ([uatrième 
degré  d'un  autre  principe,  en  faisant  une  combinaison  dillérente  des 
vingt-([uatre  fonctions  du  n"  106.  Car,  si  l'on  suppose  d'abord 

f{[x')  {x")  [X")  {X"')\=f{[xf'\  {X'")  [X'^)  (X')], 

c'est-à-dire  que  la  fonction  demeure  la  même  en  y  cbangeant  à  la  fois  a; 
en  x",  x"  en  x'" ,  x"  en  ■r"'  et  j:"'  en  x' ,  on  trouvera  ensuite 

f[{x")  [x'")  (^-)  [x')]  =f[{x-)i^x"')  (x')  [x")], 

et  de  là 

f[{x"')[x^-'),x')[x")]=f[{x-']{x']{x"){x"')], 

et  enfin 

f[{x^''){x')[x")  [x"')]=f[(x'  \{x"  )[x"'){x"')]; 

de  sorte  (|ue  les  fonctions 

f[(x' )[x" ) {x"') {x'nl  f[(x" ) {^•")\^n i*-' )], 

f[{x"')  (X-)  [X'  )  [X"  )],     f[[x-)ix'  ]  (x"  )  (X'",], 

seront  égales,  et  qu'il  n'y  aura  que  ces  quatre  qui  le  seront;  d'où  il  s'en- 
suit (|ue  les  quatre  fonctions  dont  il  s'agit  seront  égales  (juaire  à  (|uatre, 
ce  (|ui  ((uiduira  d'abord  à  une  équation  du  sixième  degré. 
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iVlainiciiaiil,  si  l'on  suppose  encore  cette  éa^alité 

f[{x')(x"){x"'){x"')]=f[(x^^){x"'){x")^x')], 

(■■est-:i-(liic  (jiic  la  mèine  foiulion  reste  aussi  invaiialjle  en  y  chaniieanl  à 
la  {ois  .r  eu  x"'  et  x"  en  x",  et  vice  versa,  il  en  lésiiltera  encore  ([ualre 
autres  r(Hicli(uis  égales  aux  précédeutes,  savoir 

f[^x"').x"'){x"  ){x'  )],     f[{x"'){x"  ){X'){X'^]], 
f[{x"  ]'X'  ,[x"')(x'")],     f[:,x'  ){x-]{x"--,'x"  )], 

liiuu'iinanl  (|uoi  les  vingt-quatre  fonclious  du  numéro  cité  se  trouvennil 
égales  liuil  ;i  huit,  et  ne  dépendront  plus  (pie  d'une  é(|uati(in  du  lini- 
sièiue  dearré. 

Or,  en  prenant  une  autre  fonction  quelconcjue  des  racines  a?',  x",  x'", 
.r"',  qu'on  désignera  par  la  caractéristique  9,  et  désignant  par  y',  y",  y"', 
y'\_>'\  j",  j'',  j""  les  huit  fonctions  suivantes 

cp  [i  x'  }  ix"  )  [x'"  )  {x'-)],  o  [ix"  )  [x'"  )  (x")  (x'  )], 

9  [':  x'"  ]  (x'"]  {x'  )  (x"  )],  9  [( -r'")  \  x'  )  [x"  )  {x'"  )], 

9[(\r";{^"'){a?")(^'  ;,],  (ù[[x"'){x"  )ix'  ){x"')], 

q[\x"  )[x'  )(^>')i.r"'j],  9[(;r'  ){x"){x"'  ){x"  )], 

qui  répondent,  counne  on  voit,  aux  huit  fonctions  égales  ci-dessus,  on 
pouri'a  représenter  toute  fonction,  (jui  doit  demeurer  la  même  soit  en 
changeant  x'  en  ^r",  x"  en  x"\  x"  en  a^'-  el  a''  en  x' ,  soit  en  changeanl  x 
en  x^"-'  et  x"  eu  .r  ,  par  celle-ci 

/[( j', r", r"\ .r'\ r, r',  > ,  >•'■■■)]; 

car  il  est  facile  de  voir  que  par  ces  échanges  les  quantités  j',  y",  y"',... 
ne  feront  (pie  s'échanger  les  unes  dans  les  autres. 

Celle  fonction  aura  donc  la  pr(qirieté  de  ne  c(induire  qu'il  une  eipia- 
tion  du  lidisiéme  degré;  en  effet,  si  l'un  dcsigne  par  z',  z' ,  z" ,  r.'\  r.\ 
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z"',  s'",  z''"  CCS  linil  foiHii(»ns-ci 

q[(x")(x'  )(a;"')(x"' ],  o[{x"' ){x"  ){x"']{x'  i], 

<f[[x--')ix"'){x'  )(x"  )],  9[(.r'  ){x"'){x")(x"'q, 

■     <f[(x"']{x-^)(x")(x'  )].  9[{x")(x"')(x'  ){x'^)], 

9  [(  ^'  ){x"  )  {x''}{x"'  )],  9  [(  :r-)  (x'  )  (^"'  ;  {X"  )], 

et  paf  f/  ,  m'  ,  M  ,  m",  «',  u^',  u'",  u^'"  CCS  liuil  aiilrcs-ci 

<^[{x"' lix'   )(X"'')ix"  }],      <p[{X''){x"  ){x'    }{X"'  )], 

<f[{x'  )(x"')lx")(x"-)],  9[(.r"  ){.r-,(*-'  )U-"'<], 
'o[[x"  ){x")ix'  )(x"')],  o[[x'  ){x"'  }{x"'-){x"  )], 
o[ix'^){x"  }(x'")(x'  )],     ci>[{x"'){x'  )U'')[x"  ]], 

on  verra  aisément  que,  quelques  permutations  (|uc  l'on  tasse  enlie  les 
quatre  racines  x',  x" ,  x'" ,  a;'^,  on  n'aura  jamais  (|ue  ces  trois  fonctions 
différentes 

/[(r'.j",.r"',.r'\r.r".r".r'")]. 

.         f[^z',    z",    z-,    Z'\    Z\    3-,    S-',    S^'"    )], 
/"[(«',    II",    U'",   U"-,    U\    II",   It",    II""    }], 

(|ui  seront  par  conséquent  racines  d'une  équation  du  tioisième  degré. 

Ainsi,  la  résolution  générale  de  ce  degré  étant  supposée,  on  |)ourra 
déterminer  toutes  les  fonctions  de  la  forme  des  précédentes;  mais, 
comme  les  quantités  y,  v'.. .  ,  ;  .  ;....,  u',  u',...  entrent  de  la  même 
manière  dans  ces  soiles  de  fonctions,  il  est  clair  que  leur  détermination 
dépendra  encore  de  trois  équations,  chacune  du  huitième  degré. 

Il  faudra  donc  tâcher  de  nouveau  de  rabaisser  ces  équations  au-dessous 
du  (juatrième  degré;  c'est  ce  qu'on  obtiendra  en  supposant  que  la  fonc- 
tion représentée  par  la  caractéristique  o  soit  telle,  qu'elle  demeure  la 
même  en  y  changeant  x'  en  x",  x"  en  x'",  x'"  en  x''''  et  ar"  en  x';  car  alors 
les  quatre  quantités  y',  y",  v",  j"'  deviendront  égales,  et  les  (|uatre 
autres  j',  y",  r"',j'^-"  aussi  égales;  et  il  en  sera  de  même  des  (|uantités 
correspondantes  s',  z",...  et  u' ,  u", 


'»00  SUK  LA  RÉSOLUTION  ALGÉBFilQUE 

De  ci'ttc  manièi'c  les  trois  fonctions  précédentes  poiiiTont  s'exprimer 
simplenienl  par  les  fornuiles 

/[;r'.r,:'].    /['z',  2^i],    f[n',u^,], 

et  les  (|iiantites  V  ,  v';  z' ,  s'';  «',  «'  seront  les  racines  de  li'ois  équations 
dn  second  degré  telles  que 

)•■-  —  ay  ~  h  -  o, 
z-  —  cz  -h  d  =  o, 
n^  —  fil  -4-g=  o, 

où  les  coelHcients  a,  c, /"seront  racines  d'une  équation  du  troisième  de- 
^ré,  ainsi  que  les  trois  autres  coefficients  b,  d,  g. 

Il  ne  reste  donc  qu'à  trouver  la  l'orme  que  doit  avoir  la  l'onction  9 
piiur  que  les  conditions  prescrites  aient  lieu.  Pour  y  parvenir  de  la  ma- 
nière la  plus  générale,  on  prendra  une  autre  t'imctidn  (|uelcon(iue  de  .r', 
,r",  .r',  x",  qu'on  désignera  par  la  caractéristique  <!'  :  on  l'ormera,  comme 
ci-dessus,  les  vingt-quatre  fonctions  (jui  répondent  aux  vingt-quatre  per- 
mutations qu'on  peut  faire  entre  les  racines  a-',  x",  x'",  x^";  et  l'on  dési- 
gnera ces  fonctions  par  les  quantités  Y',  Y",...,  Y"",  Z',  Z",...,  Z"", 
U',  U",...,  U"";  c'est-à-dire  qu'on  changera  dans  les  formules  ci-dessus 
la  caractéristique  ç  en  <î),  et  les  petites  lettres  r,  z,  u  dans  les  grandes 
letties  Y,  Z.  U.  Ensuite,  en  prenant  de  nouveau  la  caractéristique  '>  pour 
désigner  une  fonction  (]uelcon(|ue,  il  est  facile  de  voir  (|u'onaura,  en  gé- 
néral, 

r'=  9['' Y',  Y",  Y",  Y-^i],  >■"  =  (?[(Y%  Y^',  Y'",  Y"-")], 
2'=9['Z',  Z",  Z'",  Z-'  ;],  z>=9['Z%  Z-,  Z"'",  Z"-' )], 
«'  =  o[(U',  U",U"',U-';],     «'  =  9['U\U-,  U'",U"--)]. 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  cpie  la  détermination  des  fonctions  Y  ,  Y", 
Y",  Y"'  dépendra  maintenant  d'une  équation  du  quatrième  degré,  ainsi 
(|ue  celle  des  fondions  Y',  Y",  Y'",  Y"",  et  il  en  sera  de  même  des 

autres  fonctions  Z'.  Z' Z""  et  U',  U' U"",  qui  dépendront  aussi 

(piatre  ii  (|uatre  d'cMiualions  du  (jualrième  degré. 
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Son  (lune 

y*  —  AY'  +  BY^  -  CY  H-  D  =  o 

''••'l<"'li<»>i   (l(Mil    les  vnnui's  scraiciil   V,  Y",  Y",   V-;  il   ..si   chiir  ,|M'()t. 
|)iiiiri;i  l;i  icsoiidic  de  deux  inaniëi'cs  : 

1"  En  fiiisaiil  disparailrc  ses  puissances  impaires  pour  la  icdiiirc  à  la 
forme 

Y»  +  BY=  -I  I)  =  o. 

qui  est  résoluble  à  la  maiiiiTc  de  eeiles  du  second  de-ie  ;  or  p ■  ,Ha  il 

fiuidra  que  les  racines  Y',  Y",  Y",  Y- soient  d.'ux  à  deux  égales  et  de 
signes  ditlerents,  c'esl-à-dii-e  (|u,.  l'on  ait 

Y'=-Y"     et     Y"'=-Y-. 

Ainsi  il  faudra,  dans  ce  cas,  que  la  fonction  (I'  soit  telle,  (|ue  Vnu  ail 

'i>[[x')(^"){x"'}{x")]  =  -ip[{x"){x'"){x'^)(x')], 
et 

4>](^"')(^-)(^')(x")]=-4.[(^.v)(^')(^")(^»,j. 

c'est-à-dire  qu'elle  ait  la  propriété  de  devenir  négative  en  y  changeaul  r' 
en  x",  x"  en  x'",  x'"  en  x'"'  et  x'"  en  x  \  auquel  cas  on  aura  aussi 

d'où  l'on  voit  (|u'on  aura  en  même  temps 

Y'=-Y",     Y"=-Y"',     Y"'=-Y'^ 
c'est-à-dire 

Y' =  ¥'"■=- Y"  =r- Y- : 

ce  qui  rendra  l'é(|uation  en  Y  de  cette  forme 

(Y=— Ej'=o,     c'esl-à-dire     Y=  — E  =  o. 

Et  il  est  facile  de  voir  que  les  autres  équations  dont  les  racines  sei'ont 
les  quantités  \\  Y",  Y-,  Y"",  ou  Z',  Z",  Z",  Z",  ou,  etc.,  se  trouveront 
aussi  par  là  réduites  à  la  même  forme,  puisque  ces  racines  ont  entre  elles 
"I-  5, 
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l;i  rnriiiL'  iclatioii  (|n'(inl  les  racines  Y',  Y",  Y",  Y'^,  laquelle  consiste  en 
Cl'  (|uc  l'iuic  ilci'ive  (le  l'autre  pai'  les  échanges  de  x  en  x" ,  x"  en  x" , 
x'  en  ,r"^  et  .r"'  en  x' . 
Les  tunctions 

•A-       1     «X-  .A.-  J,      ^        .X  00  JO    JL      ^ 

v\  (l'auti'es  seuii>lalilcs,  auront  la  propriété  donl  il  s'anil. 
1"  Ou  |i('Ul  aussi  rendre  résolui)le  ré(|uation  générale 

Y»  -  A  Y'  4-  BY'  -  CY  +  D  =  o, 

eu  la  ri'duisaut  Ji  deux  seuls  teiuies 

Y*  +  D  =  o  ; 
auquel  cas  les  quati'e  racines  Y',  Y",  Y   ,  Y'"  seront  exprimées  ainsi 


;-n,      a^-D,      2^v-D,      y.\i-\>, 

en  prenani  i ,  y„  y-,  y?  pour  les  quatre  racines  quatrièmes  de  l'uiule;  de 
sorte  que  la  condition  pour  ce  cas  sera,  ii  cause  de  c<'  =  i, 

c'est-à-dire  (|u'il  t'amlra  (|ue  la  fonction  <!'  soit  telle,  qu'on  ait 

$  [i  x'  '  x"  ■  < x'")  ix"  ]  =  X  '^  [{x"  ;  [x'"  )[x"'(x'  )] 
=  x'(i>l,x"'  )[X")(X'  )(x"  )] 
=  3'/<I)[i.r":i(x'  ){x"  ){x"')]. 

Kt  alors  toutes  les  equatimis  du  (|ua(riéme  degré  d'où  dé|)eu(leul  les 
autres  ([uantités  Y'',  Y""',  Y"',  Y'"",  Z  ,  Z",...  se  trouveront  aussi  léduites 
au  même  étal,  par  la  raison  énoncée  ci-dessus. 

Il  est  facile  de  trouver  (|ue  la  fonction 

x'  -+-  xx"  -h  y.-x'"  -+-  a'x'^ 

aura  la  piopriele  requise^;  d'où  l'on  peu!  concdmc  (|ue  l'anaUse  précé- 
dente contient  le  fondement  de  la  méthode  du  n"  47. 
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109.  Yoilii,  si  je  lU'  me  Iroiiipc,  les  vrais  principes  de  la  résolution  fies 
éqiialions  et  l'analyse  la  plus  propre  à  y  conduire;  tout  se  l'édnil,  coinnie 
on  voit,  il  une  espèce  de  calcul  des  combinaisons,  par  le(|iicl  on  trouve 
à  priori  les  résultats  auxquels  on  doit  s'attendre.  H  serait  ii  propos  d'en 
faire  l'application  aux  é(pialions  du  cin(|uiènie  degré  et  des  degrés  supé- 
rieurs, dont  la  résolution  est  jiis(|u'ii  pr(''sent  inconnue;  mais  cette  a|)pli- 
cation  demande  un  trop  grand  nombre  de  recherches  el  de  condiinaisons, 
dont  le  succès  est  encore  d'ailleurs  fort  douteux,  pour  que  nous  puissions 
quant  à  présent  nous  livrer  à  ce  travail;  nous  espérons  cependant  pouvoir 
y  revenii'  dans  un  autre  temps,  et  nous  nous  contenterons  ici  d'avoir  posé 
les  fondements  d'une  théorie  qui  nous  parait  nouvelle  et  générale. 

110.  Avant  de  terminer  cette  Section,  nous  croyons  devoir  encore 
traiter  en  peu  de  mots  de  la  réduction  ou  abaissement  des  r(|uations  ii 
un  moindre  degré,  qui  a  lieu  lorsqu'il  y  a  entre  quelques-unes  des  racines 
de  l'équation  proposée  quelque  relation  donnée.  Car,  quand  toutes  les 
racines  d'une  équation  ont  entre  elles  les  mêmes  rapports,  l'écpiation  est 
alors  nécessairement  et  essentiellement  d'un  degré  égal  au  nombre  des 
racines,  et  il  est  impossible,  généralement  parlant,  qu'elle  puisse  s'aljais- 
•ser  a  un  moindre  degré.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  le  Problème  de  la  tri- 
section de  l'angle,  considéré  en  général,  est  nécessairement  du  troisième 
degré,  puiscju'il  y  a  trois  diflerentes  manières  d'y  satisfaire,  lesquelles 
conduisent  toutes  à  une  même  équation,  où  les  trois  solutions  sont  éga- 
lement renfermées.  Cependant  il  y  a,  comme  on  sait,  des  cas  particuliei's 
où  l'on  i-éussit  à  rabaisser  ce  Problème  au  second  degré,  parce  qu'il  y  a 
alors  un  rapport  particulier  enU'e  deux  des  racines  de  l'équation. 

Il  en  est  de  même  de  tous  les  Problèmes  et  de  toutes  les  équations.  S'il 
y  a  une  relation  particulière  entre  (|uelques-unes  des  racines  d'une  équa- 
tion quelconque,  on  est  assuré  qu'elle  peut  s'abaisser  à  un  moindre  de- 
gré; et  si  l'on  conwMi  à  priori  cette  relation,  ou  pai'  la  forme  même  de 
l'équation,  ou  par  la  nature  du  Pioblème  qui  y  a  conduit,  on  pourra  t(ju- 
jours  trouver  la  réduction  dont  elle  est  susceptible. 

M.  Hudde  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait  traité  cette  matière  dans  la 

5i. 
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Lt'lli'c  De  redactione  eqiiatiomim  qui  est  imprimée  à  la  suite  de  la  Géomé- 
trie (le  Deseai'tes.  Il  y  fait  voir  commeuL  un(;  6(|uatioii  peut  être  abaissée 
à  un  moindre  degré  lorsqu'il  y  a  entre  quelques-unes  de  ses  racines  une 
relation  li'lle,  (]ue  leur  somme,  ou  la  somme  des  produits  deux  à  deux, 
ou  des  produits  trois  à  trois,  ou,  etc.,  est  nulle  ou  égale  à  une  (|uantité 
donnée;  comme  aussi  lorsqu'elle  renferme  des  racines  égales  ou  des  divi- 
seurs conunensurables.cjuelconques.  D'autres  Géomètres  se  sont  ensuite 
exercés  sur  cette  matière  et  ont  perfectionné  et  étendu  plus  loin  les  l'ègles 
et  les  méthodes  de  M.  Hudde  [voyez  surtout  l'excellent  Ouvrage  de 
.M.  Waring  cité  ci-dessus);  mais  on  peut  encore  envisager  ce  sujet  d'une 
manière  plus  générale  d'après  les  principes  établis  dans  les  n™  100  et 
suivants. 

111.   Si,  dans  ré(|uation  du  degré  u. 

X'  -+-  1)1  jr'''  +  nX''~'-  ■+-  px''^~^  +  ...=:  o, 

dont  les  racines  sont  >r',  x",x"',...,  ,r  i^',  on  suppose  (ju'il  y  ait  une  rrhi- 
lion  connue  cnti'e  quelques-unes  de  ces  racines,  comme  entre  celles-ci  x' , 
x",x"',...,  x^'-^,  X  étant  plus  petit  (jue  'x;  il  est  d'abord  clair  (jui'  cette 
l'clation  pourra  toujours  s'exprimer  par  une  é(iuation  dont  le  jiremier, 
membre  sera  une  fonction  algébriciuc  de  x' ,  x" ,  x'",...,  x"\  de  sorte 
qu'on  connaîtra  par  ce  moyen  la  valeur  d'une  fonction  tidie  que 

f[(x'){x"  1  [x'"].  .  .(xC-'i  )]. 

Or: 

i"  Si  re(|uation  dont  nous  parlons  est  telle,  (ju'elle  n'ait  lieu  (|u'eulre 
les  racines  x' ,  x" ,  x"',...,  x''',  et  même  d'une  seule  manière,  en  ^ortc 
(pi'(dle  cesse  d'être  vraie  si  l'on  fait  une  peruuitaliou  (pudcoinjur  entre 
ces  racines,  alors  on  pourra,  gènéralemenl  paiiaitt ,  detciniiner  la  valeur 
de  chacune  des  racines  x' ,  x",  x'",...,  x'''-  en  pariiculiei-  sans  la  résolution 
d'aucune  é(jualion,  de  sorte  (]ue  dans  ce  cas  ces  racines  seroul  nécessai- 
rement toutes  comniensurables  (  lOi). 

2"  Si  l'équation  qui  renferme  la  relation  donnée  entre  les  racines  x', 
x",  x'",...,  x''^''  n'a  lieu  à  la  vérité  qu'entre  ces  racines,  mais  ipi'ellc  sub- 
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sislc  cependant  en  y  cliani-vanl .  par  ..xcinplc.  .r  m  .t".  alors  un  verra 
|»ar  le  nuinén)  cité  que  les  deux  racines  x' ,  x"  (Irpendronl  nécessairc- 
iiicnl  d'une  ('(pialioii  du  sc((uid  degré,  (elle  que 


o. 


dont  les  coellicients  a  et  h  seront  eomniensurahles. 

3"  De  même,  si  l'équation  en  (juestion  est  telle,  .[u'elle  soit  vraie  aussi 
lorsqu'on  y  change  x'  en  ^-"ct  en  x"\  les  trois  racines  x' ,  x",  x'"  dépen- 
•lionl  alors  d'une  équation  du  troisième  degré,  telle  que 

x^  —  ax-  +  bx  —  c  —  o, 

où  les  coeiïicients  a,  b,  c  seront  commensurables,  et  ainsi  de  >uile. 

4"  Si  l'équation  qui  n'a  lieu  i\w  d'une  seule  manière  entre  les  l'acincs 
x',  x',  x",...,  ^'  ,  comme  dans  le  premier  cas,  a  lieu  aussi  en  inénie 
temps  entre  les  racines  ^0-",  x^>^^,  a?'>-'.,...,  ^:^>  ,  alors,  comme  la 
fonction /[f^')  [x")  (a?") ...  f^'»)]  demeure  la  même  en  y  changeant  x' 
en  ^t^-",  x"  en  ^'^-^^...,  il  est  clair  que  les  racines  .r,  .r''-"  dépnidronl 
<i'une  équation  du  second  degré,  comme 

x'~  ax  +  jB  =  o, 

où  u  et  p  seront  commensurables;  et  il  en  sera  de  même  des  racines^", 
.r'^-^2',  des  racines  x'",  x"''^^\  et  ainsi  des  autres. 

De  même,  si  l'équation  a  lieu  également  entre  les  racines  a; ,  x",  x ',..., 

x''\  entre  les  racines  x'-^-',  x<>^^-\  x^-^^' x^^'^  et  entre  les  racines 

^:2U.,,^..>+2,^^:.W3, ^.x>,^  alors  les  racines  a:',  .r '-'),  o^^-'^  dépen- 
dront d'une  équation  du  troisième  degré,  telle  ipie 


3tX-  -t-  Sx 


O, 


où  a,  p,  7  seront  commensurables;  et  il  en  sera  de  même  des  racines  x", 
^""''.  ■^'''"''.  des  racines  x',  x'^-^'\  x^-'-^^\  et  ainsi  de  suite. 

5"  Mais  si  l'équation  qui,  comme  dans  le  deuxième  cas,  a  lien  de  deux 
manières  différentes  entre  les  racines  x' ,  x",  x"',...,  ^",  avait  lieu  de 
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iiM'iiic  cnlrc  les  larines  a-"'*'  ,  x-"'-^-',  x"-^^',...,  x'-'  ,  alors  on  aurait  ()a- 
n'illfiiu'iil  |ioui'  les  racines  a"',  x"  l'éciiiatioii  du  sf((Ui(l  (Icgi-é 

x'  —  a'  X  -i-  6'  =1  o, 

cl  (le  uicme  pour  les  l'aeines  a:''"^",  x'''~^''^^  l'ôquation  du  second  degré 

.r-  —  a"  X  -h  b"  ^  o, 

oii  les  cocllicienls  analogues  a',  a'  seraient  racines  d'une  autre  ei|ualion 
du  second  degré,  telle  (|ue 

rt- —  art  -f-  [3  :=  o, 

î<  et  [i  étant,  couimensurables;  et  il  en  serait  de  même  des  coellicieiits  // 
el  h' . 

Va,  si   la  même  ei|uation  avait    lieu   aussi    parmi   les  racines  .r^'^", 
x'^'~-  .  x'-'~^ ',...,  x'^'\  alors  ou  aurait  pour  les  lacines  .r'.  x"  l'ecpiatiou 

X-  —  a'x  -T-  //  ^  o, 
pour  les  racines  .r^^'  .  x  '"'-  l'é(|uali(Ui 

X-  —  a'  X  —  h'  =  o, 
el  pour  les  racines  x  -'^  '  ,  x  -'"  -  re(|uation 

X-  —  «'".r  ~r-  I)'"  =^  o, 

oii  les  coellicieuts  o \  a  ,  a    seraient  eux-uu'Uies  racines  de  l'eiiuation 

(à  —  a  a-  -i-  (5  «  —  ■/  =  «), 

7.,  jS,  y  étant  c(unniensural)les:  et  il  en  serait  de  même  des  coellicieuts  h' , 
h'\  b\ 

Va  ainsi  de  suite. 

'")"  On  fera  le  même  raisonnement  sur  le  troisii'me  cas.  oii  l'on  su|)pose 

que  la  même  équation  ait  lieu  entre  les  racines  .ï',  .r".  .r' x.'  en  y 

cliangeant  x  en  x' ,  en  x  \  cai-,  si  cette  étjuation  sulisiste  également 
entre  les  racines  ,r  .'*'  ,  x'''*-' ,  .r '"■'',...,  x'-'  .  alors  les  i-icines  x' .  x'\  x' 
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dépcndroiit  dr  I'(i|ii;it'Hiii  du  lioisiôme  degré 

x'  —  a'x-  -\-  b'x  —  c'  :=  o, 

et  les  laciiK's  .r''"^",  a?''"^*',  ic'^"^''  de  l'équation  analogue 

x'  —  a"x'' -f-  b"x  —  c"  =  o, 

où  les  eoellieienls  c'  et  a"  seront  donnés  par  l'équation  du  second  di'i;ri' 

a'  —  aa  -î-  p  =  o, 

a  et  /3  étant  rationnels;  et  il  en  sera  ainsi  des  coefllcients  //,  //'  et  c',  c" . 
Par  la  même  raison,  si  l'équation  dont  il  s'agit  subsistait  aussi  entre 
les  raeines  a; -'"^'',  x'-^''-^-\  x'-^-*^\...,  x'^''\  on  aurait  de  plus  pour  les 
trois  racines  or'-'"^'*,  a;'^^"^-',  a;(2X-*-3)  J'équation 

x^  —  ct'x-  +  h"'x  —  c"  =  o, 

et  les  coefficients  a  ,  a",  a   seraient  dans  ce  cas  les  racines  de  l'équalion 
du  troisième  degré 

a?  —  xa-  -f-  3rt  —  •/  =  o, 

a,  (3,  7  étant  rationnels;  il  en  serait  de  même  des  coeiricients  /.*',  //',  h" 
et  c',  c",  c". 

On  voit  assez  par  là  les  conséquences  analogues  que  l'on  peut  tirer 
pour  les  autres  cas;  on  doit  seulement  se  souvenir  que  ces  conclusions 
peuvent  souffrir  quelques  exceptions  dans  les  cas  particuliers  des  racines 
égales  fl04). 

112.  Pour  eclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire  par  quelijues  exemples, 
considérons  d'abord  les  équations  qu'on  A^i^AXi^  réciproques,  et  qui  sont 
telles,  que  les  coefticients  des  termes  équidistants  des  extrêmes  sont 
égaux,  de  cette  manière 

x'  -4-  /(/  x^"'  -+-  n  x'-^~-  +  ...•+-  nx-  -h  inx  -f-  i  =  o  ; 
il  est  visible,  par  la  forme  de  cette  équation.  (|u'elle  demeure  la  même 
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en  V  mettant  -  à  la  r)lâ(C'  de  x\  d'où  il  s'ensuit  nue  si  x'  en  est  une  ra- 

*  7-  I  1 


l'ine.  —  en  sera  une  aussi,  de  sorte  qu'on  aura  .r'.r"=r,   c'esl-a-dire 

x'x  —  1  =  0;  par  la  même  raison  on  aura  x  x^''  —\  =  0,  j;'a7"— i  =0 

On  a  donc,  dans  ce  cas,  une  équation  entre  les  racines  x ,  x" ,  qui 
subsiste  aussi  en  changeant  x'  en  x",  et  qui  a  lieu  de  même  entre  les  ra- 
cines x'",  ar'";  entre  x^' ,  a;", Donc,  ces  racines  seront  renfermées  deux 

à  deux  dans  les  équations  suivantes,  dont  le  nomlire  sera  ^  ou  "' "~    ; 


X-  —  a  .r  ^  I  =  o, 
.r-  —  a"x  -1-1  =  0, 
X-  —  a'"x  —  \^=o, 
ï 

les  coefficients  a  ,  a' ,  a  ,...  étant  racines  d'une  même  équation  du  de- 

,    y.  y.  —  I  .  ...  , , 

yre  —  ou  ■ 1  suivant  nue  a  sera  pair  ou  impair,  comme  nous  I  avons 

déjà  démontré  par  une  méthode  particulière  (22).  Voyez-  aussi  sui'  ce 
sujet,  outre  les  Miscellanea  analylica  de  M.  ^loivre,  le  tome  \"  des  Com- 
mentaires de  Bologne,  et  le  tome  VI  des  anciens  Commentaires  de  Péters- 
hourg. 

Au  reste  on  peut,  par  les  principes  établis  ci-dessus,  rendre  raison 

pourquoi  la  sulistilutinn  de  v  =  -r  j-  —  que  nous  avons  employée  dans  le 

numéro  cité  doit  conduire  à  une  réduite  du  degré  —  lorsque  a  est  pair. 

(jar  il  est  clair  que  les  valeurs  de  v,  c'est-a-dire  les  racines  de  l'équation 
en  V  seront 


I 

I 

] 

I 

— 79 

^■"+p' 

x"'+  —,, 

.r'~ 

x 

x'" 

.r' 

mais  on  a  .r"=  — r  x'"  =  ^5 •  •  •  ^  donc  ces  racines  seront 

X  X 


Jt    -^ ;>        —T^X,       A     -1-^7,  »        — jr    ^  X   ,...  , 

X  X  X  x' 
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cl  par  ('(tiiscciuciit  ci^iilcs  deux  ;i  deux;  de  suite  (|iie  ré(|uali(iii  en  v,  (iiii 
devrait  être  naturellement  du  degré  [j.,  s'abaissera  d'elle-iiiènie  au  de- 

gre  "-• 

On  pourrait  aussi  employer  une  autre  substitution  (jui  abaisserait  de 
u)éme  ré(|iiali()ii.  mais  en  faisant  disparaître  toutes  les  puissances  im- 
paires de  rincoiiniic;  c'esl  celle-ci  x  ^=  —■>  lainudle  donne  r  == ", 

car  alors  les  racines  de  la  transformée  en  r  seraient 


X  ■+  x'        i+x"         I  +  x'" 


c'est-à-dire  (à  cause  de  œ"  —  ^i  ce"  =  -,„ 

x'  X 


et  par  conséquent  égales  deux  ;i  deux,  et  de  signes  contraires. 

113.  Dans  l'exemple  précédent,  c'est  par  la  forme  même  de  l'écpiation 
(jn'on  a  reconnu  la  relation  qu'il  doit  y  avuii-  entre  ses  racines,  cl  (|ui  la 
rend  susceptible  de  réduction;  mais  on  peut  aussi  déduire  cette  connais- 
sance de  la  nature  même  du  Problème  qu'on  a  à  résoudre:  c'est  ce  qu'il 
est  l)on  de  faire  voir  par  quelques  exenq^les. 

Soit  proposé  de  trouver  quatre  quantités  en  proportion  cuntinuc.  doul 
la  somme  soit  donnée  ainsi  que  celle  de  leurs  carrés. 

Nommant  ces  quantités  inconnues  x,  y,  z,  u,  on  auia  |)ar  les  e(indi- 
tions  du  Problème  ces  quatre  tMiuations 

xz  =  K^  X"  ^^  •^^ 

X  -{-  y  -^  z  -h  u  =  a,     X-  +  y-  -1-  z=  -+-  m'  =  b', 

a  et  b  étant  des  (|uantités  connues. 

Pour  éliminer  plus  facilement  les  trois  inconnues  v,  z,  u,  et  avoir  nue 
équation  tinale  eu  r,  je  fais  /  ==  rx,  et  j'aurai,  par  les  deux  premières 
é(|uations,  ;=/•'- .r.   n-=r^x,  valeurs  (|ui,  étant  substituées  dans  les 

III.  52 
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i\ou\  (Ifrnioros,  donnent  celles-ci 

,r  (  1  -f-  ;•  -I-  r^  j-  r^  =  a,     x'  '  i  +  /■'  -t-  /••  4  ;•«  i  =  b\ 

d'où  il  ne  s'agira  plus  que  d'éliminer/-. 

Pour  faciliter  cette  éliiiiination  je  multiplie  la  première  j)ar  i  —  r,  et 
la  seconde  par  i  —  /•-,  j'ai  ainsi 

r 

x{i  —  r'  j  ^=  a'.  I  —  /•  ;,     .r'  i  —  ;■*  i  :^  6'  1 1  —  /•■  , 
el.  divisant  cette  dernière  par  l'autre,  j'aurai 

a 

de  sorti'  (|u'()n  aura  maintenant  ces  deux-ci 

Ir 

a-   I  —  /■'  I  ^  a  (  I  —  /•  ,      X  (  1  +  ;■*  )  =r  —  (  I  +  r  i, 

d'où  il  est  facije  de  tirer 

a-  +  b-  —  y.ax 
r  = 


/■*  : 


3  ah'  —  \a-  -h  b^  )  x 


a?  ~  h 


')'  ,1  X 


Si  l'on  substitue  maintenant  la  valeur  de  /■,  <]ue  donne  la  première  de  ces 
équations,  dans  la  seconde,  on  aura  une  équation  finale  en  x  (|ui,  étant 
développée,  montera  au  cinquième  degré;  mais  si  l'on  suhstitne  la  mémr 
valeur  de  rdans  ré(|uation  primitive 

^    I  +  ;■  -4-  /■=  —  r^  ^  ^  rf, 

(in  en  aura  une  en  x  (jui  ne  montera  qu'au  (juatrii'ine,  et  (|ui  sera  ré(|ua- 
lion  la  plus  simple  qu'on  puisse  avoir  pour  la  deicrininarion  de  l'incon- 
nue X. 

Je  vais  prouver  maintenant,  sans  connaître  même  la  forme  de  cette 
équation,  qu'elle  doit  être  décomposaltle  en  deux  équations  du  second 
degré,  moyennant  une  autre  équation  du  second  degré  aussi. 

Pour  cela,  je  remarque  que  si,  au  lieu  de  clierclier  l'inconnue  x,  un 
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•Mil  clicrclié  l'iiicoiiiiue  u,  on  serait  tombé  dans  une  équation  scml)lal)l(*: 
car.  faisant  s  =  su,  on  aurait  y  —  s'^UKix  —  s^  u;  de  sorte  que  les  é(|ua- 
lions  en  ,v  et  u  seraient 

u  i  -h  s  -h  s'  -f  *■',  —  a,     u'(i  -h  s'  -h  s*  -h  s')  =  b-, 

c'est-à-dire  entièrement  semblables  aux  équations  v.n  x  et  r.  D'où  je  con- 
clus d'abord  (|ae  la  valeur  de  l'inconnue  u  sera  nécessairement  aussi  une 
des  racines  de  ré(|ualion  en  x  trouvée  ci-dessus. 

Or,  on  a  u^r'x,  et,  divisant  la  valeur  de  r'',  trouvée  ci-dessus,  par 
celle  de  r,  on  a 

f^   . • 

x(a^-+-  b' —  2«^)' 

par  conséquent, 

2  ab-  —  (  «-  -t-  h-  )  X 

u  = ^ ■ 

n'  -.-  b-  —  2  ax 

Ainsi,  si  l'on  dénote  par  x',  x",  x'",  x'"  les  quatre  racines  de  l'équation 
en  r  dont  il  s'agit,  ces  racines  seront  telles,  qu'on  aura 

„       lab'  —  {a^-^b')x' 

^   ^ :. T-. i — ' 

«-4-0^—2  ax 

c'est-à-dire 

nax'x"  —  (à'  -\-  b'')  (^'  +  j;"  )  -f-  y.ab'  =  o; 

or.  il  n'y  a  pas  plus  de  raison  pour  (|ue  celte  équation  subsiste  entre  les 
deux  racines  a:',  .x"  qu'entre  les  deux  autres  .r",  x'";  par  consé(|uent  on 

aura  aussi 

■}.ax"'x"'  ~  (a^+  b')  {x"'+  x'"  ]  -f-  lab-  —  o. 

Voilà  donc  deux  équations  semblables  qui  ont  lieu  entre  les  racines 
x  ,  x"  et  x'",  x",  et  ({ui  sont  de  plus  telles,  qu'elles  ne  changent  point  en 
changeant  x'  en  x"  et  x'"  en  x";  donc,  par  le  n"  1 1 1 ,  on  pourra  sûrement 
décomposer  l'équation  en  question  du  quatrième  degré  en  deux  autres 
du  second  degré,  telles  que 

x-  —  f'  X  +  g'  z^O, 

x''-f"x-hg"=o, 

52. 
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où  les  coefficients/'  et/"  seront  racines  d'une  ('(|Uiition  du  second  degré 
ainsi  que  les  coefficients  g'  et  g' . 

Et  comme  ces  deux  équations  doivent  renfermer,  l'une  les  deux  ra- 
cines x' ,  x" ,  et  l'autre  les  deux  autres  racines  x",  x",  on  aura 

f'  =  x'-i-x",     g'  —  x'x",    f"=x"  -i-x'\     g"--^x"'x"; 

donc  on  aura 

aag-'  —  'a'4-  b'  f  -f-  iab'=  o, 

lag"—    a- -t- h-  f" -h  7. ab'=  ij. 


d'où 


(a'+  b-:f'—  2  ah' 


ia 

(a^-i-  b'  f"  —  lab'' 

2rt 


De  sorte  (jue  les  deux  (acteurs  de  l'équation  proposée  seront 

,       „,         (a'+b',f'—2ab' 

x-  —  f'x  -+- — =  o, 

•'  2a 

X^  —  f  X  -r  ^ — :=  O. 

•'  2« 

Pour  le  taire  voir  et  trouver  en  même  temps  l'équation  doul  les  ra- 
cines seront/'  et/",  il  faut  chercher  d'abord  l'équation  du  Problème 
en  r.  Or  faisant,  pour  abréger, 

a-  -+-  è-         la 

on  aura  r=^c  —  ex.  et  cette  valeur,  étant  substituée  dans  l'ecinalion 

jT  (  1  +  r -»-/•' +  /•'  =  a, 
donnera,  en  oidonnaiit  les  termes  par  rapport  à  x,  celle-ci 

I  -h  3  c-     ,       I  -I-  î  c  -f  3  c'     ,       I  -4-  c  -t-  «'  +  c'  a 

X*  — X'  -^ x^ X  -t    —  z=  o. 
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a" -h  h'       c 
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les  (Iriix  facteurs  de  eel(e  é(|iiiiliiHi  sei'oiit 


x^  -f'x  +  ^  +  ^—^  =  o, 
•'  e  e- 

•'  e  e- 


(|iii.  étant  multipliés  l'un  par  l'autre,  donnent 


[t/'/"+V^  (/'+/") 


•^-  +  —  rr  ^ — ; —  (  f  +/  ■  -^ — \ — 


La  eoniparaison  des  trois  premiers  termes  de  cette  équation  avec  ceux 
(le  la  précédente  donne  d'abord 

j-,       />..        i  -f-  3  c 


et  par  conséijuent 


f'f" 


—  I  -f-  f  +  a  c- 


Et  l'on  trouvera  (jue  ces  valeurs  de  /"'  +  /"  et  de  /'./""  satisferont  aussi  a 
la  comparaison  des  autres  termes. 

Ainsi,  les  quantités/'  et  /"  seront  les  racines  de  celte  écpialion 


J'avoue  (ju'on  peut  résoudre  le  Problème  précédent  d'une  manière 
plus  simple,  comme  Newton  l'a  fait  dans  son  Arithmétique  uim'erselle . 
où,  à  l'aide  d'un  certain  choix  entre  les  inconnues,  il  parvient  d'aboid  a 
deux  équations  du  second  degré;  mais,  d'un  coté,  il  me  semble  que  la 
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solution  que  je  viens  de  donner  est  en  quelque  façon  plus  directe  et  plus 
lumineuse,  puisqu'elle  fait  voir  la  raison  pourcpioi  l'équation  du  qua- 
trième degré,  à  la(|uelle  on  est  naturellement  conduit,  doit  être  résoluble 
au  moven  de  deux  du  second;  el.  de  l'autre,  la  règle  que  Newton  établit 
|)oiir  le  choix  des  inconnues  n'a  |)oint  été  démontrée  [)ar  cet  Auteur  et 
ne  peut  l'élre,  si  je  ne  me  trom|»e,  (|uc  par  les  principes  généraux  (|ue 
nous  avons  établis  ci-dessus.  Mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  nous  étendre 
sur  ce  sujet. 

114.  On  pourrai!  aussi,  par  la  méthode  précédente,  résoudre  avec  la 
même  facilite  le  Problème  où  l'on  demanderait  un  nomltre  (luelconque  a 
de  quantités  en  |)roportion  continue,  dont  la  somme  et  celle  de  leurs 
carrés  seraient  données. 

Car,  nommant  x  le  premier  terme  de  la  progression,  et  rx  le  second, 
on  aura  d'abord  ces  deux  équations 

X    1-1-  /•  ^  /'*  -^  /•'  -^- .  .  .  -(-    /•'''"'  V  =  a, 

x'  [i  -^  r-  -^-  r''  -^  !•'•  -f-  .  .  .  -(-  r^'i*-' ' j  =  b-, 

qui  se  changent  en  ces  deux-ci 

jr  (  1  —  ;■!')  =  «    I  —  /■    . 

x-[i  —  r''^  !  ^h-'\  —  r-'i; 

doii  l'on  tire,  comme  plus  haut. 

«-  +  i-  -      1UX 


r'f: 


a=  -  b^-         ' 

•2 «6'  -+-  id'  -\-  b-\  X 


(a-  —  h-  )  X 
La  valeur  <le  /,  (pi'ou  peut  mettre,  comme  ci-devanl.  sous  la  l'(trme 

/  =  f  —  ex, 
étant  substituée  dans  la  première  équation,  donnera  celle-ci 

X  [i  -t-  (  c  —  ex)  -I-  (  c  —  ex  ,i-  -t-  ■  c  —  ex\^  -+-...  -h  i,c  —  ex  ;''""'  J  —  a  =;  o, 
laquelle  sera,  comme  on  voit,  du  degré  p.. 
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Un  |iroii\(M'a  moinU'iiaiil,  piiriiu  riiisoiiiicineiil  sciubliihlc  a  celui  ini'on 
a  fait  plus  haut,  que  lo  premier  tenue  ce  et  le  dernier  r^~'w  de  la  pro- 
gression continue  devronl  ètn;  également  racines  de  l'équation  précé- 
dente; mais  en  divisanl  la  valeur  de  r^'-  par  celle  de  /■,  on  a 

9. ah'  —  la- -I-  />•  )  X 
;•!'-'  = ^ — , 

x(a'-i-  h'—  lax) 

donc 

■2 ah'—  [a'  -+-  b')x 


r^-'x  : 


a'-i-  6'—  lax 


De  lii.  en  nommant  x' ,  x" ,  x'",...,  x'^"-'  les  racines  de  re(iuation  précé- 
dente, on  aura  cette  condition,  entre  les  deux  racines  x',  x", 

■xax' x"  —  [a'  -+  h')  \x'  +  x"  ;  -|-  y.ah"^  o, 

et  comme  il  n'y  a  |)as  plus  de  raison  pour  qu'une  telle  relation  ail  lieu 
entre  les  racines  x',  x"  qu'entre  les  racines  a;",  ,r",  ou  .r'.  x"'.  ou,  etc., 
on  aui'a  de  même 

■?.ax"'x"'  —  [  a'  ■+  h' .  [x"'  -f-  x"'')  -+-  lah'  =  o, 
■xax" X'-'  —  [à-  +  h-)  (x''  -i-  j.-")  -+-  lab'  ■=  o. 


le  nombre  des  équations  étant  —  ou   •'- ■,  suivani  que  y.  sera  pair  ou 

impair. 

D'où,  et  de  ce  (|u'on  a  démontré  dans  le  n"tl1,  il  s'ensuit  (|ue  l'ecpia- 

tion  du  u."""'  degré  doit  être  décomposable  en  '"'  ou  '^~  '  e(|uations  du 

2  2' 

second  degré,  telles  que 

x'  -/'  X  +  g'  =  o, 
x'  — /'  X  -\-  g"  =  o, 

x'-f"x-^g'"=o. 


dans  lesquelles  les  coefficients/',/",  /',...  seront  racines  d'une  meuie 
équation  du  deeré  -  ou  ^ '  ainsi  que  les  coellicienis  »,  n''    a" 
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Kl  «•omine,  à  cause  do 

f'  =  x'  +  X%       /"  =  X"   -t-  J?",  .  .  .,       g'=:-X'x%       g"=~X    X'\. 

on  a 

■>ag'  — la^-'-b']/'  +aa/(==ro, 

'Ug''  —  ia^~\-  l>')f"  —  2«ft-  ==  o, 

■" ) 

g   z= ^ , 

{a'-h  b'   f—  7.ab' 


on  aiir; 


le  s(»ile  (jiie  les  —  (iii  — t'aeleurs  de  réqualiuii  di»iil  il  s'agit  seroiil 


X'  —  f'x  -^- -^ =  O, 

•^  art 

(a^^.-  b-'^  f"—-}.ab' 

X-  —  f  X  -h ~ =  o, 

■3,  a 

ia'-+  b')f"'—iah' 

X-  —  f  x-f -^ =  o, 


Dans  le  cas  oii  'j.  est  un  nombre  pair,  le  produit  de  toutes  ces  équations 
devra  donner  ré(|uation  du  degré  [j.  trouvée  ci-devant;  mais,  dans  le  cas 
oii  rj.  est  un  nombre  impair,  il  faudra  y  ajouter  encore  un  facteur  simple, 
tel  que  .r  —  h  =  n. 

La  uiulti|)lication  faite,  il  u'v  aina  plus  qu'à  comparer  les  iircniicrs 
tenues  (le  ré(|uation  résultante  avec  ceux  de  ré(|uati()n  d(Uit  u(uis  venons 
de  parlei'.  et  cette  coui|iaraison  donnera  les  valeui'S  fies  quantités 

/'  -/"  -r -  •  • . ,  /'/'  +/'./'"  +/"/■■ + •  •  •  -  •  •  • . 

(|ui  seront  les  coellicieuls  de  ré(|uatinii  en  /";  et  (|uant  au  coefïlcieut  /i, 
dans  le  cas  où  a  es!  impair,  il  se  trouvera  donne  par  nuv  ecpiation 
linéaire. 
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Dr  la  il  s'eiisuil  (juc  If  l'n.hl.'riic  propose-  pcii(  loiijoiirs  se  nMJiiiir  à  l;i 
n-soliilioud'iinc  ('(iiialioiMlii  (Ici^ir  "  on  '-"  '. 

Au  reste  si,  au  lieu  de  déterminer  i'iiiconiuie  .v,  on  voiilnil  déterminer 
l'incnnnne  r,  on  parviendrai!  à  nn<-  é.pialion  dn  -..nre  des  réciproques; 
car  les  deux  écjualioiis 

donnant 

a  ' 

on  aura,  en  eliassant.r, 

i-hri"  ~  b'  7+7' 
ou  bi(;n,  en  divisiinl  pai'  i  —  /•, 

i-h  r  -h  /•=-(-  r'  +  ...  H-  /•l'-i        a'       i 


I  +  ri" 


d'où,  en  multipliant  en  eroix  et  faisant,  pour  plus  de  simplicité,  -' 
on  aura  "' 


c'est-à-dire 


'"  +    —-  ('■''-'  +  '•''-'+  ...  +  /•)  +  I  =  o. 


"onnues. 


équation  réductible  au  degré  ^  ou  ^^  par  les  méthodes  ce 

Ce  qu'il  y  aura  de  plus  simple  pour  cela  ,  ce  sera  d'employer  la  substi- 
tution de  /•=  i^,  laquelle  changera  l'équation 


ri*        «'   I  —  ;■ 


en  celle-ci 

('+r;''-(i-.r)'^_a'r 

où  toutes  les  puissances  impaires  de  y  disparaîtront  d'elles-mêmes 
!"•  53    ■ 
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115.  Ajoutons  Piicore  un  Exemple  tiré  de  la  Géométrie.  Proposons- 
nous  ce  Problème  très-connu,  où  il  s'agit  de  mener  par  le  point  D  du 
carré  ACDB  une  ligne  droite  MN  telle,  ([ue  la  partie  MN  de  cette  ligne. 
(|ui  sera  comprise  entre  les  (!cu\  cotés  opposés  AC.  AB  du  carre,  prolon- 
gés en  M.  X.  soit  d'une  grandcui-  donnée. 


\ommant  a  le  côté  du  carré  et  h  la  lont-ueur  donnée  de  la  liirne  MX. 
prenons,  pour  déterminer  la  position  de  cette  ligne,  l'inconnue  (LM  ;- a-; 


on  aura  donc   MD  =  \.r-H-a-,  et   les  deux  tiiangles  send)laliles  >ICD, 
MAX  donneront  sur-le-champ 

X  :  v«=  -h  X-  =:  {a  -h  x)  :  MN  =  (  «  -t-  .x-   :  6  : 
d'où  l'on  lire  rc(|ualion 


bx  z^   a  -+-  X I  y  rt-  -!-  x^; 

la(|utllr,  claiit  dégagée  du  radical  el  ordonnée  par  i  apport  a  ,r.  deviendra 

X'  -r-  2ax'-+-  I2rt'  —  6')x'  -i-  rf.o.'x  ~t-  a*  =r  o, 

(|ni  est,  comme  on  voit,  du  quatrième  degré. 

Voyons  maintenant  si,  par  la  nature  même  du  Pndilème,  on  ne  pourra 
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pas  trouver  qiR'l(nic  roliiliuii  iiilic  les  racines  de  cette  é(|ii;itiii[i .  (|ni  |;i 
rende  déromposablc  en  des  é(|uali()ns  d'un  deijré  moindre. 

Pour  y  parvenir  je  remarque  ([u'on  peut  en  etl'et  mener  par  le  point  I) 
(jualre  lignes  qui  remplissent  la  condition  du  Problème;  ce  sont  les  lignes 
MN,  M'N',  M"N"  et  !V1"N";  de  sorte  que  les  racines  de  l'équation  précé- 
dente seront  les  lignes  (IM,  CM',  CM",  CM  \  dont  les  deux  dernières  sont, 
(■(iiiiinc  un  voit,  négatives. 

Dénotons  donc  ces  lignes  par  x' ,  x",  x"\  r"  ;  et,  à  cause  des  triangles 
semblables  MDC.  DNB,  on  aura 

MC:CD  =  1)B:BN; 

mais,  puisque  M'N'  doit  être  égal  à  M.\,  que  CD  —  DB,  il  est  l'acilc  de 
voircju'oii  aura  aussi  M'C  =  EN;  donc  on  aura  cette  proportion 

j:'  :  a  =z  fl  :  x'' , 
c'est-à-dire 


On  pourrait  d'abord  conclure,  par  le  pi-incipe  de  la  raison  suiïisanle. 
qu'une  pareille  relation  doit  aussi  avoir  lieu  entre  les  deux  autres  racines 
x",  x^";  mais,  si  l'on  voulait  s'en  convaincre  à  posteriori,  il  n'y  aurait  qu'à 
considérer  qu'à  cause  de  M"N"=N"M'  on  aura  nécessairement  aussi 
CM  =  EN";  et  qu'ensuite,  à  cause  des  triangles  semblables  DCM  ".  DEN", 
on  aura  CM":  CD  =  DB:B]N"=  DB:CiM",  c'est-à-dire 

x'"  :a=^  a:  x'" , 

et  par  conse(juent 

x"'x'^  —  a-  ^  o. 

Puis  donc  qu'on  a  deux  équations  semblables,  l'une  entre  a  ,  x" , 
l'autre  en  a  ",  x" ,  et  que  ces  é(juations  subsistent  également  en  changeant 
x  en  x",  x"  en  x^,  il  s'ensuit  des  principes  établis  plus  haut  que  l'équa- 
tion du  quatrième  degré,  trouvée  ci-dessus,  sera  nécessairement  décuni- 
posable  en  deux  é(iuations  du  second  degré,  telles  que 

X'  -f'x  ^g'  —o, 
x''  — f'x  -f-  g-"  =  o, 

53. 
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(iti  /■  cl  /'  seront  nicincs  d'une  équation  du  second  degré,  ainsi  (luo  ^' 
et  g";  mais,  puisque  g' =^  x' x"  et  g"—x"x^\  on  -Amw  g'—  g"=  a^\  par 
consé(jiienl  les  deux  faeteurs  de  l'équation  dont  il  s'agit  seront 


X-  — f'x  -f-  a-  =1  o, 

.r-  — f'x  +  «=  :=  o. 


donc 

p:ir  consiMiMcnl 


Qu'on  en  t'assi'  ihuic  le  lU'oduit,  on  aura 

X*  —  if  +f"  i  x^  -+-  [f'f"  -f-  9rt"  j  X-  —  a-   f  -hf"  I  X  -f-  «>  =  o  ; 

f  -+-f"  =;  —  ?",     j  '  f"  +  ''■(!■'  =  '-'■<^'  —  ''■; 

* 

de  seule  ([uc  rcqualinn  ijui  aura  pour  laciurs  les  (piaiililf^  /'  et  /'  sera 

f'  +  o.af-  b'^o. 

Au  reste,  il  est  clair  (\nv  si,  dans  re(|ualion  eu  x  du  (|uatrièiue  dci;re, 
nu  l'ait  .ï- =:  </r-,  ou  aura  une  c(pialiou  en  c  du  genre  des  réciproques,  el 
dans  hupiclle  on  jxun'ra,  par  c(Uise(pieul.  !'aii-e  dispaiailre  toutes  les  puis- 
sances iuiiKiires  de  l'inconnue  en  laisaul   r-  =;  —:  de  sorte  (lue  la  suli- 


sliliiliou  propre  [)our  cel  ellél  sera  de  l'aire  d'aliord  .r 
Si  l'on  tire  la  valeur  de  j' de  celle  ('(jualieui,  ou  a 


it  {i  —  y 


a  —  X  "^.x 


luais  on  a 


donc  o'ii  aura 


X 

a  -+-  X 


y  «-  -I-  X-  M  D 


y=  i 


a  Mi)        M.N  -  -Mi)        '.  m        rm 


MN  MN 

supposant  (pie  U  soii  le  poini  du  milieu  de  la  ligne  MiN.  Itc  lit  on  voit 


l>i;S    KQIIATIONS.  42^ 

•l"'""  s.nnl  parvenu  .ral.or.l  a  unr  eqnalion  du  quatrième  de^nv  sans 
puissances  in.pairos  do  l'huonnue,  si  l'on  n,,  pris  peur  incomn...  la 
l.gn..  DR.  (r.st  c.  ,|u'a  fait  Newton  dans  la  s.dution  ,,„-il  a  d-nn...  de  ee 


P.oMenH.  dans  son  Anthme'nç.r  unn.rse//r:  ,na,s  on  do„  avone,    ,e  n.e 
■^«•iiil)!!',  (|n'un  lel  choix  de  I' 


""■"""lie  est  assez  pen  nalurel,  el   ..nr  ee 

"  est.  pour  a.nsi  dire,  ,,n'ap,.ès  eunp  „u-un  pe„,  le  (a.n.;  du  moins  ,1  me 
T'""''":  '"  P''i"^'M'-l'o"  N.-wtun  le  ta,,  dependr.  n'a  pas  ,on.e  IVvi- 

''*■'"•'■  M"  ""  .-SI  en  droit  d'exij,er  dans  ees  s„r„.s  d..  n.alieres 
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D'LN  THÉORÈME  NOUVEAU 


CONCERNANT  LES  NOMBRES  PREMIERS. 


IJÉMONSTKATIO.N 

nTN  THÉORÈME  >OrVEAL 

CONCERNANT  LES  NOMBRES  PREMIERS  (*i. 


(Nouveaux  Mèiiinires  de  V Aiadéinir  royale  îles  Sciemes  et  Belles- lA-tlres 
de  Berlin ,  année  1 77 1 .) 


1.  Je  viens  tie  trouver,  dans  un  excellent  Ouvrage  de  .M.  Waring  que 
j'ai  reçu  depuis  peu  ^" ).  un  très-beau  Théorème  d'Arithmétique,  que 
voici  : 

Si  n  est  un  nombre  premier  quelconque,  le  nom,bre 

1 . 2 . 3 . 4  •  5 . . .  (  «  —  I   -+- 1 

sera  l  ou  jours  dntsihle  pur  n  : 

c'est-à-dire  que  le  produit  continuel  des  nombres  i,  2,  3,...  just|u"à  n  —  i 
inclusivement,  étant  augmenté  de  l'unité,  sera  divisible  par  n,  ou  bien, 
(|ue  si  l'on  divise  ce  même  produit  par  le  nombre  premier  //.  on  aura 
—  I,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  n  —  i  pour  reste. 

(*)  Lu  à  TAcadémie  le  i3  juin  1771- 

(**)  Meditationes  algebratcœ  ab  Eduard»  //-  arin^,  Mat/ieseos  Prof  essore  Lucmiano,  etc. 
Cantabrigiœ,  1770;  do)-«  page  218. 

in.  54 
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Par  (^xcmplc, 

soit       11  =  3,  nii  aura        i.2~i  =  3, 

"5,  1 .2.3.i  ^  I  =  25, 

«=^7,  i.a.3.4.5.6^-i  =  72i  =  -j.io3, 

«  —  II,  I.2.3..  .io-Hi=:  3628801  =  11.329891, 

«  =  i3,  1 .2.3. .  .  12  ^  I  =  479001601  =  13.36846277, 


.M.  Waiingfait  iKinneur  df  ce  TIumhI'iiic  à  M.  Jean  \\'ilsoii,  mais  il  n'en 
(liinnc  point  l;i  (Iciiinnstration,  et  il  parait  inèmê  insinuer  (juf  personne 
ne  l'a  encore  trouvée:  du  moins  il  seiiilile  iju'il  la  regarde  comme  extrê- 
mement dillicile;  car,  après  avoir  rapporte  ce  Théorème  avec  quelques 
antres  qui  en  dépendent,  il  ajoute  :  Demonstrationes  vero  hujusmodi pro- 
positionum  eo  ma  gis  difficiles  rriinf.  cjitod  nidUi  fin  gi  pot  est  notatio.  ijiin' 
pnmum  nuntcrum  exprimat. 

("ette  raison,  jointe  à  réléiiance  et  à  rntilite  du  Théorème  dont  il  s'a"it, 
m'a  engagé  à  en  chercher  une  démonstration,  et  celle  que  j'ai  trouvée 
m'a  paru  mériter  l'attention  des  Géomètres,  tant  par  elle-même  (pie  jiarce 
(|u'elle  fait  connaître  en  même  temps  quelques  autres  propriétés  des 
nomhres  premiers.  (|ui  n'avaient  pas  encore,  ce  me  semhie,  été  re- 
marquées. 

Lemme. 

i.    Etant  donne  le  produit  continuel 

X  -h  I   '  X  -(-  2  >  '  X  4  3  )   .z  +  4   ■  •  ■  ■'"  —  "  —  '  . 
on  propose  de  le  développer  suivant  les  puissances  de  r. 

Il  est  visible  (|u'on  aura 

X  -\-  i)  \x  '-^  2)  :  X  4-  3  ;  ;  X  -i-  4)  •  •  •  \^  -*-  "  —  '  ) 
=  X"-'  -!-  k'x"--  -f-  A"x"-^  -(-  A'V"  '  -I-  .  .  .  +  Al"-  '', 

et  [lour  déterminer  facilement  les  coelHcients  A.  A',  A  ,...,  on  remar- 
(|Uera  (|ue  re(piatiou  précédente  devant  être  identique  subsistera  égale- 
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iiu'iil  CM  y  nitiihuit  .ri    i  à  la  place  de  .r;  c'csl  poiii(|n()i  on  aiiia  aussi 

(x  -ir-  z)(x  -h  3]ix  +  ^)  {x  +  5). .  .[X  -+-  n.) 

—  'x-\-  !)"-'  +  A'(x  +  i)"-'  -h\"{x  ■+■  J )"-'-+-  A'"  X  -4-  !)"-•-(-.  .  .  t-  A("-"; 

donc,  iiuiitipliaiil  Imite  celle  ecjualioii  paro^  -+-  i ,  et  la  coiiiparaiil  eiisiiile 
à  la  précédente  niullipliée  par  x  h-  n,  on  en  tirera  celle-ci 

(^-1-  rDix"-'  -h  A'x''-'  ^  A"x"  -^ -h  A"'x"-'  +  ..  .-h  A'"-" 

—  (x -ht)"  -h  A' (x  -h  i)"->  -h  A" {x  -hi]"~^ -h  A"'(x-{-i)"-^-i-. .  .-hA<-"-'Hx-hi), 

c'est-à-dire,  en  développanl  les  termes  et  les  ordonnant  |)ar  lappurt  à  .r, 

x"-h  {n  -¥-A'  1  X"- '  +  ( rt A'  +  A"  ) X"'-  -+-  ( ii A"  +  A'" i  x"-^ H-  .  .  . 

rnin  —  i)       ,  ,  . ,       ,  „  I 

=  x"  +  in-+-  A'  j  x"~'  H-     -^ +  (  n,  —  i)  A'  -+-  A'     x"-'' 

r  n  (  n  —  I  (  (  rt  —  a  I        {n  —  1 1  {n  —  2)  .,  .  „       .1 

-h     — ^ i A'  -f-  (  n  —  2  1  A   -H  A      x"-^  -h 

|_  2.3  2  J 

Donc,  puisque  celte  équation  est  identique,  on  aura,  en  comparant 
terme  à  terme, 

n  +  A'=  «  -t-  A', 

n{n  —  i] 

«A  -r- A  = h  i«  —  I)  .\  +  A  , 

nA"-i-  A"'=  -^ -^ '  -+  = -^^ A'  -h  («  -  2)  A"  +  A'", 

2.3  a 

d'où  l'on  tire 
n{n  —  r- 


A' 


.  „      n(n  —  1   ( rt  —  2         in  —  i )  ( h  —  2  ;  , , 
2A"=  — 5 1 '- A', 

2.3  2 

Q  A  '"  —  "  (  "  ~  ■  *  (  "  ~  ^  "  "  "~  ^  '    ,   (  «  —  I  )  l  «  —  2  )  (  n  —  3  ;  (  «  —  2  )  (  «  —  3  )  ,  „ 

2.3.4  2.3  a  ' 

et  ainsi  de  suite. 

54. 
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Corollaire. 

:-{.   il  est  clîiii-,  |>ar  la  tlii'Oi'ie  ries  équations,  ([lie  Il'S  coefficients  A',  A', 

A  ne  sont  autre  cliose  que  les  sommes  des  nombres  naturels  i,  2, 

'i,.  .  justiu'à  n  —  I  inclusivement,  (les  produits  de  ces  nombres  multipliés 
deux  à  deux,  trois  a  trois,  etc.;  en  sorte  que  le  dernier  coefficient  A"~'' 
sera  égal  au  [troduit  i.2.3.4...  «  —  i  ;  ainsi  tous  les  nombres  A,  A", 
A",...  seront  nécessairement  entiers. 

Théorème. 

4.   Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  te  Lemme  précédent,  je  dis 

(jiie.  SI  n  est  un  nombre  premier,  les  nombres  \  ,  A  ,  A  jusquà  A  ""-' 

inclusivement,  sont  tous  dàisibles  par  n.  et  que  le  dernier  nombre  A"~' 
sera  divisible  par  n.  étant  augmenté  de  l'uinté. 

On  sait  i|Ue  les  expressions 
n  n  —  I         iiin  —  i    n  —  2  n  —  in  —  2  «  —  i    n  —  2  ,  «  —  3 


,..., , ,. 


a  2.3  2  2.3 

dénotent  touj(mrs  des  nombi'es  entiers,  tant  (|ue  n  est  un  nombre  entier: 
puisque  ce  sont  les  coellicients  du  biiKiine  élevé  à  la  puissance  n.  ou 
n  —  i.  ou,  etc.  De  plus  il  est  (  lair  (|ue.  si  n  est  un  nombre  premier,  les 

nombres 

n  n  —  i         II  n  —  i     n  ~  2 
, ,... 

1.2  1.2.3 

seront  tous  di\isibles  par  n.  à  rexce|)li(m  seuleiiicnl  du  deinier  noudire 


1.2.3. . .n 


(|ui  est  én-al  a  l'unile:  cai-  il  est  visii)le  (]ue  le  numérateur  de  idiaciin  de 
ces  nombres  est  divisible  par  /(,  et  que  le  dénominateur  ne  l'est  pas,  tant 
(|ue  «  est  premier;  d'où  il  s'ensuit  (|u'après  avoir  divise  le  numérateur 
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|>;ir  II'  (lcii(>iiiiii;i|ciii\  il  restera  iieecssan'ciiiciil  dans  le  (|ii(iliciit  le  lac- 
li'iir  it. 

Oc  là  ri  (les  roinmlcs  du  Lcniiiic  iiicccdciil  il  est  facile  de  eiiiieliiir  : 
1"  Que  A'  sera  divisible  |»ar  //.  <jue  2A"  le  sera  aussi,  et  de  iiieiiie    )A   . 

/|A'\...  jusiiu'ii  (n-  2)  A"--';   et  (iiie  par  (■(.iise(|iieiil   les  iniinl.res  A  . 

A',  A',...  ,  A'""-'  (|iie  iriiiis  avons  vu  devoir  èlre  toujours  .•iiliers  '3y, 

seront  eiix-ni«'nies  louj(Uirs  divisibles  par  //,  au  moins  tant  ,|ue  //  s.-ra 

premier; 

2"  Que  le  nombre  A""'  étant  aui'menle  de  l'unité  sera  divisible  par  n: 
car  la  lornuile  (|ui  servira  à  déterminer  sa  valeur  sera 

n-x   A("-)  =  «i«-')(«-2).... 
1.2.3. . . « 


«  —  I   f  «  —  2  . 
\  .1.  .  .[n~\ 


.  ,         «  —  2   I  «  —  3  ...  I 
I .  a .  .  .   n  —  -1         ' 


e'est-à-dii'e 
donc 


«  —  I  !  AI"-')  =  I  +  A'  +  A"  -t-  A'"  +  .  .  .  +  \"'-=)  ; 
A("-o  +  ,  =  mA<"-')  —  A'—  A"—  A'"  —  .  .  .—  A'"-''- 


donc,  puisque  A  .  A',...,  A'"--"  sont  tous  divisibles  par  n.  il  s'ensuit  .| 
A'"~"-+-  I  sera  toujours  divisible  par  n. 


ue 


5.   Donc  (3  )  le  nombr( 


Corollaire  I. 


1.2.3.4...  " 


sera  toujours  divisible  par//.  lors(|ne  n  sera  un   nbre  premier,  c  ,|ui 

est  le  Théorème  qu'il  s'agis.sait  de  démontrer. 

Vax  iiéneral.  il  s'ensuit  de  la  formule  du  u"  1  ,pi,',  (piel   ,|ue  .s.. il  le 
noud)re  entier  .<■.  on  aura  toujours 

(x  +  i)(.r  -I-  2  j  ;  .r  -t-  3).  .  .1  j;  -)-  «  —  I  ,  —  x"-'  +  1 

divisii)le  par  11,  tant  que  il  sera  un  uombie  picmier. 
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Doue  : 

i"  Si  .r"'  '  fsl  (livisiblf  |nir  ri,xf  (jui  ne  peut  ai  river  (|Lie  lors(|iie  x  csl 
l'gal  :i  zéro  ou  l'gal  à  un  multiple  de  n,  le  nombre 

X  -h  ijix  -h  2  ,  X  -h  3 ,. .  .[x  -h  n  —  I  ;  -f- 1 

si'ia  Idujdurs  divisible  |iai-  //;  ce  (|ui  donne  le  Théorème  de  M.  ^^"lls(ln  en 
l'aisanl  a  =--  o. 

2"  Si  X  n'esl  ni  nul  ni  divisible  par  n,  ce  qui  arrive  lorsque  x^  iJ.n-h  p, 
p  étant  un  nombre  quelconque  entier  moindre  (jue  n,  il  est  (dair  ()ue 
<|n(d(|n'un  des  nombres 

-C  -)-  I  ,        .r  -i-    2,        X  -h  3,.  .  .  ,        X  -h  »  —    I 

sera  nécessairement  divisible  par  n,  et  (|ue  le  pioduil 

X  -T-  i  ;  .  X  -i-  2  \    X  -h  3  ;.  .  .    X  ~h  n  —  I  ; 

sera  par  consé(juenl  toujours  divisible  [lar  n\  donc  —  x"'''  -+-  i,  ou  bien 
x"-'  —  I  sera  dans  ce  cas  toujours  divisible  par  «;  ce  qui  est  le  t'anienx 
Théorème  de  Fermât  dont  M.  Euler  a  donné  [dusieurs  démonstrati(tns 
dans  les  Commentaires  de  l'étershourg.  La  notre  a,  comme  on  voit,  l'avan- 
tage de  faire  voir  la  liaison  et  la  dépendance  mutmdie  des  deux  Théo- 
rèmes dont  il  s'agit. 

Corollaire  II. 

6.   Puis(|ue  .  • 

Il  —  I ,     n  —  •?.     Il  —  3, . . . 

étant  divisés  par  /;  donnent  pour  restes 

—  I,     —  2,      —  3,. . ., 

on  pourra  mettre  ces  restes  à  la  place  des  nombres  n  —  i.  «  —  2,...  dans 
la  formule 

1.2.3...  n  —  1   : 
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cl  l'on  ;uiiM  les  Inniiiilcs  siiiviiiitcs 

1.2.3.  .  .  (  n  —  I  )  -f-  I , 
I  .  ?, .  3  .  .  .  (  M  —  2  —  I , 
1.2'. 3.  .  .(«—  3)  +  i, 
i.2=.3'.4...'«  —  4)  —  •> 


t|iii  seront  toutes  divisildcs  par  n;  donc  aussi 


,.2.3...'" 


sera  (livisihle  \r.\v  ri.  le  signe  supérieur  ayant  lieu  lors(|ue est  un 

noniliie  |)air,  et  l'intérieur  lorsque est  ini|)air. 


j"  Soit  =  2m,    et  par  conséquent   n  =  \m  +  i;    dans  ce  cas 

(  1 .  2 . 3 . . .  2  m  )  -  -I-  I  sera  divisible  par  n . 

Ainsi  l'on  aura  une  somme  de  deux  carrés  (]ui  sera  divisible  par  [\m^  \ 
lorsque  ce  nombre  sera  premier;  c'est  ce  qu'on  n'avait  pu  trouver  jus- 
i|u'à  |)résent  d'une  manière  générale;  seulement  on  avait  pu  prouvei-, 
d'une  manière  même  assez  indirecte,  qu'il  existait  toujours  une  pareille 
somme  divisible  par  n  lorsque  n  était  de  la  forme  4  tn  +  i  {voyez  le  tome  V 
des  Nouveaux  Mémoires  de  Pétersbourg). 

2"  Soit =  2m  —  I ,  et  par  conséquent  n  ^-  '^r?!   ~  \;  dans  ce  cas 

[i .  2 .  3 . . .  (  2  /n  —  1  )  j  ^  —  r  sera  divisible  par  n . 

Mais 

[  1 . 2 . 3 . . .  2  m  —  I  ) ]"  —  I  ^  [  1 . 2 . 3 . . .  im  —  i  )  -i    i  ]  [  i .  2 . 3 . .  .  2  w  —  i   —  i  j  : 
donc,  puisque  n  est  un  nombre  premier,  il  faudra  (pii'  l'un  ou  l'autre  des 
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(leil\  t;i(tfUlS 

i.2.3...7.ni  —  I    -    I      ou      I  .  2 . 3 ...  2  m  —  i    —  i , 

soit  (livisiljlc  juir  //:  doue 

I  .  a .  3 .  .  .   ini  —  1    ZLiî 

sera  nécessairement  di'.isthie  par  n. 

Remarque  1. 

T.  Li->  j)ro|iiisilioiis  des  Corollaires  précédents  sont  d'autant  plus  re- 
iiiar(]ua!jle>  qiir,  si  n  n'était  pas  premier,  les  nombres  que  nous  avons  vu 
devoir  être  divisibles  par  n,  dans  l'Iiypotlièse  de  n  premier,  ne  le  seraient 
plus.  Car.  si  //  n'est  pas  un  nombre  premier,  i!  sera  donc  divisible  par 
(|uel(ju'uu  des  nombres  a,  3, —  n  —  i  moindres  que  n;  donc,  si 

1.2.3...     77  —  I     —  I 

était  divisible   par  n,  il   faudrait  (]u'il    le  fut  aussi  j)ar   quelqu'un  des 

nombres  2.  3.  4, «  ^  i:  or  c'est  ce  qui  ne  se  peut:  car  le  nombre 

1.2.3.  ..   n  —  \    étant  divisible  par  cbacun  de  ces  nombres,  il  est  clair 
(|u*en  divi=.aul  par  un  quelconque  d'eux  le  nombre 

1 .  1 .3. . .  «  —  1    —  I 

on  aura  toujours  l'unité  pour  reste. 

On  peut  donc  tirer  de  là  une  méthode  directe  pour  reconnaître  si  un 
nombre  cpielconciue  impair  n  est  premier  ou  non:  il  n'y  aura  qu'à  voir  si 
le  produit  continuel  des  nombres  2.  3,  4'---.  n  —  1,  étant  divise  par  n. 
donne  i  pour  reste,  alors  le  nombre  sera  premier;  sinon,  il  ne  le  sera 
pas.  On  peut  encore  simplifier  cette  règle  en  distinguant  les  deux  cas 
où  n  est  (le  la  tonne  \ni  —  i  ou  de  la  forme  '-\Tn  —  1  ;  dans  le  premier  cas, 
le  iiombrr  n  Sera  premier,  si  le  carré  du  produit  continuel  des  nombres  2, 

3,  4. 2W  étant  divise  par  n  donne  —  1  ou  «  —  i  pour  reste:  et  dans 

le  second,  si  le  produit  continuel  des  nombres  2.  3,  4.---.  2/w  —  i  étant 
divisé  par  n  donne  r  ou  —  i  pour  reste:  sinon,  n  ne  sera  pas  premiei-. 
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J'iivduc  ;ni  reste  (|iu'  celle  méthode  devieiil  extrèmomcnl  lal)ui'ieuse, 
et  |)ics(|iK'  iiiij)riilie;il)le,  lurs(jue  n  est  im  très-grand  nombre;  mais  il 
|ieul  y  avoir  des  moyens  d'en  simplifier  la  |)rati(]ue,  et  c'est  une  reclierelie 
à  la(|iii'lle  nous  invitons  les  Géomètres. 

RtMAiigit:  II. 

8.  On  |iimiiait  déduire  dn  Tliéon'Mif  de  M.  Fermât  une  antre  démons- 
tration de  celui  de  31.  AA'iison  beaucoup  plus  simple  (|iie  (  idle  (|iie  nous 
en  avons  donnée  ci-dessus. 

Car,  si  Ton  considère  la  suite  des  nombres  naturels  i ,  2,  »...,  n,  élevés 
à  la  puissance  [n  —i )'""",  et  <iu"on  cliercbe  la  ditlérence  [n  —  l'f'""  des 
termes  de  cette  suite,  il  est  facile  de  voir,  par  la  théorie  des  dillerences, 
qu'elle  sera 

in  —  i)(ra  —  2  ) 


n"~'  —  [Il  —  I     n  —  i)"' 

«  —  I  ;  I  H  —  1  •in.  —  3 


I  n  —  3  "-' -^  .  .  .  +  I  ; 


2.3 

d'autre  part,  comme  la  série 

I,     2'-',     3"-',... 

est  une  série  algébrique  de  l'ordre  [n  —  i  "'"'^,  on  sait  que  la  difïérence 
du  même  ordre  sera  exprimée  jiar  le  produit  continuel  des  nombres  i,  2, 
3,...,  n  —  1;  ainsi  l'on  aura  l'équation 

i.2.3.4-..\n  — ii  =  «""'  —   «  —  I     /(  —  i/"-'-t- — (n  —  ■>.)"-' 

■■  2 

«  —  I     n  —  2     /i  —  3 

iz- '  «  —  3  ;"-'  -+-...  -1-  I . 


Supposons  maintenant  (]u"on  divise  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion par  n,  et  qu'on  ne  veuille  tenir  compte  que  du  reste  qui  en  [irovien- 
dra;  il  est  d'abord  clair  que  le  terme  n"~'  donnera  pour  reste  o,  et  que 
les  ternies  [n  —  \)"-\  («—2  "-',...  donneront  tous  l'unité  pour  reste, 
par  le  Théorème  de  >!.  Fermât:  donc,  mettant  à  la  place  de  ces  termes 

m.  55 
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Ifiii's  restes  o,  i,  r,...,  on  aiiia  le  leste  total 

Il  —  I     II  —  2          n  —  I     /(  —  ■?.     n  —  3 
—    /(  —  I ,  H ^ f- . . . , 

2  2.3 

nll   liiell 

I  — I"-'— I,     p'esl-à-dire     ^i; 

ainsi  le  leslc  de  la  division  de  \.i.'j...   n  —  i     par  //  sera   —  i ,  et  pai' 

<'onsé(|nciil 

I .-.'..  3 ...  H  —  I  ;  T-  I 

sera  lonjonrs  divisildi'  |»ai'  n.  pourvu  (|ue  ii  soit  [)reinier;  condition  ne- 
cessaii'e  pour  rexaditiidr  du  TheurL'nie  de  .M.  Fermât. 

Remarqt  E  m. 

'.*.  A\aut  de  ijuitter  cette  matière,  nous  cro\ons  devoir  demontrei' 
encore  (|ueli|ne>  autres Tliéorëmes sur  les  nombres  premiers,  qu'on  trouve 
aussi  sans  démonstration  dans  le  même  ()tivrai;-e  de  M.  \\'ai'ing,  et  (jui 
peuvent  être  de  (|nel(]ue  utilité  dans  la  construclion  des  Tables  des  noni- 
liies  premiers. 

i"  .SV  trois  nombres  pi cmiers  sont  en  progression  arithmétique .  leur  dif- 
férence doit  être  dnisih/e  jiarO,  a  motus  que  l  un  de  ces  trois  nombres  ne 
soit  égal  à  J . 

Tout  nondire  entier  i|Lielc'iniiur  peut  être  représente  par  l'une  de  ces 

formules 

dm,     Gmzti,     i'iniziz'?..     (J/«±3; 

li's  di'u\  formules  <>/??  et  Gm  =  2  donnent  t(Uis  les  uondire>  pair>,  et  les 
deux  autres  Gm  rz  1,  Gni  rz  '3  donnent  tous  les  nombres  impairs:  mais  la 
dernière,  étant  ijivi.-ilile  par  3,  ne  [leut  représente!"  d'autres  n(unlii-es  pi-e- 
miers  que  le  seul  muiibre  i:  donc  t(mt  nmnliie  |ueniier  sera  ou  i  (ui 
f)/72  ±  i . 

Cela  pose,  soient 

P  —  ">     p,     p  -^-  a 
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les  trois  nomln'es  en  progression  ;iiitliniéti(|iic  (|ii'(iii  suppose  pinnicrs; 
et  en  exeluanl  rl'alxtrd  le  iiomhic  3  de  la  progression,  il  fandra  que  clia- 
eun  de  ees  nombres  soil  de  la  l'orme  (')m±  i;  d'anlre  pail ,  il  est  claii 
que  la  dillérenee  a  doil  éiic  un  nombre  pair,  et  par  eonse(|nenl  d'une  de 
ces  deux  formes  (\n  ou  (i//  Jr  2;  soit  donc,  s'il  est  possible,  a  =  6«  ±  2, 
et  prenons  d'abord  /;  -■  Gin  i- 1 ,  on  aura 

p  +  u^a  m  -h  n)  +  3  ou  =6  [in  -h  11   —  i 
et 

p  ~  a^=6   m  --  Il  \  ^  i   ou   =;  (j   m  —  n    +  3  ; 

ainsi  il  est  inij)ossil)le  que  p -,  a  et  p~a  soient  ii  la  lois  de  la  forme 
6f;.  ±  r;  prenons  ensuite  p  =  6/n  —  i ,  on  aura 

yv  -I-  «  =  6  (  »?  +  /f   -f- 1  ou  =61  »?  -H  n  ,1  —  3 
et 

/>  —  «  —  6   »?  —  7?    —  3  ou  =  ()  i  m  —  m  +  I  ; 

d'où  Ton  voit  que  p  -h  a  ei  p  ~  a  ne  pourront  pas  être  à  la  fois  de  la 
forme  6fA  ±  i  ;  donc  il  est  impossible  que  a  soit  de  la  forme  6n  ±  2;  par 
conséquent  il  faudra  que  a  soit  toujours  de  la  forme  6/^,  c'est-à-dire 
divisible  par  G. 

Si  l'on  voulait  admettre  le  nombre  3  pour  un  des  termes  de  la  progres- 
sion, alors  la  dillérenee  p(nirrail  être  de  la  fiume  (>/?  ±  2.  Supposons 
d'abord  que  3  soit  le  premier  terme  de  la  progression;  le  second  se  trou- 
vera de  la  forme  6n  ±  2  -r-  3  ou  6ri  ±1,  et  le  troisième  de  la  forme 
I2/Î  ±  4  +  3  ou  6/1  dz  i;  ainsi  ils  pourront  être  tous  les  trois  premiers; 
mais  si  l'on  y  en  ajoutait  un  (juatrième,  celui-ci  ne  pourrait  jamais  être 
premier,  car  sa  forme  serait  i8«±G-i-3,  qui  est  divisible  par  3.  On 
pourra,  par  exemple,  former  ces  progressions  de  trois  termes  3,  5,  7,  ou 
3,  7,  II,  ou  3,  1 1,  19,  etc.;  donc  les  difTérences  ne  seront  pas  divisibles 
par  G;  mais  ces  progressions  ne  pourront  jamais  aller  au  delà  de  trois 
termes. 

Si  l'on  prend  3  pour  le  second  terme  de  la  progression,  alors  le  pre- 
mier ne  pourra  être  (|ue  i,  et  le  troisième  sera  3;  dans  ce  cas,  on  v  pouna 

55. 
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ajouter  un  ([Ucitrièini-  terme  qui  sera  7;  mais  on  ne  pourrait  pas  aller  au 
ilelà.  parce  (lur  le  M_iiv:iiit  9  ne  serait  |ilii>  premier. 

On  ni'  [Muirrait  pas  prendre  3  pnm-  1,.  troisième  ternie,  car  les  deux 
[iremieis  w  pourraient  être  alors  qne  i  et  2;  or  celui-ci  peut  n'être  pas 
regardé  coinnic  un  nombre  premier  à  cause  qu'il  est  pair. 

2"  Si  cinq  nombres  premiers  sont  en  progression  arithmétique,  leur  dif- 
férence doit  être  divisible  par  3o,  à  moins  que  5  ne  soit  l'un  des  termes  de 
cette  progression . 

Nous  avons  déjà  vu  qne  tniii  uiiuiliic  premier  doit  être  3  ou  (Jm  —  1  : 
nous  avons  vil  de  plus  que,  si  3  est  un  des  termes  de  la  progression  arith- 
Mieti(iue,  il  est  impossible  qu'elle  ait  plus  de  quatre  termes  qui  soient  des 
nomlires  premiers;  donc  il  faudra  que  les  cinq  termes  de  la  progression 
proposée  soient  chacun  de  la  forme  Gm±j.  Or,  m  pouvant  être  un 
nombre  quelconque  entier,  il  sera  nécessairement  d'une  de  ces  formes 

5  y.,      5  y.  nz  1 ,     5  adu  •> , 

* 

qui  renferment  evideuiinent  tous  les  nombres  possibles;  donc,  substi- 
tuant ces  formules  ii  la  place  de  m,  on  aura  les  suivantes 

3ov.  z!zi,      3oy.  =i5,     3ov.  :^-,     3ou±ii,     3oy.  :tzi3, 

dont  la  seconde  ne  peut  donner  d'autres  nombres  premiers  que  5;  de 
>orte  qu'en  faisant  abstraction,  suivant  l'hypotbèse,  du  nombre  5,  il  fau- 
dra (|ue  les  cinq  termes  de  la  progression  soient  renfermés  dans  ces  quatre 

t'o  roui  les 

3o'j.z:il,      Zo;j^i-,      3oy.  :r:ii,      3oaz^i3. 

Maintenant  nous  avons  déjà  vu  que  la  difïérence  île  la  progression  ne 
peut  être  ((ue  de  la  forme  6n;  or  n  peut  être  aussi  de  ces  formes 

5'j,     5v  dz  I,     Jv  ±  2: 

donc  la  foimc  {)n  se  réduira  à  celles-ci 

3ov,     SovznG,     3o'>rti2. 
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Doiic,  si  l'on  (Irsit^ne  par 

p  —  7.(1,    j)  —  «,    p,    p  -f  a,    p  +  ?.«, 

Il■^  iiM(|  iniiics  cil  [iroiirt'ssion  ari(luii('li(juc  (lu'oa  su|)[)ose  tiln'  piciiiicis 
l'iilic  eux,  CCS  icnnes  devront  être  tous  de  ces  tbrnics 

Soudri,     3o^±7,     3ou±ii,     3ou±i3, 

cl  l:i  diUcrciicc  a  ne  |i(Hirra  être  (|iie  de  celles-ci 

3o  V,     3o  V  ±6,     3o  V  rt  1 2. 

Supposons  d'abord  p  de  la  forme  3oa -f-  i,  et  soit,  s'il  est  possilde, 
Il  de  la  forme  3ov  ±  (S,  on  aura 

/;  +  rt  ^  3o  ;  a  +  V  )  +  7  ou  3o  (  u.  -t-  v    —  5, 

/>  +  2fl  :=  3o  l'a -I- 2v; -h  i3  ou  3o   w-f-av   — II, 

p  —  a  =:  io  I  u  —  v)  —  5  ou  3o  I  a  —  v)  -+-  7, 

p  —  2  rt  =  3o  (  a  —  2  V  —  II  ou  3o  I  a  —  a  v  :  -1-  1 3  ; 

d'oii  l'iui  voit  (|u'il  est  impossilile  (]ue  les  cinq  iiumbres 

/',     /'  -r-  rt,     p  ■+-  3«,     p  —  a,     p  —  art 

aient  à  la  fois  les  formes  requises. 

On  trouvera  la  même  impossibilité  en  prenant  les  autres  formes  de  p: 

d'où  l'on  conclura  d'abord  que  a  ne  saurait  être  de  la  forme  3o  v  ±  6;  (ui 

supposera  ensuite  a  =  3ov  ^  12,  et,  examinant  successivement  toutes  les 

formes  de  p,  on  verra  aussi  qu'aucune  d'elles  ne  pourra  donner  pour  les 

autres  nombres 

p -^  a,     p -^  ia,     p  —  rt,     p  —  art, 

les  formes  requises;  d'oii  il  s'ensuit  que  la  différence  a  ne  jioui  ra  jamais 
être  ni  de  la  forme  3o  v  ^  6,  ni  de  celle-ci  3ov  =:  12;  par  consé(iueiil  elle 
devra  être  nécessairement  de  la  forme  3ov,  c'est-à-dire  divisible  par  3o. 
Si  l'on  ne  veut  pas  exclure  le  nombre  5  de  la  progression,  il  est  d'abord 
clair  que  ce  nombre  ne  pourra  être  pris  que  pour  le  premier  terme,  puis- 
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(juc  l;i  (lilIciciHc  (les  (•■nues  (lovant  être  divisihk-  pat'  6  iif  pourra  pas  être 
iiKiiiidic  (|uc  (J;  ur,  juenant  5  pour  le  prcMiiier  terme,  et  faisant  d'abord 
la  dillerenee  égale  à  '^ov±6,  on  aiiia  pour  le  second  Icrinc  la  forme 
Viv  ±  (i  -H  5,  on  hieii  '3ov  -l-  i  i  ou  iov  —  i  ;  pour  le  troisième  terme  les 
foinies  ()Ov^"i2-f-  ") ,  ou  bien  '3ov— 13,  ou  jov  -  7;  pour  l(  (pia- 
trieme,  les  formes  (jov  ±  18  -h  ">,  ou  bien  '^ov  7,  ou  '3ov  ~  i'3;  et  p(uii- 
le  ciutiuième,  120V  ±  2^  -h  5,  ou  bien  '^ov  -  1,  ou  3ov  !-  1 1 .  Ainsi  tous 
les  ein(|  termes  auront  les  formes  re(|uises  et  pourront  par  e()nse(|ueni 
être  premiers;  mais  si  Ton  voulait  y  enjoindre  un  sixième,  alors  on  au- 
rait la  forme  i5ov±:3o  +  5,  (pii ,  étant  divisible  par  5,  ne  peut  pas 
donner  des  nombres  premiers.  Ou  trouverait  des  résultats  semblables  eu 
adoptant  la  foi-me  3ov  ±:  i  2  pour  la  dillereuee  de  la  progression  :  d'on 
l'on  doit  eoïKdure  ipie  si  5  est  le  |)remier  terme  de  la  progression,  alors 
il  pouria  y  avoir  eimi  iK'inl'res  premiers  eu  progression  arithméti(|ue,  et 
dont  la  dillereuee  ne  soit  pas  divisible  par  3(),  mais  (|u'il  ne  |)oin  la  jamais 
y  en  avoi  i'  plus  d(^  ein(|. 

On  aura,  par  exemple,  les  nond)res  j,  ii,  17,  23,  2().  ou  ">.  17.  2(), 
'il .  53,  etc.:  mais  les  sixièmes  termes  35,  G5,  etc.,  ne  seraient  plus  pi'e- 
iiners. 

3"  Ou  peut  deniontrei'  pai-  une  analyse  seudjiable  ([iir,  si  scj)t  noinhivs 
premiets  sont  en  progression  arithmétique .  leur  différence  sera  nécessaire- 
ment (Inisihle  par  2.3.5.7.  a  moins  que  7  ne  soit  le  premier  terme  de  la 
progression .  auquel  cas  il  ne  pourra  Jamais  y  avoir  plus  de  sept  termes  dans 
une  progression  dont  la  différence  m-  serait  pas  divisible  par  2.3.5.7.  ^'' 
ainsi  de  suile. 
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NOUVELLE  ESPÈCE  DE  CALCUL 


A    I.A    DIFFKRENTIATION   ET  A    I.'IM  ÉGH  \TI()\ 
DES  Ql  ANTITÉS  VAKlAlil.ES. 


(  NoiivciiWf  MciiKiiirs  (le  l\4radétiiic  ns\(ilc  des  Sric/irfs  ri  Jiellfs-Lelircs 
de  Berlin,  iiniu'c   I77'2.) 


Li'iliiiilz  a  (loiUK',  lUiiis  k'  [ircniior  volume  des  Miscellanca  llerolinensia. 
un  Mémoire  intitulé  :  Symbolismusmemorabilis  calculi  algehraici,  et  infini- 
tesimalis  in comparatione potentianim et  differenliarum.  etc.,  dans  le(|uel  il 
l'ail  voir  l'analogie  qui  règne  entre  les  difl'érentiellesde  tous  les  ordres  du 
produit  de  deux  ou  de  j)lusieurs  variables,  et  les  puissances  des  mêmes 
ordres  du  binôme  ou  du  polynôme  composé  de  la  somme  de  ces  mêmes 
variables.  (]e  grand  Géomètre  a  aussi  remarqué  ailleurs  que  la  même 
analogie  subsistait  entre  les  puissances  négatives  et  les  intégrales  [voyez 
le  Comme rciurnepistolicum,  lipist.  XVIII  j;  mais  ni  lui  ni  aucun  autre  que 
je  saclie  n'a  poussé  plus  loin  ces  sortes  de  rechercbes,  si  l'on  en  excepte 
seulement  M.  Jean  Bernoulli;  qui,  dans  la  Lettre  XIV  du  Cornmercium 
cité,  a  montré  comment  im  pouvait  dans  certains  cas  trouver  l'intégrale 
d'Une  ditlérentielle  donnée  en  cbercbant  la  troisième  proportionnelle  ;i 
la  différence  de  la  (|uanlité  donnée  et  à  cette  même  quantité,  et  clian- 
geant  ensuite  les  puissances  positives  en  différences,  et  les  négatives  en 
sommes  ou  intégrales.  Quoique  le  principe  de  cette  analogie  entre  les 
m.  56 
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puissuiict's  posilivi's  et  les  diUV'rcriticllcs,  et  les  piiissaiii'cs  négatives  et 
les  intéi^rales,  ne  soit  |kis  évident  |iar  lui-même,  eependant,  comme  les- 
eoneliisions  (|u'()n  en  lire  n'en  sont  pas  moins  exactes,  ainsi  (ju'on  peut 
s'en  convaincrez  à  posteriori,  je  vais  en  l'aire  nsai^c  dans  ce  Mémoire  [xinr 
decoiiviir  dillérents  Théorèmes  yénéranx  c(jncernanl  les  diirérenliali()ns 
e(  les  intégrations  des  l'onclions  de  j)liisieiu's  variai)les,  Tliéorèmes  doni 
la  plupart  sont  nouveaux,  et  aux(|uels  il  seiail  d'ailleurs  lii's-dilïlcile  de 
parvenir  par  d'autres  voies. 

(l'est  une  espèce  parliculii're  de  calcul  (pii  me  parait  uu'riter  d'être 
ciillivee  et  (pii  peut  doiniei'  lieu  ;i  heauioup  de  découvertes  utiles  et  im- 
p(Uian(es  dans  l'Analyse;  rohjel  principal  de  ce  Mémoire  est  de  donner 
plusieiu's  ouNcrtuics  pouj'  cela ,  eu  montrant  les  règles  (pi'ou  dnit  suivre 
dans  ce  calcul  el  la  mauièi'c  de  ra|>pli(|uer  ii  dili'érentes  reclierehes; 
mais  je  crois  devoir  conimeucer  par  établir  (ju(d(pu's  notions  générales 
et  préliminaires  sur  la  nature  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  varia- 
Itles,  les(pielles  |(ourraient  servii' d'iulroductiou  ii  une  théorie  générale 
<les  t'ouctions. 

1.  Si  u  est  une  fonction  (]uelcon(iue  finie  d'une  variable  a-.  (|u'on  v 
mette  .1-  -I-  I  à  la  place  de  a\  el  (|ue  par  la  théorie  connue  des  séries  on 
dégage  la  nouvelle  variable  2  de  la  fonction,  ou  sait  (|ue  u  deviendi'a  de 
cette  forme 

Il  -h  j)l  -h  j/  ":^  -I-  //'  ;3  +  />'" 4'  +  .  .  . , 

OÙ  /^  p\  //',...  seront   de  U(Uivelles  fonctions  de  ,<  ,  deiivees  d'une  cer- 
taine manière  de  la  foucti(ui  //. 

2.  Si  //  est  une  fonction  de  deux  variables  x,  y,  (pi'ou  v  melle  x  -^  'i 
à  la  place  de  x.  v  ^-  i/  à  la  place  de  v,  (prensuite  ou  dégage  les  (|uau- 
tités^,  '\j  par  le  moyen  des  séries,  la  fonction  n  deviendra  de  la  furuic 

a  +  p  ;  ^    q  ■]/ 
-h  p'  'E;'  -h  q'  H  'I  +  /•'  ij^' 
+  p" 4'  +  q"  t' '\i  +  /•"  ; ^'  -1-  s"  Y 
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iMi  /;,  (j,  p  ,  q\  r\  p  ,  </',...  scniiil  de  noincllrs  l'niictidiis  de  .i .  y  dé- 
rivées d'iiiic  ccikiiric  liiimii'ii'  de  la  t'iUKiinii  //. 

De  iiiriiic,  si  //  ctail  rnnrlidii  df  tinis  variables  x,  y,  :■,  en  incllaiil 
X -4-^,  j-f- 'J/,  s -r- ^  il  la  place  de  ,x-,  j,  ;,  et  développaiil  par  les  séries, 
cette  tniictidil  deviciidiail  de  la  lorme 

u  -\-  f)  i  -r  (y  i  -+-  ''  ? 
-^p'I^-^q'  l'h  +  r'  0.'  -4-  a'2?  -H  [3' J/?  -I-  y''C 
-+-//';' H- (/"ï^''i  -I-  r"ç'l''-i-s"'h'-hoc"l'Ç'-h... 


et  ainsi  de  suite,  si  la  i'unclion  u  renl'ermail  ([iiatre  variables,  ou  cinq,  ete. 

3.  Le  Calcul  différentiel,  considéré  dans  toute  sa  généralité,  consiste 
à  trouver  directement .  et  par  des  procédés  simples  et  faciles,  les  l'onc- 

tions /?./?', />" ,  q,  q,  (j",.. .,  /•,  r,  r",...  dérivées  de  la  fonction  u;  et 

le  Calcul  intégral  consiste  à  retrouver  la  l'onction  //  par  le  moyen  de  ces 
dernières  fonctions. 

Cette  notion  des  Calculs  différentiel  et  intégral  me  parait  la  plus  clain; 
et  la  plus  simple  qu'on  ait  encore  donnée:  elle  est,  comme  on  voit,  indé- 
pendante de  toute  métaphysique  et  de  loute  théorie  des  (juantités  infini- 
ment petites  ou  évanouissantes. 

4.  Considérons  plus  particulièrement  le  cas  du  n°  1 ,  où  u  est  supposé 
une  fonction  de  x  seul,  et  voyons  comment  les  fonctions  «,  p,  p.  p",... 
dépendent  les  unes  des  autres. 

Puisque  la  fonction  u,  en  y  mettant  x  +  î  li  la  place  de  x,  est  devenue 

u  ~  pi  ^  p'l--f-  p" ;'-<-..•, 

si  dans  cette  dernière  fonction  on  met  de  nouveau  x  -f-  oj  à  la  place  de  x, 
il  est  clair  qu'elle  deviendra  de  la  forme 

Il  -¥-  P',)  -^  p''j)-^ p"'j)^-+-  p"'rj)*'i-  .  .  . 

-f-  ( />  +  m'ti  -h  pu'  -)-  ffM^  -!-...)£ 

+  '  p'  -^  m' 'il  +  p'tjy'  +  <j''jv'  +  ...)?■ 

-I-  ,  p"  -f-  ro"  w  -i-  p"f.>^  -i-  s-"c)^-!-  . .  .  I  Ë' 

* 
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oii  7^,  p,  -7,...  seront  des  fonctions  de  x  dérivées  de  la  fonction  p  de  la 
même  manière  que  /),  //,  p",...  le  sont  de  la  fonction  m,  et  ts' ,  p  ,  z' ,... 
seront  des  fonctions  dérivées  de  même  de  la  fonction  p ,  et  sr",  p" ,  r:",... 
des  fonctions  dérivées  de  p",  et  ainsi  des  autres. 

D'un  autre  côté,  il  est  facile  de  voir  (|ue  l'expression  précédente  ne 
sera  autre  chose  que  ce  (|iie  devient  la  fonction  u  en  y  mettant  a  la  fois 
■r  +  I  -I-  oj  à  la  place  de  x,  ou  bien  ce  que  devient  l'expression 

en  y  mettant  :  +  ',>  à  la  place  de  S,  c'est-à-dire 

u  ^  j)    l-Jf-M]  -^  p'il-lr-  M  ;■  +  ^"  t^  4-  (,)  ,3  -1-  .  .  .  . 

Or,  en  développant  les  puissances  de  |  +  w  et  ordonnant  les  termes, On 
aura 

u  +  pi,)  -\-  p'm-  -h  p"r,)''  -+-  p'"m'  -h . . . 

-h  (p  +  ip'dt  +  Zp'o)'  -+-  4/>"''j)'  H- . . .  4 

-+-  Ip'  -h  3/j'V.(  -+-  6p"'or  -+-  \op"',?  +  .  .  .  il^ 
-H-  (  ys"  +  4/>"'w  + 1 0/7  '  "w  +  y.o  /j' r.j'  +  .  .  .  )  ^' 


Donc,  comme  cette  formule  doit  être  identique  avec  la  [(recedente,  on 
aura 

ro  —ip',  p  :^  ip",       0-  =  4/J"'.  •  ■  • . 

ct'  =  3/>",  p' =  G//',       0-'  =  loyy,. . ., 

53"=4/>".  p"=IOp",        0-"=  20/>%  .  .  .  , 


1)(IU( 


,57  ,/  ra  ,„         î" 


Or,  de  la  même  manière  (juc  p  est  dérivé  de  u.  w  l'est  de  p,  ■^  l'esl  deyy  , 
rz"  l'est  de//  ,  et  ainsi  de  suite;  donc,  si  l'on  fait  p  ^^  u  ,  et  (ju'on  désigne 
de  même  par//"  une  foncti)on  dérivée  de  //'  de  la  même  manière  (jue  //  l'est 
<le  ?/,  et  par  u"  une  fonction  dérivée  de  même  de  //',  et  ainsi  de  suite,  lui 
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aur:i 

p  =^  u  ,     m —- n  ,  donc     />  = — ' 

«'"  m"' 

(loiir      m' ~    — )  donc      p"= — 7:1 

■?.  '2.3 

donc     53:= — ~)  donc     //"=  -  „— v, 

9. .  j  '         2.3.4 


Ainsi  lit  t'oiictioii  m  deviendra,  en  mettant  x  +  'ê,  i\  la  place  de  x. 


u"P        u"'l>         W'I'' 
u  -h  u'l-{-     —^  -h        ■     ' 


011  les  fonctions  u,  u,  u",  u" ,  u'",...  dérivent  l'une  de  l'aulic  |iai-  nnc 
même  loi,  de  sorte  (|u'on  pourra  les  trouver  ai.sénieiit  par  une  même  opé- 
ration répétée. 

5.  Si  maintenant  on  suppose  cjue  u  soit  une  l'onction  de  deux  varia- 
bles X  et  Y,  et  qu'on  cherche  ce  qu'elle  devient  en  y  mettant  à  la  fois 
if  +  l  à  la  place  de  .r  et  >'-l-i|>  a  la  place  Ae  y,  on  fera  d'abord  la  picmière 
de  ces  deux  substitutions,  ce  qui  réduira  la  fonction  u  a  cille-ci  (4) 

u  +  u  iA ~  H ~  +  .  .  .  ; 

2  1.S 

ensuite  on  fera  la  substitution  de  >+  'i>  à  la  place  de  v  dans  les  fonc- 
tions u,  u' ,  u",  u  ,...,  et  elles  se  eliane-eronl.  savoir 


u    en  M  +  w  di  H ~ 1 i- — f- . . . , 

2  2.3 

,  ,  ,         u''"  'h-        u''"'<h' 
u    en  u  -h  II  •  <]/  -^ — ' ^      ' 


u 


"  en  a"H-  m"''4'- 


2  2.3 

2  2.3 
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Ainsi  l;i  tonrtioii  //  (Icvicnilra.  après  les  deux  substitutions  dont  il  s'ai;il. 


2  I  .  I  2 

2  .  O  3.  .  I  .1.2 


2.3 


Les  acccnls  qui  sont  avant  la  virgule  se  rappoi'lent  au  changement  de  .r 
l'M  ;i'4-  :,  et  ceux  qui  sont  après  la  virgule  se  rapportent  au  changement 
de  yen  v+  6. 

Kn  général,  si  u  est  une  fonction  de  .r.  y.  z.  t et  (|u'on  v  mette,  à 

la  place  de  ces  variables,  œ  ~\-'î,  y  ^'i',  :■  -^'Ç,  /  -4-  5 la  l'iuicti(ui  dmil 

il  s'agit  deviendra  u  plus  un  nombre  indéfini  de  termes,  tels  (]ue 

?<(;•'■).{■').('=''.(?)-•     '^■f-  (];■-  £;=>  Si.  .  . 
1.2.3...//X  1.2.3. .  .vx  1.2.3. ..roX  i.2.3...pX...' 

a,  V.  37.  0  étant  sujiposes  successivement  o,  i.  2,  '^ 

<i.   Puis([u'en  mettant  Jc -^  B  à  la  place  de  x  dans  w,  leltc   Inncliun 
devient 

ii"i'       «'"■-■■ 

»  -t-  M  i  H H 5-  -I-  .  .  . , 

2  2.3 

SI  l'on  regarde  |  comme  inliniment  petit  et  (|u"on  néglige  les  puis- 
sances ç-,  P,...,  on  aura  simplement  ii'l  pour  l'accroissement  de  //:  de 
sdi'te  (|ue.  désignant  cet  acci'oissemeiit  par  f/a.  et  raccroissemeni  î  de  .r 
par  r/.r,  on  aura 

J  /  ;  ,       (^" 

au  ^  Il  clx     el      u  :=  ; 

tlx 


ainsi,  pour  avoir  la  fonction  ii\  il  n'y  aura  (|u'à  chercher  la  dilTéren- 
tielle  du  par  les  règles  du  calcul  de>  inliniment  petits,  et  la  diviser  en- 
suite par  la  ditlerentitdle  d.i . 


\   LA   DIIFKKKN'I  I  \TI()N    l'T    V   L'I  NTKC.  It  ATION.  U7 

Avant  II  =:  -7-1  (III  aura  de  iiiciiic 

du  .  d-  Il 

„_      dx  _  d^u  ,„  __      dx^  _  d'^ii 

dx  dx'  dx  (Ix^  ' 

(le  sorte  (jue  x  ilevenanl  a;+  S,  la  fonclion  u  deviendra 

du  j.       d'il  ^       (Pu^  J^ 
dx  ~       dx'    ■}.         dx^  2.3 

où  diu  d'-ii,  dUi,...  désignent  les  didérences  première,  seconde,  tmi- 
siènie,  etc.,  de  u  prises  en  l'aisant  varier  .r  de  la  dilléreiK  c  inliniinenl 
petite  dx. 

Ce  Théorème  est  connu  depuis  longtemps,  et  .M.  Tavlor  en  est,  si  je  ne 
me  trompe,  le  premier  Auteur;  on  peut  le  démontrer  de  différentes  ma- 
nières: la  précédente  me  paiait  une  des  plus  sim|)les. 

7.  Si,  au  lieu  de  faire  varier  x,  on  fait  varier  y  dans  la  supposilimi 
que  u  soit  itne  fonction  de  x  et  de  y,  on  aura  de  même 

du  =^  iv'dy, 

et  de  là 

,       du 
IV   =  -— , 
dy 

donc 

d-u  ,.       d^H 

Par  le  même  [irincipe  on  aura 

,  du 

,, dii'  dx  _     (/'m 

dy  dy  dxdy 

où  d'il  indique  la  différentielle  seconde  de  u,  en  faisant  varier  d'aboi-d  j  . 
ensuite  v;  or,  comme  les  variations  de  x  et  de  y  sont  indépendantes  l'une 
de  l'autre,  il  es!  facile  de  comprendre  qu'on  aura  également 

du 

,, dw'  dy d'u 

dx  dx         dydx 
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DÎi  d-u  exprime  maintenant  la  ditïérentielie  seconde  de  u  prise  en  faisant 
vaiicr  (l'abord  r  et  ensuite  x,  de  sorte  qu'on  aui'a 

d-u  d-u 


dxdy        dydx 

ce  (jui  montre  (|u'il  est  indifférent  dans  quel  ordre  soient  écrites  les  dif- 
férences dx,  dy.  En  général  donc  on  aura 

„(!>).(■')_       

dx'^dy" 

où  d'^^'it  indiquera  la  différentielle  (p. -i- v/"""  de  u  prise  en  faisant  va- 
riei'  [j.  fois  a:  et  v  foisy,  quelque  ordre  qu'on  suive  d'ailleurs  dans  ces  va- 
l'iations;  de  sorte  qu'il  y  aura  autant  de  manières  différentes  de  trouver 

d^-^'u 

la  valeur  de  -, , —  (lu'il  v  aura  de  permutations  entre  deux  choses  diffé- 

dx-'-d)-     '  •  ' 

renies  répétées  l'une  [j.  fois,  l'autre  v  fois:  or  le  nombre  de  ces  perunila- 

lious  est.  comme  on  sait,  ésral  à 

1 . 2 . 3 .  .  .  !  ,a  -H  V 


I  .  2  . 3 .  .  .  u  X  I  .  2  .  3  .  .  .  V 

Et  si  //  est  une  fonction  de  plusieurs  variables  vT.v.  r-,  / on  aur; 


/(!').  C'),(o),(f), 


dx^-d^dz^dt'. . 


et  cette  fonction  pourra  se  produire  d'autant  de  manières  différentes 
qu'il  y  aura  de  permutations  entre  différentes  choses  dont  l'une  serait 
répétée  p.  fois,  l'autre  v  fois,  la  troisième  sr  fois,  hi  (juatriènie  p  fois,  etc.; 
en  sorte  (|ue  par  les  règles  connues  le  nombre  dont  il  s'agit  sera 

I  .  2  .  3  .  4  .  5  .  .  .  ;  p.  H-  V  -(-  HT  -H  p  -r-  .  .  .  ) 

I .  -2 . 3 .  . .  U.  X  1 . 2 . 3 .  .  .  V  X  1 .  2 . 3 .  .  .  ro  X  1 .  2 . 3 .  .  .  p  X  . .  . 
Ie(|nel  est  aussi  le  coelTicient  du  terme  a,'!^ y' ;'^/'^...  dans  la  puissance 

(  .T -i- j  H- z -t- /—...: ''+-'*'^ ■"-?+•  ■ 


A  LA  1)11 1  i:hi:m  1  vnoN  i:t  a  linteguation.        u» 

8.    De  là  et  do  ce  (|ii'()n  a  d'il  dans  le  n"  5  il  s'ensuit  ([lie.  si  dans  une 
fonetion  u  d"nn  noniluc  (|neleoii(|uc  de  variables  .t,  r,  z,  t,    ..  on  met 

x-^-E,  y-f-'j/,  z-h'Ç,  t-^0,...  il  la  place  de  ces  vaiialiles.  la  ton(li(Ui 
proposée  sera  au^nienlee  d'un  nonilire  indéiini  de  leinies  représentés 
eliacun  par 

—  -    ~  ^ -     s<; 5 

1 . 3  . 3 .  .  .  //  X  I .  ?. .  3 .  .  .  V  X  I .  ?. .  3 .  .  .  HT  X  1 .  2 . 3 .  .  .  p  X  . .  .        dx'^dy-dz''  (II' .  ■  ■ 

<ni,  ee  qui  revient  au  nienu',  par 


i.2.3...(|U.  -i-v  +  cn-p  +  ...)  '     djfi^drdz"dtK  . . 

Mêlant  le  euetlieient  du  terme  .r>^v'':'^/^..  dans  le  polynôme 

X  H-  y  -h  z  -h  t  -h . . . 
élevé  à  la  puissance 

fj.  -hV-hm-i-p-T-.... 

Ainsi,  pour  avoir  aisément  les  différents  termes  (lui  doivent  composer 
l'aeeroissement  de  la  valeur  de  la  fonction  u  lorsque  cr,  v,  z,  t,. .  .  de- 
viennent x-i-^,  ^v -4-6,  :■ -h 'Ç,  t^O,...,  il  n'y  aura  (|u'à  considérer  la 
série 

x+  r  -^ z  -v- 1  +  . . . 


1 
[X -{-  y -\- z  ~\- t -\- . . 

,2 

I  .2 

■  ■Y 

'                              1.2.3 

et,  après  avoir  développé  les  puissances  de  .r-f-j+s  +  /  + m  chan- 

i»era,  dans  chaque  ternie,  x  en  -j--,  y  en  -f-i  -  en  -p-,  t  t^n  -r-i- ■  ■■>  et  I  on 

multipliera  le  même  terme  par  d' u,  l'exposant  de  la  dillérentiation  /. 
étant  éijal  à  la  somme  des  exposants  de  x,  y,  z.  (,...  dans  le  même  terme. 
111.  57 
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Or  on  siiil  (jiic 


x-h  X  -i-  z  +  t  +. .  .'f 


s.r4-v+;-i-r^ 


—  I  ^  e^  X  e-^  X  e=  X  e'  X  . 


...XI 


1.2  1.2.3 


X     . 


^-  +  -^H-...)X(. 

1.2      j . 2 . j         y     \ 


l  A-  -f- J-  +  Z  -(-  /  +. 

i.a.3 

1.2  1.2.3 


■■) 


i.2.3 


)..,_, 


Par  i'onsc(jiu'nl  il  n'y  iiura  (]ii'à  l'aire  le  piddiiit  de  ces  dilTérenles  séries 
l'I  l'Iiangci-  ensuite  elia(|ue  lei me  coiniiie  noii.s  l'avons  dil  ci-dessus. 

!'.    De  là  il  est  t'acile  de  eonelure  que  si  Ton  eousidi'i'e  re\|uessiun 

titi       ,  itll        ,  du      y, 

et  ([u'après  l'iiMiii'  développée  suivant  les  puissances  de  (/(/,  on  applique 
les  exposants  de  ces  puissances  à  la  caractéristique  Jpour  indiquer  des 
ditlérences  du  même  ordre  (|ue  les  |Uiissances.  c'est-à-dire  (|n'on  clianiie 
dit'  en  d' II,  lui  aura  raccroissement  clierclie  de  la  fonction  u  lorsque  x, 

y,  : y  deviennenl  a-  ^  ç.  v  -^  .!,,;  —  ^ 

Ainsi  dénotant  cet  accroissement  par  lu.  ou  aura  la  formule  générale 

li'l      .  (lu        ,  lltl       y 

10.  Maiulenaul.  comme  lu  exprime  la  dillei'euce  premii-re  tinie  de  //, 

si  l'un  dénote  tie  menu'  par  A-;/,  A'(/ les  dillerences  finies  de // des 

ordres  ultérieurs,  on  pourra  trouver  la  valeur  de  chacune  de  ces  dille- 
rences en  ne  faisant  ([n'élever  ré(|ualion  précédente  au  carre,  au  cube,  etc., 
l't  y  changeant  ensuite  les  exposants  des  puissances  en  exposants  des 
(lilléreiices. 

De  cette  manièie  on  aura  ilonc,  en  u'encral, 


\'ti^-  ( 


{iu  .      dit  ,      du  y. 
,rta'        ay  '      dz 


■y. 


A   LA    IHFKÉKEMIATION   ET  A    I.  INTEGRATION.  iSl 

l'I  il  ne  s';iL;ir;i  plus  que  de  (lévelop]»'!'  le  secmid  iiieiiil)re  de  cette  équa- 
tinii  <Il'  lu  inanière  (|U('  ikmi^  l'avons  dit  à  l'égard  de  celle  du  nuincru  |irc- 
cédent. 

Mais  il  y  :i  |iliis  :  mi  |niit  supposer  (pie  l'exposant  /.  devienne  négatif, 
auquel  cas  re(]ualion  suiisistera  également  si  ce  n'est  que  les  didéient  es 
qui  auront  un  exposant  néiialif  devront  être  censées  cliangées  en  sommes 

du  niemedrdre.  Ainsi  désignant,  roinine  ii  l'ordinaire,  par  |  les  suniines 

ou   les  intégrales  ordinaires.  (|ui  répondent  aux  dillerences  iniininient 

petites  marquées  par  la  (•araeléri^ti(llll•  d.  et  par^  les  sommes  tinies  (|ui 

répondent  aux  différences  finies  marquées  |)ar  la  eara(lerisli(|ue  A,  on 
au  l'a 

et  de  même 


et  l'équation  précédente  deviendra,  en  l'aisanl  /.  iiegalif.  ou  Itim  mel- 
tanl  —  À  à  la  place  de  À,  et  par  conséquent^  à  la  place  de  A'. 


On  traitera  le  second  membi-e  de  cette  équation  d'une  manière  semblable 
à  celle  que  nous  avons  prescrite  ci-dessus. 

Quoique  l'opération,  par  laquelle  nous  avons  passé  de  la  différence  A« 

à  la  différence  A' m  et  à  la  sommet  u,  ne  soit  pas  fondée  sur  des  prin- 
cipes clairs  et  rigoureux,  elle  n'en  est  cependant  pas  moins  exacte, 
comme  on  peut  s'en  assurer  à  posteriori;  mais  il  serait  peut-être  très-ditli- 
cile  d'en  donner  une  démonstration  directe  et  analytique;  cela  tient,  en 
général,  a  l'analogie  qu'il  y  a  entre  les  puissances  positives  et  les  différen- 

5;. 
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tialions,  aussi  iiieii  (ju'ciitic  les  puissances  négatives  et  les  intégrations; 
analogie  dont  nous  vn-ions  l'ncorc  d'autres  exemples  dans  la  suite  de  ce 
Mémoire. 

1 1.  Supposons  que  u  soit  une  fonction  de  x  seul,  on  aura  dans  ce  cas 


du  du 

par  conséquent 


^r-°'     ^^''• 


(lonsidéi'ons  donc  l'expression  fe<^'—  i)"',  et  voyons  cnnirncnl  clic  [)cut 

se  développer  en  une  série  réglée  sur  les  puissances  de  >,>.  Il  est  d'abord 

'  c/lair  que,  si  l'on  lait  '»  très-petit,  on  aura  e'"  —  i  =^  ;>,  d'(u'i  il  s'ensuil 

que  le  premier  terine  de  la  série  sera  nécessairement  w'.  Supposons  donc 

e"  —  I  j*-  =r  o)*  I  I  -(-  A  'j)  -t-  B  <,<-  —  C  f.)^  +  D  w*  -)-  .  .  .  ), 

et.  prenant  les  logaritlimes  de  part  et  d'auti'e,  on  aura 

>.  log   e"  —  1 1  —  /,  logO)  z^  log   I  -r-  Ao)  ^  B&)=  -^  iL'.y'  +  1)',)*  -1- . . .  ), 

et  différentiant 

e"  I  \  A  -i-  7.Bm  -1-  3Cr.)=  +  4D'.)'-i-  .  . . 


/. 


-- A  u -t- B&v -I- C&)^  H- D&)< -(- . 
or 


'  "-4 


2  2.3  2.3.  '^ 


donc,  substituant  cette  valeur  et  multipliant  en  croix,  on  aura 

/  ( ^  -1 ^^  —  . .  .  )  (i  -t-  A  «  -f-  Bcr  -t-  Cr.)'  -f  .  . .  ) 

\  2  2.3  2.3.4  , 

=  ('-  -  -^-^ "^  -^...):A  — 2B&)  ^3(:o)'-f-...i, 

\         22.32.3.4  / 


(•  csl- 


A    LA    niFKKHKNTlATION    KT    \    l.'INTKCH  VTION. 

ii-dirc 

2  \2  2.3/  \2  2.3  2.3.4/ 

j^/C_     B  A  I 

\  2         2.3         2.3.4         2.3.4-'» 


V53 


A+  U.l\~  •^)w+  (3c 


2B 


2.3 


,^       3C        2B  A 

^^-T  + 173 -2-34;"^ 


(I  on 


eu  coiniiaraul  les  tornu's,  on  aura 


A 

2  B  = 
3C  =3 
4D  = 


lX+  i)A  _     l 

2  2.3 

(X+  2)B  _  (X+  1)  A  l 

2  2.3  2.3.4 

(X-h3-]C       (A-H2)B       a-t-i)A 


2.3 


2.3.4       2.3.4.5 


ra  -7-  2  a  la 


Avant  ainsi  dclcrniiné  les  coeiricicnts  A,  B,  (', on  niclt 

place  (le  w,  et  cliangeanl  les  puissaïu'es  de  (/ii  en  des  dilî'erenliidles  de  // 
on  ani'a,  en  général, 


A'"  /y  —  >'•  -i_    \  ^'-^ 


(letle  ioiinnle  servira  donc  ii  Ironver  ininiedialeinenl  la  dilierencc  d'un 
ordre  (|U(d(dn(|in'  d'niie  l'onejion  (|nelron(|iie  de  .r  lors(|ne  .r  ani;inetite 

sueeessivenn'iil  de  'i,  2'i,  '32 et  i(da  an  moyen  des  dill'erentiidles  mdi- 

naires;  ce  (|ni  peut  être  d'une  i;rande  utilité  dans  la  theoiie  des  séries. 

P'aisons  niainlenant  /  négatif,  e'est-ii-dire  mettons  —À  à  la  plaer  de  À. 
pour  (diaiiger  les  dillerenees  en  sommi'S.  et  Ton  aura  dans  ee  cas 

.w^x  /    udx'^  I     '  udx'^-'  i'^'udx'—-  l''~'udx''-' 


■pl^3 
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37  = 
40  = 

—5 
2 

/  —  I    s;           / 

"2.3.4 

/.  —  1    a 

2                   2.3 

(  À  —  2  ;3         /.  —  I    3; 

2                         2.3 

(>--3'7   ,   :/-2.i3   . 

'             2.3          " 

/ 

2.3.4 

2.3.4.5 

Si  '/■  =  i,  on  auni  chmc 

Judx  ^  du  .^       _  d-u  .,        .d'n.^^ 

•^  ï  '  '    dx  '       '   dx-  '        "*  rfx^  " 

parce  (|iie 

C'est  la  formule  connue  ikuii'  trouver  la  somme  i1*ime  série  doul  un 
connait  le  terme  général. 

En  effet  soit  «/ =  çi   a,  .,  un  aura,  par  la  nature  des  sommations, 

^  M  i=oa:  —  ci-i-ox  —  2^    —  ...; 

(l(Hic,  si  suivant  la  notation  reçue  on  t'ait 

r         j        V    ,  do  X 

I  o  X  dx  =^  oix  ,     — — — 
J  ■  ■  dx 


d'o'x' 


o     X    ,        s '■  ^=3    '  •^ 

dx- 


on  aura 

o     X  —  ;     -^C/    .T  —  2^-i-O     X  —  3i^... 

=  ^—^ 20   :r  ■  —  ^  9'  ■  X  1 .  E  —  y  9"  (ar  ) .  Ë-  -i- 

Si  maintenant  dans  cette  t'ornuile  on  écrit  x  —  rit  it  la  place  de  r,  on 
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;mi:i  (le  iiifiiic 

y  [x  —  i  «  -t-  I  )  ^]  -I-  9  [x  —    «  -I-  2  i  t]  -I- .  . . 

=  'y'^-:"^'  -  cco  :  X  -  n^)  +  l^o'ix  -  nl).i-  y  <^"  {X  -  nl..l-  + . . . . 

Donc.  it"lriHicIi;iiil  cette  éqiiiiti{Hi  de  I;i  précédente,  il  viendi-i 

o(x  —  El+çlx— 2^)  +  o(x— 3^)+...+  oix  —  «H; 

"(p(x)  —'o{x~  ni)  r    ,     , 

^  -: ^ ^ x[q(x)—  o(x  —  iii.  j 

-T-  Pç[9'ixi  —  s'i  jT  —  «^  ]  —  /ç-[9"(ar''  —  ç/"  X  —  «ç^j  +. .  . . 

Nous  ne  nous  étendrons  p;is  imi  détails  sur  cette  matière  parce  (pfelle  a 
déjà  été  traitée  dans  différents  Ouvrages,  et  surtout  (l;ius  le  Traité  des 
Flujcions  de  M.  Maclaurin,  et  dans  les  Institutions  du  Calcul  différentiel 
de  M.  Euler;  on  trouve  dans  ce  dernier  Ouvrage  des  Remanjues  curieuses 
et  importantes  sur  la  nature  et  les  propriétés  des  nombres  y.,  fi,  ■/,...  dans 
le  cas  de  À  =  I  ;  mais  personne  que  je  sache  n'avait  encore  donné  l'expres- 
sion générale  de  ces  nombres  pour  les  différences  et  les  sommes  d'un 
ordre  quelconque. 

12.   Reprenons  l'équation  du  n"  10,  savoir 

dit  .      du  ,      dtt  ^ 

elle  iloiiiicra  celle-ci 

(hi  .,       du  ,  '     du  .,  ,  . 

dx   ■       (/)■  '        (1z 

où  il  faudra,  après  avoir  développe  le  logarithme  log  i  —  Au^  suivant 
les  puissances  de  A«.  appliquer  les  exposants  de  ces  puissances  à  la  ca- 
ractéristique A.  De  cette  manière  on  aura  donc 

du  ^       du   ,        du  ^  .  A=  //        A""  u        A'  u 

-j-ï-H  —  i-  —  !:-h...=;Aj< ^  — —  -+-..., 

ftx   '        dy   '         dz  2  i  4 
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1  1  p  I  ,      (lu     du  Mil 

ce  (lin  ddiuu'  lUi  iiKiYcii  lic  Iriiuvcr  les  valeurs  di-    .—  i  -r-->-   ■  a  I  aide  des 
'  (ix    cl  y 

dilieiciiccs  liiiies  de  la  rDiicliou  u. 

Mais  ce  n'est  pas  IdiiI  :  on  peut  également  élever  les  deux  membres  de 

re(|nali(m  a  une  puissance  tjuelconque  /,  positive  ou  négative,  en  sorte 

ipriMi  ail 

[du  ilu  du  \'      j 

el  celle  e(|iiarKui  sei'a  toujours  vfaie  pourvu  (|u'npi'ès  le  développeinent 
des  deux  membi'es  suivant  les  puissances  de  du  et  de  \u,  on  change  les 
puissances  positives  en  diU'érences,  et  les  négatives  en  sommes. 

Poui'  cet  ell'et,  considérons  la  (]uantité  [log  (  i  -i-  u}j\'\  et  voyons  cdui- 
nienl  elle  peut  se  développer  en  une  série  qui  procède  suivant  les  puis- 
saiH-es  de  oj.  Il  est  d'ahord  clair  (|ue  si  i»  était  très-petit,  on  aurait 
log  (  [ -H  oj)  =  oj.  d'où  il  s'ensuit  (|ue  le  premier  terme  de  la  série  doiil  il 
s'aiiii  sei'a  'o' ,  et  (|u'ainsi  elle  aura  celle  forme 

w'-(  i-f  M  w  +  N  w'^  -i-  Pc.)=  +  Q(.)'  -^  . . .  ). 
Supposons  donc 

[lOg'I  -I-  (,)]]'•=  m'-    I  -4-  Mr,)  ^  Nw^  -f-  Pm^-(-.  .  .), 

et.  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre,  on  aura 

1  [log. log  I  -I-  f.i   —  logf.i]  =  log(i  j-  Mw  --  Nm-—  P'jj^-f- . . .), 
d'où  l'on  tirera  par  la  ditlérentiation 

3Po)=-i-4Qw^-i-... 


r  1  i"i_M-i-2Nw  + 

[    1  -i-  w  ;  log  (  I  +  w ,        w  J   ~  I  J-  M  w  -+-  N  f 


P(u'-i-Qw<-f-. 
Ur  , 

,  'tr         w^         0)' 

log  ,i-+-(i))  =  fo—  —  +  -- y  ^  .  . .: 

204 

donc,  multipliant  cette  séiie  par  i  -^  oj,  on  auia 

',  f.l'  Cl)'  ijl*  f.)' 

I  I  -4-  &)  )  log  (  1  +  M  )  :=  f.J  H ç  -^  -—?  —  -P—F  +  •  •  •  , 

2  2.3         3.4         -1-5 
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(lune,  suhsliliiaiil  fi'tlc  valeur  cl  iiiiillipliaiil  un  croix,  il  viendra 


>.  (_  i  +  JfL_  J!!,  +...Vn-M(»  +  Nr.r-f-Pw'-4-...; 


1  w  by 

2  2.3  3.4 


=  (  1  -(-  —  —  :^^  H-  5-^  — . . .    (M  +  2N6)  +  3Pw'  -(-...). 


w  or  &)■■ 

2         a . 3        3.4 


c'cst-à-dirc 


- + ^  '  -  T  -^  173  )  "  ^  H""  ^  "  ^  ~  M  ;  '" 

P         N         M 

2        2.3 


M  I     \      , 


=  M-t-(2NH Jûj+(3Ph ^  I  6)' 


De  sorle  qu'en  comparant  les  termes  on  aura 


2 


3P  =  — 

4Q  =  - 


2  2.3 

>.+  2)N        (l-hi   M  l 


2  '         2.3  3.4 

g  +  3   P        ;,  /.  +  2  ;  N  _  i  ?>  -i-  i  :■  M  >. 

2  2.3  3.4  4-5 


Connaissant  de  cette  manière  les  coefficients  numériques  M,  N,  P,...,  on 

aura  donc 

[log(i-f- Af<  f  =  A'■u  +  M^''+'u  +  fi^''^+'n-h..  ., 

ce  qu'il  faudra  substituer  dans  l'équation  ci-dessus. 

13.  Soit,  comme  dans  le  n"  11,  a  une  fonction  de  x  seul  :  alors  l'équa- 
tion dont  il  s'a£çit  deviendra 


(g?)'^=[log(.-A«)]S 


m.  5s 
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savoir 

4^  >  =  A^  u  -  M  A—  «  ^  N  A^-=  H-^P  A'-'  u-i-..., 

co  qui  donne  le  moyen  de  trouver  la  valeur  de  la  différentielle  d'un  ordre 
quelconque  de  la  fonction  u  à  l'aide  des  différences  finies  de  la  même 
fonction. 

Or,  si  dans  la  même  formule  on  fait  >.  néiiratif,  c'est-à-dire  si  l'on  v 
met  —À  à  la  place  de  À,  on  aura,  en  changeant  les  différences  en 
sommes, 

j  udx       „v  ■^■-.-1  v»'-'  v"»--' 

— ï7 — =2<"    "2-  "~''Zi   "-'^z-  «^•■•-    ■ 

où  les  coefficient-;  v.,  v,  ^,...  >eront  détermines  par  les  formules  sui- 
vantes 

/. 

a  ^  -1 

•y 

'l.~\J.  \ 

2.3 

î    T     .i 

3c7r 

^■/■"-  2  2.3 


o 

/. 

—  2     V 

2 

'  /. 

-3   ro 

A  —   I 

a 

2.3 

À  —   2 

> 

A 

3.4' 

À  —  I  i  u. 

?. 

3.4 

4.5 

Si  l'on  fait  /,  =^r,  on  aura  donc 
\udx 

' — ;: —  =r  7  »  —  ij.n  -i-  >A«  -^  m\'ii  ■+-  '/,^^ii  -!-..., 

formule  qui  peut  servir  ii  calculei'  les  aires  des  courbes  par  les  .sommes 
et  les  différences  des  coordonnées  équidistantes.  Cotes,  Stirling  et  d'au- 
tres ont  déjà  donné  des  formules  pour  calculer  l'aire  d'une  courbe  dont 
on  connaît  un  certain  nombre  de  coordonnées  équidistantes;  mais  la  for- 
mule précédente  est  différente  de  celles  de  ces  Auteurs,  et  me  parait  pré- 
férable en  ce  qu'on  y  emploie  les  différences  successives  des  coordon- 
nées, lesquelles  vont  ordinairement  en  diminuant,  et  surtout  en  ce  (ju'ou 
y  voit  aisément  la  loi  des  termes,  de  manière  qu'on  peut  continuer  la 
série  aussi  loin  qu'on  veut. 
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l'our  donner  un  l'xrniplc  de  l'usage  de  cette  formule,  soit  proposé  de 
Ininver  l'intégrale  de   —■,    (|u'on  sait  d'ailleurs  être  égale  à  loga;;  on 


aura  donc  dans  ce  cas  «=  — î  et  Taisant,  pour  plus  de  simplicité,  El, 
on  aura 

lOgX  =y  -  +  ^  -i-  V  A  -"    -t-  TTT  A'  -  -4-  ■/  A'  —  -(- 

Or  puisque  ;  —  i ,  on  aura 


a  —  2 


A-L=       ' 


.1-        X  -i-  i        X  o;  i  X  H-  I  j  ■ 

I  I 


A=-=       ,  _ 

X  (X  -h  l  I  \X  -\-  -2)  X  [X  -h  l)  X  ,X  -i-  l)\  X  +  2  l 

.1  -i.  2  2.3 

A»  —  = 


X        ,  X -i- 1  ■)  (ar -(- 2)  (a:  +  3  ■)        x[x  ^\)(x -^f:  x[x +  \)\x -^i^  x -\-'6) 

et,  en  général, 


^•L=±  '-^---^ 


.r  X  (  X  -f-  I  j  ^  .r  +  2  ) .  .  .  I  .r  -(-  / 1 


le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  À  est  pair,  et  l'inférieur  pour  le 
cas  où  X  est  impair. 

Donc,  substituant  ces  valeurs,  on  aura 


1  III 


X  —  I  X  —  2  X  —  3 

a  V  2  nj  2.3.-, 


X  X^^X+l]  X[X+l]\X  -^-î.)  X(X'-4-l)(x +  2)(x-!- 3 

De  même,  si  l'on  met  x  —  n  à  la  place  de  x,  n  étant  un  nomlire  entier 
quelconque,  on  aura 

I  I  I 


log(a:  —  «    == 


X  —  «  —  I        X  —  n  —  2       X  —  n  —  3 

u  1/ 


X  —  n        [X — ni{x  —  n -(- i) 

lis 

\x  —  n){x  —  n  +  i,   x  —  n  +  2  )       '  '  '  ' 

58. 
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par  coiisfMiiit^iU,  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  on  aura 


1  ^ 

log 


X  —  Il       X  —  I        X  —  1        X  —  3 


+  u  (  1  -   -^   -  V  [— ^ '- 1 

\^        X  —  ni          \_x   X -^  i ,        yx — n   -x  —  «-Hi)J 
-^  ■y.m    ' ^ 

\^X    X  -h  l     ■  X  -¥-  1  \X  —  11]     X  —  «  H-  I     \  X  —  «  -f-  2    J 

_^  3 .  r ^ I 1 

\^x  x-\-i    x-^i    x-\-i>        ix — n)x — «  +  i    X  — 11  +  1    X  —  n -I- 3  J 
Si  l'on  fait  «  =  1,  on  aura 

X  I  IJ.  1-J 

los 


X  —  I  \X  —  IX  [X  —  l',X  {X  +  \) 

2.3.KF 


\X  —  \]  X  ■  X  +  i)(x  +  1\ 


(III  bien,  en  mettant  a;  à  la  place  de  a;  —  i,  et  par  conséquent  a- -1- i  à  la 
place  de  x. 


loa 


x  I         X  X    X  +  l  X  •  x  -\-  l.  '  X  -\-  1) 

2 . 3 .  m  2  .  3 . 4  •  / 


X  [x -\-l','x -lrl]\X -^-'i)  X  .X -\-\){x -i-liiX -^-'iiiX -\- ^)         '"' 

c'i'st-à-dire 

log  (l-h  — \  =  -^      I '- 1 i ^ ^ ^  .    , 

"'— (-f)(-i)(-fr'l 

14.  Nous  avons  vu  que  toute  fonction  u  de  plusieurs  variables  x,  y, 
z,...  devient  m-î-Am  lorsque  ces  variables  deviennent  x-^z,  v -!-'}, 
z-^'t,. . . ,  où  l'accroissement  Am  est  déterminé  par  la  formule 

du  ,       du  du  y 
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De  même,  si  l'on  suppose  (jiK!  les  v;irial)l(!S  a;,  j,  z,...  (levicniicnt  .r +-;'. 
j  -h  ^y,  s  +  Ç', . . . ,  ^',  <Y,  'Ç', . . .  élanl  (les  qnantilés  ililTércsnles  de  2,  'L, 

Ç I  qu'on  désigne  par  A'w  raccroissement  correspondanl  de  ^/.  on 

aura 

Ah  =  e''-^       ''^      ''=         —  I. 
Or  la  preniicre  é(jualion  donne,  eoninie  on  l'a  déjii  vu  plus  haul. 

.  du  ^       du  ,       du  ., 

et  comme  les  quantités  Ç,  <h,  Ç,...  sont  indépendantes  lt(s  unes  des  autres, 
il  est  clair  qu'en  supposant  d'ahord  '|  =  o,  Ç  =  o, . . . ,  on  aura 

du  V      ,  .     , 

-^^  =  logi. +  A«), 

OÙ  A«  désigne  l'accroissement  de?/ qui  a  lieu  tandis  que  a;  seul  croit  de  |; 
de  sorte  qu'en  désignant  cet  accroissement  partiel  de  u  par  A^w,  on  aura 

du log  I  -t-  Aç  M  ) 


dx  l 

De  même,  si  l'on  désigne  par  A,i,«,  \u,...  les  accroissements  partiels 
de  u  qui  ont  lieu  lorsque  y,  z,...  deviennent  chacun  à  part  r-(-'i>, 
s  +  ^, .  . . ,  on  aura 

(/m  _  log(n- A^,")       du  _  log(i  +  A;m) 
Hj~  4>  ''     dz~  Ç 

Ainsi  l'on  aura 


du  .,,       du   , ,       du 

ds^-^Th-^^dz 


^       \r,r,   I    ■    J_     A.    .,\    _l_     y_ 


;" 


=  y  log  (  1  +  A;  M  )  +  i-  log  (  I  -!-  Ai  M  )  +  Y  log  l  I  -I-  A;  «  )  +  .  .  . 

L  -     i  ^ 

=:  log  (  H-  A;  J<)5  { 1  +  A,j,  /<)+  (  I  -I-  Aç  M  )^  .... 


i()2  NOUVELLE   ESPÈCE    DE   CALCUL   RELATIF 

Doni 

////  ,       iln  ,,      du  y,  V  'i'  •: 

Kl  |iar  consétiiieiit 

A'  it  ^  {!  -r  Al  «  t'   I  —  Ai  H  '  (  i  -t-  A;  f<  '  . . .  —  1 , 

i^qualidii  pal'  la(|iiflk'  on  puuria  dt'tfiiiiiiR'i'  la  valeur  roiiipli'tc  di-  la  dii- 
tV'ifucc  A  II  (le  la  foiu'tiun  u  lorsque  les  variables  x,y,  z,...  y  eroissenl 
en  même  temps  île  c  .  V,  'Ç  — ,  au  moyen  des  différences  partielles  Atu. 
A.ii/....  de  la  même  fonction,  lesquelles  résultent  lorsque  les  variables  a?, 
V,  ; croissent  séparément  des  quantités  |,  ■!<,  » 

Pour  pouvoir  faire  usage  de  cette  équation  il  faudra  développer  les 
puissances  de  i  —  A-,u.  i  —  A.^w —  et  le  produit  de  ces  puissances,  sui- 
vant les  puissances  de  Au,  ensuite  ou  apj)liquera  à  la  caractéristic|ue  A 
l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  la  (juantité  Au  se  trouvera  élevée, 
cl  l'on  multipliera  ensemble  les  quantités  qui  se  trouveront  au-dessous  de 
la  lettre  A:  ainsi  par  exemple  fA;Mj- donnera  A?,u,  ce  qui  indiquera  la 
ilifférence  seconde  de  ii  prise  en  faisant  varier  x  seul  successivement 
de  |:  mais  A://  A.iti  donnera  Aru,  ce  qui  indiquera  de  même  la  diffé- 
rence seconde  de  u.  mais  prise  en  faisant  varier  d'abord  a-  de  s,  et  en- 
suite r  de  'i-,  et  ainsi  des  autres.  La  raison  de  cette  opération  est  facile  à 
apercevoir  par  la  nature  de  notre  calcul. 

On  pourra  aussi  tirer  de  la  la  valeur  de  la  ditférence  d'un  degré  quel- 
con(|ue,  et  pour  (  ela  il  n'y  auia  (ju'a  élever  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion à  une  puissance  dont  l'exposant  soit  le  même  (|ue  celui  du  degré  de 
la  différence:  de  cette  manière  on  aura,  en  général, 

r  E;  ^  £  -i\ 

A''U(  =  [  I  ~  Am'-   j  ^Aiii  ^i  ^A-ii'  ...-i]  , 

et,  cbangeant  À  on  —  >.,  (ui  aui'a  aussi 


r        5:         ï        ï      f 

L    i    -i-  Ar  «    =      I  -t-  Ai  H    ■'     1  -h  A'^U^  .  .  .  I  J 
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(III  il  faudra  développer  le  second  iiiciiiltrc  de  la  manil'ir  (|uc  nous  l'avons 
dil  ci-dessiis. 

15.  Les  l'ornuilos  précédentes  renferment  la  théorie  des  iiilcriidlalions 
prise  dans  toute  la  généralité  possible;  par  exemple,  supposons  d"al)(jrd 
(|iie  l'cui  ail  une  fonction  u  de  ,r  seul,  (huil  mi  connaisse  les  différentes 
valeurs  lorsque  x  devient  successivement  x  -}-'E,  x-\-  -2^,  x -{-'5%,...,  et 
qu'on  demande  la  valeur  de  la  même  fonction  lors(|iie  r  devient  x  -\-  |', 
£'  étant  une  (juantité  (|uelcon(|ue.  On  aura  donc  (l;ins  ce  cas  'J/  =  (), 
Ç  =  o,...,  et  par  consé(|ueut 

A'a  =:  (I  +  A:h)=  —  I. 

Or  la  puissance  (i+A$mj'  étant  développée  suivaiil  la  melliodc  ordi- 
naire donne 

Donc,  changeant  (Açm)-  en  \-r..u,    A^i^/''  en  Afjt/  et  ainsi  de  suite,  on 
aura 


A'«: 


l'i'  2.3.^' 


c'est  l'accroissement  que  doit  prendre  la  fonction  u  lorscpie  x  devient 
égal  à  a:  T~  |';  de  sorte  que  la  valeur  de  la  fonction  u  répondante  ;i  .r  ~t-  |' 
sera  exprimée  par  la  séiie 

?'  ?'(?'—  l)  ''  ■-"-    -     ■-"—  ->?i 

ç  a  4"  "  2.o.>' 

Ainsi,  si  l'on  a  une  série  dont  les  termes  successifs  soient  exprimés  par 
une  même  fonction  de  x,  x-\-'î.,  x-^-ic,  x+yi,...,  la  formule  précé- 
dente donnera  la  valeur  d'un  terme  (]uelconque  intermédiaire  repondant 
à  a;  -h  ç',  en  prenant  pour  u  le  terme  répondant  à  a-,  pour  \.u  la  diffé- 
rence entre  les  deux  termes  répondants  à  j;  -i-  :  et  a%  pour  \?..u  la  diffé- 
rence seconde  entre  les  trois  termes  répondants  à  .r  -+-  aS,  x  -h  i,  x,  et 
ainsi  de  suite. 
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1(>   Supposons  maiiilcnaiil  que  «  soit  une  l'onction  de  deux  variables  >r 
et  V.  on  aura  dans  ce  cas,  eu  faisant  'Ç'  =  o,..., 

A'U  =:  (l  -)-  àiuf  (l  'h  Aill)'^  —  I. 

La  (juantile  (i  +  A^Wy'  donne  comme  ci-dessus  la  série 

£  aç'  ~  2.3.i:' 

et  (le  même  la  quantité  fi  -^  Xiuf-  donnera  la  série 

.  _.  ^  A.,.  +  ^1S:Ijz±  a;,«  h-  JM'j^'-li':;!^'-^  a?,«  +. . . . 

•^         ■  T.']/-'  '  2.3.1];'  ^ 

Donc,  muilipliant  une  série  par  l'autre  et  ayant  égard  aux  remar(|ues 
faites  vers  la  fin  du  n"  13,  on  aura 

I  -)-  ^  A-  z*  -T-  -f-  Ai  u 

£        -  d,         • 

2.3.P                      '                        2£-           ']>        -  ^ 
T  A:=:"  H „    a    .1,3 A4,  M 


i<y         'i      '"'  2. 3. 4'' 


Donc 


c  0 

A'</  ^  -T^  Ar  ;<  -I-  -T-  A.;  u 


^  -= — '  V,        A:";  u  —  Vr-  Ar.  ?<  —  - —     ,  ,         A:.  Il 

T.-  ~  t'^         '■  2  y-  ' 

2 . 3 .  ï'  '  2 1'         1];       "  ' 

^j;'i^'-|i    r  4;'.>f-.l;)(f -2tj;; 

2(1/-  £        '  2.  J.t]/'  " 

î 

c'est  l'accroissement  ([ue  doit  prendre  la  fonction  u  lorsque.»  **'/ V  *'*'" 
viennent  à  la  fois  a'-+-  |',  j'  +  d;'. 
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(lolto  l'onniilc  servira,  comin»'  on  voit,  pour  riiitci|)()l;ilioM  des  Tahlcs 
à  <loiil)lc  cnlrcc;  ol  elle  s'accorde  avec  celle  ()ue  M.  I.aiiiheil  a  (loniicu 
pour  le  même  ohjel  dans  la  troisième  Partit!  de  ses  Jievtrœge  etc. 

On  pourra  déduire  avec  la  même  facilité,  de  notre  équation  liénérale. 
les  formules  pour  l'interpolation  des  Tables  ii  triple,  (|ua(lruj)le,  etc., 
cnlree;  c'est  sur  cpioi  il  ne  nous  pai'ait  pas  nécessaire  de  nous  clcndre 
davantage. 

17.  Nous  allons  donner  maintenant  une  uu-lliode  facile  et  générale  de 
liduver  ininiédiatement  les  diirérences  d'un  ordre  (iuelcont|iie  (riiiic 
fonction  (|uelcon(|ue  de  plusieurs  variables,  sans  passer'  par  les  dillé- 
rences  des  ordres  inférieurs.  Pour  cela  on  considérera  (|ue,  puistpie  A» 
désigne,  en  général,  la  différence  premièic  de  u.  A-//  la  ditférence  pre- 
mière de  A«  ou  la  diirérence  seconde  de  ii.  et  ainsi  de  suite,  les  valeurs 
successives  de  u  seront 

H, 

u  -h  Au, 

u  -+■  7.  A  II  -+-  A-«, 

u  -h  3Aii  +  'SA'ti  -^  A'«, 


et.  en  gênerai. 

,  m   m  —  r   ,  mm  —  1 1  (  /n  —  2     . 

u  -+-  m  Au  H Au  H ~ A^u  +  .  . .  . 

2  2 .  j 

De  même,  en  désTl^nanl  par  Ace,  A'- a- A  v.  A- y,....  Ar-,  A*:: les 

différences  premières,  secondes,  etc.,  des  varial)les  .r,  y.  :■,...,  on  aura 
|)onr  les  valeurs  successives  de  x, 

X  -+-  Ax. 

X  -i-  jAx  -+-  A'x, 

X  -i-  3Ax  -h  iA-x  -+-  A^x, 


m   m  —  I  )   ,  „          mm  —  i   (m  —  2  j  . 
X  -H  mAx  H A-x  -\ ;^ A=.»-  -I-  .  .  . , 

2  2.3 

et  ainsi  de  suite  pour  les  valeurs  successives  de  y.  ; 
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Donc,  en  ifcnéral,  si  u  est  une  tondion  (|iiele()n(iue  de  x,  y,  z... 
esl  ehiir  (jne.  tandis  (|ne  ii  devient 

m  {ni  —  I  )  .            m( m  —  i]  < m  —  2     . 
Il  -f-  /?;  A  «  H A-Il  -i-  —    —^ A^  «<+... , 

2  2.3 

.r,  V,  ;,...  deviendront 


,           m  [m  —  i )  ,            in( m  —  i )  ' m  —  2 j  . 
r  -+-  niA.r  •) à-x-\ '  à^x 


m  .  ni  —  \\  . 
)■-*-  '"A  )■  ^ \'y  + 


niyni  —  i)  .  ,  .......       .   >...       -,   ., 

s  —  ///As  H A-2  -(- r a^z 

2  1.5 


2.3 

m  !  /?/  —  I  )  { ///  - 

-  2  1 

2.3 

m  \m  —  I  )  (  ///  - 

—  2  1 

A'r 


D'oii  il  s'iMisiiil   (|u"en  desii^iKint  par  Ci{x,y,  z, 
soite  (|ue 


la   valeur  île  //.  en 


on  aura  aussi 


u  —o(x,  y;  z,. . .), 


m  I  ni  —  I ,  , 
u  +  m  au  -\ A'  «  +  . .  . 


in    III  ~  I) 
=  o  kr  -)-  m Ar  -A a-x  -+- . 


.           m    m  —  I  )  , 
y  +  niAr  H A'r 


ni  I  ni  —  1} 
z-hniAz  -T A'  s  —  . 


e(|iiali(»n  (|ui  devra  avoir  lieu.  (|uel  (|ue  soit  le  noniliri'  m;  de  xiite 
(jn'aiiri's  le  développement  des  termes  il  n'v  aura  (|u'à  comparer  ceux 
ipii  seront  all'eetés  d'une  même  puissance  de  m,  et  l'on  aura  autant 
d'équations  (ju'il  en  faudra  |>()Ui'  déterminer  les  valeurs  de  chacune  des 
dilIV'rences  Su.  X-  u 

IH.  Supposiuis  qne  les  dillerences  deviennent  iniiuimeiil  petites  cl 
(|u'en  même  temps  le  nombre  m  devienne  intiniment  j;rand.  lUi  aura 
dans  cette  livpotlii'se 


A    I.  \    un  FÉKENTIATION    ET    \    l/INTÉGH ATION.  Wl 

(Idiic,  cliiiiigcMiil  lii  ciiiacléristique  A  en  (/,  on  aura  rcciiialiuii 


Il  -'<-  ni  (lu  + 

9. 

=  tp  i.T-+-  m  (Ix  J- 
y  -+■  m  dy  H- 
z  -\-  m  dz 


9. .  3 

ni^d''x        in^  d^  X 


a  2.3 

m^d'r       m' d'Y 

i. 1 ^ 

•>.  2.3 

ni'd-z        m'd'z 


2  2.3 


Ainsi,  si  l'on  développe  la  l'onction  ^f-.)  suivani  les  [xiissances  de  m, 
en  sorte  qu'il  en  ré.sulte  une  séi'ie  de  eette  l'orme 

l*  +  /«  Q  +  ni=  1{  +  w^  S  -t- . . . , 

un  aura 

„        ,         ^       d'u  d^u 

Il  =  P,      du  =  Q, =  U,     — -  =  S, 

2  -^ .  3 

Par  où  l'on  voit  comment  on  peut  trouver  sur-le-clianip  toutes  les  dill'é- 
rentielles  de  ii;  c'est  ce  que  nous  allons  éclaii'cir  par  (|uel(|ues  lixeniples. 

19.   Supposons  que  u  soit  une  l'onction  de  .r  seul,  et  (|ue  da  soit  sup- 
posé constant,  on  aura  donc  dans  ce  cas  l'équation  u=^(p  [Xj  et 

,          ni' d'il        m' d'il  , 

Il  ■+-  m  du  H 1 = —  -h  .  .  .=:  o{x  -h  m  dx  ; , 

2  2.3 

de  sorte  qu'il  ne  s'attira  que  de  développer  la  quantité  çi  [x  -+-  mdx)  sui- 
vant les  puissances  de  m. 
Soit,  par  exemple, 

on  aura 

9  (  a;  +  m dx )  =  i  «  -h  hx  ^-  mh  dx  Y 

^  i  a  H-  hx  '  -(-  m  rb  a  -+-  bxY^'dx  -4-  m' i  a  -h  bxY-'dx^ 


r\r  —  I  i  !  /•  —  2  )  i'  ,  , 

m' ^— ;r {a  -\-  bx  f-^dx^  +  .  .  .  : 

2.3 
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iIdiic.  ((inipîinuit  les  termes  affectés  des  iiiènies  puissances  de  m. 

«  :=   a  ~  bx  ', 
du  :=  rli   a  -+-  hx  "^  'dx, 
il-u  ^  ;•   r  —  I    6-  a  -1-  hx  '~"-(lx-. 


el,  en  geiK'ial, 

d' Il  ^  r   r—  i     r—  ?   ...   ;•  —  /  ^  i   //'    «  -^  hx  '   '  dx' . 

On  remar(|Uera  ici,  et  la  même  remarque  aura  toujours  lieu  dans  les  cas 
seml)la])les,  que  puisque  l'on  a  l'expression  générale  de  la  différentielle 
de  l'ordre  À,  on  pourra,  en  faisant),  négatif,  avoir  celle  de  l'inteiiraie  du 
Miénie  orilic  ). :  ainsi  l'on  aura 


,/"■« 


a  -r  bx  '^'■ 

r=  /■   /•  —  I     ;•  —  2   ...   V  —  I  —  \    .  -—j—. : 

h'-dx' 


or  comme  les  facteurs  r,  r —  i,  /• —  2,...  vont  en  diminuant,  et  (|ue  le 
dernier  doit  être  r  —  ).  -1-  i  qui  est  au  contraire  plus  grand  que  r.  cela 
indicjue  qu'il  faut  continuer  la  série  de  ces  facteurs  du  coté  opposé,  en 
employant  les  divisions  au  lieu  des  multiplications,  de  cette  manière 


r  -(-  A 


on  aiua  donc  en  multipliant  par  d.r' 

a  -~  hx .' 


Ju  dx'  =  ; 


r  H-  -2     r  -!-  3  ...  r-^1  b'"-^ 
ce  (|ui  s'accorde  avec  ce  «jue  l'on  sait  d'ailleurs. 

20.  Dans  le  cas  de  l'Exemple  précédent,  il  aurait  été  facile  de  trouver 
la  valeur  générale  de  d' a  par  la  méthode  ordinaire  des  ilifférenti.ations. 
mais  il  n'en  serait  pas  de  même  si  la  fonction  z,  ^x ,  était  tant  soit  peu 
plus  compli(juée. 


\    I.  \    DIIFEKENTIATION    ET   A   L'INTEGRATION.  V6!» 

Supposons  en  effet 

(s{x)^=  {a  -¥-  bx  -h  ex'  ■'  =  M, 

on  verra  aisément  que  les  différentielles  de  o[x)  seront  exprimées  par 
des  séries  dont  il  ne  sera  pas  aisé  de  trouver  la  loi,  pour  avoir  l'expres- 
sion de  d'o[x);  suivant  notre  méthode  il  n'y  aura  (|u';i  mettre  x  -\-  mdx 
à  la  place  de  x,  ce  qui  rendra  a  +  hx  -^  cx"^  égal  à 

a  -r-  bx  -\-  ex'  -h  m   h  -h  2  ex  ,  dx  +  m'c  dx'  ; 

de  sol'te  que  la  difficulté  ne  consistera  qu'à  réduire  l'expression 

[a  ■+-  bx  ■+-  ex-  ■+-  m    b  -4-  icx   dx  -+-  ni-edx'Y 

eu  une  série  qui  procède  suivant  les  puissances  de  m. 
Faisons  pour  plus  de  simplicité 


bj 


a  -+-  bx  -+-  ex-  =^  p, 
b  -h  f.cx . 


en  sorte  ([uc  la  (juanlité  proposée  devienne 

p  -(-  mqdx  -^  m-cdx-f. 
.le  la  développe  d'abord  aiîisi 


/•   ;•  —  I 


\p-^-  mqdx  '"H-  r  p  -+-  mqdx  '-'em-dx-  -•, p  -+-  mq  dx ''-■  c' m' dx' 

r{  r  —  I  i  (  /•  —  2  ) 


2.3 


p  -h  mqdx  S-^e^m^dx'' 


et  il  ne  s'agira  plus  que  de  développer  de  même  les  différentes  puissances 
de/?  -+-  qmdx. 

Supposons  qu'on  veuille  avoir,  en  général,  le  terme  qui  sera  allécte  de 
la  puissance  /??',  il  est  clair  que  si  l'on  dénote  par  \m'  dx'  le  terme 
aliécté  de  m'  dans  la  puissance  p  -h  mqdx  ^ ,  par  Bto'~- r/.r'~-  le  terme 
affecté  (le  m'~'-  dans  la  puissance  i  p  -\-  mq  dxY~\  par  Cm'~^  dx'~'  le 
terme  affecté  de  /n'~'  dans  la  puissance  (/>  -i-  mqdx  f--,  et  ainsi  de  suite, 
il  est  clair,  dis-jc,  que  le  terme  affecté  de  m'  dans  la  série  précédente  sera 
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it.'|Ji'es('iitt'  par 


„          r  r—i]               r' r—i){r—  2 
A  -j-  ;-cc Ce'- 


2.3 

or  le  tcimc  ad'ecté  de  m'  dans  la  série 

,         ni-(l-u 
u  -i-  m  du  -. 

2 

t'sl  evidiMiiiut'iit 


Dc^-r^...! 


m*  d.r'  : 


m*  d'-  u 

1.2.3...// 

linsi,  comparant  ces  deux  ternies,  on  aura 
«/'^  «  =  I  .  2  . 3    . .  / 


s,^  rbc-h  — — '^Cc^ 


.^dx', 


ou  u  =p^. 

-Mais  il  est  facile  de  \oii'  inie  l'on  aura 


r  r  —  i) .  r  —  2  , .  .  .   r  —  /  -^  i 
A  = ;^ , p'-'<J', 


1.2.3.../ 

(r  —  I   ( /■  —  2     /■  —  3 ; .  .  .    /•  —  À  -)-  2 

1.2.3.  ..!1~2) 

, \r  —  2  )  (  /•  —  3  ;    /■  —  4  '  •  •  •  ' T  —  ^'  -T-  3      ,_i_,   ■,_, 


D 


1.2.3.../,  —  4 

3     /•  —  4  ]   '•  —  5  . . .  r  —  >, 
1.2. 3..  .(X  — 6 


pr-.^.q^ 


—  3yl*.  — 6 


^.    ^g 


Donc,  substituant  ces  valeurs,  et  faisant  attention  que 

(  r  —  I  )  (  r  —  2  ) . .  .  f  /•  —  >.  -+-  2  i 
I  .2.  .  .(/—  2) 

r  (  ;•  —  I  )  (  r  —  2  ',...(  r  —  /  -(-  i         À  (  À  —  i  ) 


1.2.3    ..X 

(r— 2){r— 3) r—  /  +  3 


r   r  —  /  -f-  I  ) 


1.2:3. .../-4) 

r\r—i]r—7...  .{r—l  +  i^  X(X— i)  (>.  —  2)  (1^  —  3, 


1.2.3. ..X 


r{r —  i)(r— X-t-ij(r— Xh-2) 
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et  ainsi  de  siiilc.  mi  ;iiir;i 

d' p'  =  r(/ —  i)(  /■—  ?.). .  .(/•—  \  +  \ ) p'^''^ q'^ dx^ 

l{l—t)   cp        ^(X  — i)(X— 2)(X— 3)    c'p' 


X 


I      /•—>.  + 1 


q"        2  (  ;•  —  ?i  +  I  )  (  r  —  7  +  2  I    q' 


X(A-i)...(X  — 5) 


cy 


ou 


p  =z  a  +  bx  +  ex'', 
g  :=  6  +  2  ex. 

De  là  on  |)cul,  en  changeant),  en  —  À,  tirer  la  valeur  de  /   p'  dx' ,  el  l'on 
li'ouveia.  d'après  ce  (jui  a  été  remarqué  dans  le  numéro  |)réeédeul. 

„r-lrt. 


I    p'dx^ 


r  -In  \]  [r  +  i) .  .  .[  r  -^  1)  q*- 

À  :  >.  H-  I  )    cp      ■  A  (  ^  -n  )  (  >i  H-  2  )  (  X  -I-  3  )  c'p^ 


X 


>; 


3  (  /•  -I-  X  H-  I  )  [  r  +  ).  -H  2 1     g* 


À  i  À  -4-  I  ) .  .  .  i  X  +  5  i 


~^  2.3.(r  +  ?.-t-i:(/-  +  X-i-  2)(/--i-X-t-  3)  ~ç^ 
Ainsi,  faisant  À  =  i,  on  aura 

icp  3.4.  C^p^ 


\p'dx=i~^- iH 

j^  '•-1-1)9  L        :/■-+- 2) 9=       : /■-!- 2)(r+ 3)ç' 

V-^ +      1, 


4 . 5 . 6 .  c^  p^ 


:/■-*-  2)(r+  3)  f) 

ce  qu'on  peut  aisément  vérifier  par  la  differentiation. 

Si  dans  l'expression  précédente  on  fait  2c  =  k,  on  aura  plus  simple 
ment 


i  p'dx 


1,1 


I 


.'i.h'p' 


r  +  \)q        ,  r -h  1 : 1  r -\-  2) q''         r -h  i){r -r-  1)  \r -h  S)q^ 
1.3. 5. /,  =  »'■+» 

_1_      I _L 


(  r  -t-  I  )  i  /•  +  2  ;  (  ;•  +  3  ;  ;  /•  -H-  4  ;  9'       "  " 


et  l'on  reconnaîtra  facilement  la  vérité  de  cette  formule  eu  remar(|uai)i 
(jue  dp  =  qdr  et  dq  =  kda\ 
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21.  Oii  peut  cucuic  trouver  une  autre  expression  île  r/'//,  l;i(iuelle 
reviendr;!  au  même  pour  le  fond,  mais  ((ui  pourra  être  rei^ardée  ((mime 
plus  sim|)le  pour  la  foi'ine. 

l'dur  cela  je  reprends  la  (|uautité 

p  +  mqdx  H-  m'-cflx^  i', 

dout  il  s'ai;it  de  trouver  le  terme  alTeeîe  de  rn' .  et  je  fais  pour  un  moiueiil 
(/.)  :=  ipdt;  elle  deviendra 

p''[  I  -'-  ■?.  niq  <lt  -r  4  '"■  pcJt-  '; 

je  considi're  maintenant  (|ue 

4  pc  —  7"  =  4  '■  '  ^'  "•'  ^'^  "•"  c-^'   —  '  ''  ^  ?.  cj:  )•  ^  4  "''  —  ''■  î 
d'fiii  il  s'eiisuil  (jue  si  l'on  fait,  pour  al)r(''g'er, 

4c«  —  II-  ==  /', 
lin  aina   !\pc  -h       (/',   ee  (jui  r(Mluira  l'expression  |)rece(lenle  a  celle-ci 

p'  [i-t-  mqdl  ■  -r-  m- /ni  t'y. 

(  II-  la  (juantite 

[!i  H-  mqdt ;■  -^  nr/idP]' 

se  (lévelo|)pe  d'alnji-d  en  cette  sf'rie 


/•   /•  — 


-^  inqJl  -' -\-  r\i  -\-  mqdt  -''^■hni-dt-  ^    i-\-  mqdl  ■'   '/rnri//- 

r   r  —  I      /■  —  ?. 


-+-  tnqdt  '"--'■  li^m'dt"  +  .  .  .  ; 


2.3 

ensmle,  devcloppanl  enc(jre  cluujue  puissance  de  i^nKjdl.  on  lroii\er; 
()ue  l(^  terme  affecte  de  m'  sera  représentt'  |)ar  la  st-rie 

iiir  —  I  !  i  2 (■  —  2 ) . .  . ( 2 r  —  \  ■ 


1.2.3. ..7 


m'-  q'  dt 

m'  q''  ^hdv 


I  .  2  . 3 . . .  (X  —  2 

/'  ;•  —  I      2  /•  —  4  ^    2  r  —  5  ; ...  I  2  r  —  >.  -i-  i  ;      .  ,     , 
-^ -, m'<i'   'li-dl' 

2  1.2.3.  .  .()i  — 4) 
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Ainsi  (■(■Ile  srric,  niiilli[>li('('  |»;ii'  //,  sera  ('gale  an  Icrmë 


i.a.3.../ 
dx 


(le  sdilc  (in'on  ania,  en  rcnicltanl  —  à  la  place  de  <// cl // ii  la  place  de  «, 
d"- fy  =z  ■}.  r  { 1  r  —  i )  (  0.  r  —  2 ) ,  .  .  (  a r  —  X  -I-  i )  1  -  j  yj'"'' dx'- 


X     I  H-  /• 


IÇk-i)     h        /■(/•  — 0       X(X  — i)(?i-a)(X— 3)       le 


7.r(9.r  —  1  )  ^^  a         2r{2r  —  i  )  :  a  /•  —  a  )  (  a  r  —  3  )  (/' 

/•i /■  — 1)(/'— a)      )ilX  — i).  .  .(?i— 5)      /i^ 


a. 3 


Si  dans  celle  ioininle  nn  l'ail 


cl     J) 


2r{-ir  —  I ) . . . ( a r 


x\ 


—  5    q'  J 


|iai'  c(nise(|nenl 

(/  :=:  I  ,        /*  =:  O,        t  ::=  — 


t,r,     h——^, 


on  ania 


(/^ 


I  .  2 .  3 .  .  .  / .  .r'  dx' 


)/t—X' 


X 


I   )i  i  /  —  I ,,         1 . 3  /.  (/.  —  1 ,1 1  ?^  —  2  )  ( }.  —  3) 
a     I  .  a .  .r-  2.4  i .  a .  3 . 4  •  *' 

1.3.5  1(1—1)..  .il  — 5  1 

a .  4 .  (j         I  .  a  ...  6 .  a;*  J 

C'est  la  formule  que  iM.  Knier  a  trouvée  |)ar  iiidueiion  dans  ses  Instiiii- 
tions  du  Calcul  différentiel. 

On  peut  aussi,  dans  la  l'orninlc  générale  ci-dessus,  Caire  /  négatil',  et 
l'on  aura  alors,  comme  dans  le'numéro  précédent. 


r 


Ifdx'  = 


I  (  2  r  H-  a  K  .  .  (  2  /•  +  }.  i    - 


X 


/.(yi  +  ii     h       i'[r  —  i)     X(X^-Ij()l-^ai(X-f-3)     h' 


■2r[j.r —  I  ;  (j' 
I    r  —  I      /■  —  a 


2.3 


m. 


a        a/'(2/- — Olar — 2)(2r — 3^  q' 

/,  i/.  -h  i)().  -I-  a).  .  .(X-f-5)        //■ 
■J.  )..  .\  ■?.!■—  5  !  q' 
60 


ar  {:>.!■  —  i;(  ar 
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Ainsi,  faisant  À  =  r ,  on  aura 

h  3/(= 


\  p'dx=  —^ 


i-t- 


■2r  —  1)  q'       {ir  —  i  )   2 r  —  3 )  ç* 

3.5./»' 

-f- 

[•>.r — i)(2/' — 3  I  :  2 /• — 5   ç' 


Au  reste,  ces  formules  pour  les  intégrations  sont  en  quelque  sorte  plus 
curieuses  (|u'utilt's,  parce  qu'elles  ont  toujours  l'inconvénient  d'aller  à 
l'intini,  même  quand  l'intégrale  peut  être  exprimée  d'une  manière  finie; 
mais  elles  n'en  sont  pas  moins  remarquables,  puisqu'elles  servent  à  mon- 
trer de  plus  en  plus  l'analogie  qu'il  y  a  entre  les  diffërentiations  el  les 


intégrations 


22.  Soit  à  présent  w  une  fonction  de  x  et  v,  el  supposons  par  exemple 
ti  =  JTV.  on  aura  donc    18; 


//  -+-  m  (/il  -+- 


iri'd^ 


'd^ii 


r  -+-  m  il.r  -t- 


2.3 

m-d-x       m'd^x 


2.3 


m' d'y       ni'd  }• 


2.3 


-...) 


■             ,               ,  /  xd-y        ,     .          rd''x\ 
=  xy  -h  m   xd}-  -h  ydx   -+-  m-  I  —  -:-  dxdy  -+- 

Ixd^y        dx  d-y         dyd'Kv         yd'x 

+  m'     ~  H ■ 1 ■ h  ■ 

\  1 .  2 .  3        I  X  1 . 2         I  X  I  ■  2         I .  ?..  3  ; 

Donc,  comparant  les  termes  affectés  des  mèmi>s  puissances  de  m.  on  aura 

Il  =   xy, 
du  =   xdy   -+-    }-dr, 
d-ii  ^=  X  d-y  -i-   zdxdy   -\-yd'x. 
(/' Il  =;  X  d'  y  ■+-  3 dx  d-  y  -+-  3 dy d-x  -+-  y  d'x. 


et,  en  général. 


</'  «  =  )•  d '  X  +  '/. dy  f/ '   '  .r 

>,   >.  —  I   :>.  — 2^ 
^  Ï3 


II- 


-  d-yd'^'^x 


d^yd^'-'x-h.. .; 
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(•'(•s(  l;i  soric  <|M('  Lcilinil/  a  (Idiiiicr  dans  le  loinc  cité  des  Miscellanea 
Berolinensia. 

Si  dans  cetlc  srric  on  l'ail  À  négatif,  c'est-à-dire  qu'on  y  mette  —  ).  à 
la  place  de  }.,  et  (|u'on  cliange  en  eonsé(]uence  les  différences  dont  l'ex- 
posant sera  négatif  en  intégrales  du  même  ordre,  on  aura 

I    u^yi    x—lc/yj       X -\ «Jl        ■^ 

or  si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis,  que  la  differenlielle  dx  soit  con- 
stante, on  aura 

r   _  jv^        Ç'    _       x^ 
J  2  dx       J  2.3.  dx- 

et,  en  général. 


/- 


2 . 3 . 4 .  •  •  (  i^  -I-  I  )  dx^  ' 


donc  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  et  la  multipliant 
toute  par  dx*,  elle  deviendra 

r^-    ,  .  ^^+'r  Ix^+'dr  l{l-hi)x'^+'d'r 

I      II  fl/c*   ^^ —  '"— H— " 

J  2.3.  ..(X-i-i)       2.3.  ..{l-h2)dx       2X2.3...(A+3;rfx= 

Si  dans  la  formule  ci-dessus  on  met  dx  à  la  place  de  x,  en  sorte  que 

u^^ydx,  il  faudra  mettre  j    dx^  j      ic  à  la  place  de  /    x,  et  ainsi  des 
autres,  et  l'on  aura 

I    y  dx  =  r  f       X  —  1  fir  I    x  H «^ r  \       x  — . . . , 

ou  bien,  en  substituant  les  valeurs  de  |      a:,   /   a:, . . . ,  et  multipliant 
toute  l'équation  par  dx'~\ 


/■• 


y  dx' 


X' y  Ix'-^'dy  ?.{>.  H-i;  x'+^d'y 


2.3.../.       2.3.  .  .{1-h  i)dx  2        2 . 3 . . . I  ?i  -I-  2 )  dx' 

6o. 
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Si  /==  [ .  1111  ;iui;i  (Idiic 

/'     ,  x''dy         x^d-y 

J  ■  ■  lax        2.3.  dx- 

c'est  la  série  que  M.  Jean  Bei'iioulii  a  dijimee  ilaiis  les  Actes  de  Leipsick 
«le  1694. 


SUR    LA 


FORME  DES  RACINES  IMAGINAIRES 


bES   ÉUUATlOiNS. 


SUK    LA 


FORME   DES   RACINES   IMAGINAIRES 

DES   ÉULIATIONS. 


[JSiiiivi'iiK.i    Mrnioircs  dr  /'  Inidrinic  royale  (lv\  Siit'iirrs  et  llrlli'^-Li'llre\ 
(il-  Purlin,  année  \--'i..\ 


Il  seiuljlf  (jue  les  Analystes  aii'iil  toujours  rei;ardc  ('oiiimt!  vraie  celte 
proposition,  que  toutes  les  racines  imaginaires  des  équations  peuvent  se 
réduire  à  la  tonne 

A  +  B  V  —  I , 

A  et  13  étant  des  quantités  réelles;  mais  ee  n'est  (|ue  dans  ces  derniers 
temps  qu'on  est  parvenu  à  la  démontrer  d'une  manière  rigoureuse  et 
générale. 

La  première  démonstration  (|u'(m  ait  donnée  de  ee  beau  Théorème  esl 
celle  ([ui  se  trouve  dans  les  Mémoires  de  cette  Académie  [xiur  l'nnnec 
1746,  et  qui  est  due  à  M.  d'Alembert.  Cette  démonstration  est  très-ingé- 
nieuse et  ne  laisse,  ce  me  semi)le,  rien  à  désirer  du  côté  de  l'exactitude; 
mais  elle  est  indirecte,  étant  tirée  de  la  considération  des  courbes  et  des 
suites  infinies,  et  elle  porte  naturellement  à  croire  qu'on  peut  arriver  au 
même  but  par  une  analyse  plus  simple,  fondée  uniquement  sur  la  théorie 
des  é(|ualions.  En  eiret,  comme  le  radical  imaginaire  y'—  i  peut  avoir  in- 
différemment le  signe  -h  ou  —  ,  il  est  clair  que  s'il  y  a  dans  une  équation 
(|uelconque  une  racine  qui  soit  représentée  par  A -t-  B  y/ — i,  il  devra  v 
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en  avoir  en  même  temps  une  autre  qui  le  soit  par  A  — B\  —  i:  ainsi 
rlnujiie  laririir  imaginaire  bl  (iiir  ,r  —  A  —  B  \  —  i  sera  toujours  accom- 
pagné (lu  facteur  correspondant  r  —  A  —  B  \  —  i .  en  sorte  que  le  produit 
de  ces  facteurs  sera 

qui  est  un  facteur  du  second  degi'e  tout  réel. 

D'où  il  suit  (|iu'  toute  é([iuition  pourra  se  dec(un[)oser  en  des  facteurs 
réels  du  premier  ou  du  second  degré.  Or  cette  proposition  parait  de  na- 
ture à  pouvoir  être  démontrée  par  les  seuls  principes  de  la  théorie  des 
é(juations,  et  il  est  clair-  qu'il  sullit  pour  cela  de  prouver  que  toute  équa- 
tion d'un  degré  plus  haut  que  le  second  peut  tiJuiour>>e  i)artageren  deux 
autres  équations  dont  les  coefficients  soient  des  quantités  réelles.  C'est 
rohji'i  (]uc  .M.  lùiler  s'est  propose  dans  les  savantes  l'echerches  (|u'il  a 
<lonnees,  dan>  les  Mémoires  de  i~^[),  sur  les  laciiies  imaginaires  des 
e(|uations.  Il  y  considère  séparément  le  cas  où  l'exposant  de  requatinu 
est  une  puissance  de  2.  et  celui  où  cet  exposant  est  une  puissance  de  2 
multipliée  par  un  nomhre  quelconque  impair;  et  dans  ce  dernier  cas  il 
trouve  ([ue  toute  équation  du  degré  2" m  /«étant  un  nomhre  impair, 
peut  être  divisée  par  une  équation  du  degré  2"  dont  le  coefficient  du 
second  ternu-  soit  déterminé  par  une  équation  d'un  degré  impair,  la- 
(juelle  aura  par  conséquent  toujours  une  racine  i-eelle.  De  là  M.  Euler 
conclut  d'aljord  que  les  coefficients  des  autres  termes  auront  aussi  des 
valeurs  reelli's,  parce  (ju'il  suppose  (ju'eu  éliminant  successivement  les 
puissances  de  ces  coefficients  plus  liauto  (|ui'  la  première,  à  l'aide  des 
différentes  équations  de  condition  qu'on  aura  entre  tous  les  coefficients, 
on  puisse  toujours  parvenir  a  déterminer  les  coefficients  dont  il  s'agit 
par  des  fonctions  rationnelles  de  celui  du  second  terme.  Cette  réduction 
parait  en  effet  Inujuurs  possihle  en  général;  il  se  trouve  néanmoins  des 
cas  particuliers  où  elle  ne  saurait  avoir  lieu,  et  dans  lesquels  par  consé- 
ijucut  la  dcuionstration  de  M.  Cuh-r  sera  iusullisanle:  mais  cette  ilemous- 
tration  est  surtout  iusutli^aute  a  leyard  du  lucmier  cas.  où  le  deitré  de 
lequaliou  priqHi-cc  esl  supposé  être  une  puissance  di'  2. 
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La  résolution  df  ce  cas  parait  d'ahord  beaucoup  plus  diificilo;  car  lors- 
qu'on clierclic  à  diviser  une  équation  du  degré  2"  par  une  autre  équation 
d'un  (lc^q>é  inférieur  ([uelconque,  on  parvient  toujours  à  des  équations 
de  degrés  pairs  pour  la  détermination  de  ses  coelRcients;  de  sorte  (|uc 
pour  pouvoir  s'assurer  que  l'un  de  ces  coefficients  sera  réel  il  faut  que 
l'équation  dont  il  dépend  ait  son  dernier  terme  négatif.  Quand  on  dé- 
compose une  éipiation  du  quatriènie  degré,  dont  le  second  terme  est  éva- 
noui, en  deux  autres  du  second  degré  suivant  la  méthode  de  Descaries,  on 
trouve  ([ue  les  coelFicicnts  des  seconds  termes  de  ces  diviseurs  sont  don- 
nés par  une  équation  du  sixième  degré,  dont  le  dernier  ternie  est  essen- 
tieiieiiiciil  né^iitif,  étant  éi^al  a  un  carré  affecté  du  siajne  — .  Celte  obser- 
vation  a  porté  .Al.  Euler  à  penser  (jue  la  même  chose  pourrait  avoir  lieu 
dans  toute  équation  dont  le  degré  sera  une  puissance  de  2,  et  où  le  .second 
terme  sera  pareillement  évanoui,  lors(]u'on  cherchera  à  la  décomposer  en 
deux  autres  d'un  degré  moindre  de  la  moitié.  M.  Euler  tâche  de  démon- 
trer, par  la  nature  même  des  racines  de  l'équation  qui  doit  servir  à  déter- 
miner les  coefficients  des  seconds  termes  de  ces  diviseurs,  (|ue  cette  équa- 
tion iiiira  toujours  pour  dernier  ternie  un  carré  avec  le  signe  négatif; 
mais  il  faut  avouer  que  son  raisonnement  est  peu  concluant,  ainsi  que 
M.  le  chevalier  de  Foncenex  l'a  déjà  remarcjué  dans  le  premier  volume 
des  Miscellanea  Taurinensia.  et  comme  nous  le  montrerons  encore  avec 
plus  de  détail  dans  ce  Mémoire. 

Cette  raison  a  même  engagé  l'habile  Géomètre  dont  nous  venons  de 
parler  à  prendre  un  autre  chemin  pour  parvenir  à  une  démonstration 
exacte  du  même  Théorème,  et  l'on  ne  saurait  disconvenir  que  celle  qu'il 
a  donnée  dans  le  volume  cité  n'ait  l'avantage  de  l'élégance  et  de  la  sim- 
plicité; mais,  d'un  autre  coté,  elle  est  aussi  sujette  à  quelques-unes  des 
difficultés  qui  ont  lieu  dans  celle  de  M.  Euler,  et  qui  viennent  de  ce 
qu'on  y  suppose  faussement  que  dès  que  l'un  des  coefficients  d'un  divi- 
seur d'une  équation  quelconque  est  réel,  tous  les  autres  doivent  l'être 
aussi. 

Il  parait  donc,  par  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  le  Théorème 
dont  il  s'agit  n'a  pas  encore  été  démontré  d'une  manière  aussi  directe  et 
111.  Gi 
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aussi  fii^oiii'ciisc  (|ii"()ii  poiirrail  le  désirer.  Comme  je  me  suis  depuis 
(|uel(|ue  temps  pai  lieulii'remeul  appliqué  a  perfecliouner  la  théorie  des 
«•(juaiioiis.  j'ai  cru  devoii' aussi  m'attachera  la  discussion  d'un  point  si 
iuiportant  de  celte  théorie  :  c'est  rohjet  que  je  me  suis  proposé  dans  ce 
Mémoire.  En  suppléant  à  ce  qui  maïKjue  à  la  démonstration  de  ^I.  Euler, 
je  lâcherai  de  l'aire  en  soi'te  (|u'il  ne  reste  plus  de  difficulté  ni  d'incerti- 
lude  sur  celte  matii're. 

I .  On  sait  (|iie  toute  équation  d'un  degré  impair  a  nécessairement  une 
racine  retdie  positive  si  son  dernier  terme  est  négatif,  ou  une  l'acine  réelle 
ricgalive  si  son  dernier  terme  est  positif,  el  de  plus  (pie  tonte  équation 
d'un  degré  pair  a  nécessairement  deux  racines  réelh^s,  l'une  positive  et 
l'autre  négative,  lorscjue  son  dernier  tei'me  est  négatif. 

Ces  Théori'ines  sont  si  connus,  que  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous 
arrêter  a  les  démonti'er;  il  est  vrai  que  la  démonstration  qu'on  en  donne 
ordinairement  est  peu  natur(dle,  étant  tirée  de  la  considération  des  lignes 
lourhes;  mais  nous  en  avons  donné  ailleurs  une  plus  directe,  déduite  des 
seuls  principes  de  la  composition  des  équations  [voyez  les  Méritoires  pour 
TaniKM'  I  ■jOy  (' )]. 

Hors  les  cas  précédents  on  n'a  point  encore  de  caractère  général  par 
le(|uel  ou  pui.s.se  recounaitre  à  priori  ^\  une  équation  a  des  racines  réelles 
ou  non.  Nous  imus  proposons  de  donner  dans  une  autre  occasion  nos  re- 
cherches sur  ce  point,  (ju'on  peut  regarder  comme  un  des  plus  impor- 
laiils  de  la  théorie  des  e(|uations. 

•1.  C.ela  pose,  il  est  d'ahord  clair  que  toute  éiiuation  d'un  degré  im|)air 
Icllc  ({lie 

.y2'»-M  _._  Ax™  -I-  Mx-"'-'  —  Cx^'--  -)-...—  K  =  o 

pourra  s'ahaisser  à  un  degré  moindre  d'une  unité,  c'est-à-dire  an  degré 
pair  iiiimediatcment  inférieur. 

Car,  comme  on  est  assuré  (|ue  cette  équation  doit  avoir  une  racine 

(')   OlitHTC.s  lie  Ijii^^idii^c,  l.  11.  |i.  541. 
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réelle,  si  l'ini  dénote  coll»'  racine  parr/.  on  aura 

«W.+1  _  A  a""'  -'.-  B  a""  -'  ~  C  «^'^^  -f- .  .  .  —  K  =  o, 

(IdllC 

K  =  a*+'  —  Aa^"  -h  Ba="'-'  —  Ca'""'  +  .  .  . , 
ce  (|ni  élanl  snbslitué  dans  l'équation  précédente,  on  aura  celle-ci 
(x""+'  —  a="'+')  —  \(x-"'—  a""]  +B(a-»-'—  «="^')  —  Z{x^'^"-■  —  a""^';  -+-. .  .—  o, 
laquelle  se  décompose  iialiirellen)ent  en  ces  deux-ci 

.V  —  a  ^  o, 
X""  -\-[a  —  A} x="'-  '  +  ia'  —  Aa-h  B)x""''  -t-  (a»  —  Aa'  -h  Ba  —  C}x^-^ -t- ...=  n. 

Ainsi  il  snlllra  de  considérer  les  é(|uations  de  degrés  pairs. 

3.  Soit  donc  propo.sée  l'équation  générale 

X"'  —  A  X""-'  -!-  Bx"^'  ~  Cx""-'-  +  .  .  .  +  K  =  o  ; 

il  s'agit  de  prouver  que  cette  équation,  lorsque  m  est  un  nombre  pair 
plus  grand  que  2,  peut  toujours  se  décomposer  en  deux  autres  équations 
dont  les  coelficients  soient  des  quantités  réelles. 
Supposons  que 

X"  —  Mx"-'  ■+-  N X"-''  —  P.r"-'-i-  . .  .  +  V  =  o 

soit  un  des  facteurs  de  l'équation  dont  il  s'agit;  l'autre  facteur  sera  de  la 

forme 

^.»,-„  _  M'.z-"'-"-'  +  N'x"-"-^  —  P'.r"'-"-»  -t- . .  .  =  o, 

et  pour  déterminer  les  coelficients  M,  N,  P, .  . . ,  M',  N',  P, .  .  . .  (jui  snui 
au  nombre  de  m,  il  n'y  aura  qivh  multiplier  ces  deux  facteurs  ensemble, 
et  égaler  ensuite  cbaque  terme  du  produit  au  terme  de  l'équatiitii  pro- 
posée dans  lequel  a-  aura  li'  même  exposant;  on  aura  par  là  m  é(|uatioiis 
qui  serviront  à  déterminer  tous  les  coefficients  inconnus  des  facteurs 
supposés. 

On  peut  aussi  considérer  simplement  le  facteur 

X"  —  Mx"-'  -+-  N x"-"  —  Px"'  -h. . ., 

(il. 
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t't  n'rnai(iiu'r(jnc,  comme  il  doit  diviser  exactement  l'équation  proposée, 
si  l'on  lail  la  division  ;i  la  manière  ordinaire  et  (jn'on  la  pousse  jusqu'à 
ce  (|u'on  parvienne  ;i  un  reste  où  l'inconnue  x  monte  à  des  puissances 
moindres  que  x",  et  qui  par  consé([uen(  ne  puisse  plus  donner  des  puis- 
sances entières  de  x  dans  le  quotient,  ce  reste  devra  être  nul  de  lui- 
même,  et  indépendamment  de  la  valeur  de  x;  de  sorte  (jne,  désignant 

ce  reste  par 

y.  :i-"-'  -!-  -j  x"--  -J-  57  x"-^  H-  ...  -h  -j, 

il  l'aiiilra  qu'on  ait  ii  la  l'ois  les  e(juations 

a  ;=  O,      -j  ^  o,      ra  ==  O,  .  .  . ,       D  ;=  o, 

les(|U(dIes,  étant  au  nomi)re  de  n,  serviront  à  déterminer  les  /(  coefti- 
cienîs  indéterminés  ^1,  N,  P. . .  . ,  V  du  facteur  proposé. 

'i .  Telles  sont  les  métliodes  cjui  se  présentent  naturellement  })our  dé- 
coni[ioser  une  e(|uaiion  (pudconcpu'  en  deux  autres  de  degrés  inférieurs; 
mais  p(uir  notre  ohjet  il  n'est  pas  nécessaire  d'exécuter  cette  décomposi- 
(ion,  il  sullit  de  taire  voir  (pi'elle  est  possilile  sans  tomber  dans  des  quan- 
tités imaginaires. 

Gr  si  l'on  suppose  (|ue  dans  les  équations  qui  renferment  les  indéter- 
niiiii'cs  M,  N,  P, . .  .  on  élimine  toutes  ces  indéterminées  liors  une  quel- 
con^iue,  par  exen)[de  M,  on  aura  une  é(iuation  finale  en  M  qui  montera 
à  un  degré  d'autant  plus  élevé  (jue  le  nomhre  de  ces  équations  sera  plus 
grand,  et  la  question  se  icduira  à  savoir  :  i"  si  cette  éciualion  aura  au 
moins  une  racine  réelle;  2"  si  les  valeurs  des  autres  indéterminées  N. 
P coi'respondanles  a  cette  racine  seront  réelles  aussi. 

5.  Quant  à  la  première  condition,  on  ne  peut  être  assure  de  son  exis- 
tence que  lorsque  l'équation  finale  sera  d'un  degré  impair,  ou  d'un  degré 
pair,  mais  avec  le  dernier  terme  négatif  (1).  A  l'égard  de  la  seconde,  elle 
parait  d'abord  une  suite  nécessaire  de  la  premii-re;  car,  comme  on  a  entre 
les  indéterminées  M,  N,  P,  Q,...  autant  d'é(]ualions  (|u'il  y  a  de  ces  inilé- 
lerminées,  il  semble  (|u'on  puisse  toujours  par  les  méthodes  ordinaires 
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(le  ri'liininiUioii  parvenir  :i  cxitriiiici',  par  des  roiiclions  rationnelles  d'nne 
quelcon(|ue  de  ees  indélorminées,  les  valeurs  de  toutes  les  autres;  ainfind 
cas  il  est  clair  (|ue  les  valeurs  de  celles-ci  seront  nécessairemeni  ié(dles 
dès  que  la  valeur  de  celle-là  sera  réelle. 

C'est  eu  ell'el  ce  (|ue  la  plupart  dos  Analystes  ont  toujours  supposé,  et 
sur  ipioi  M.  Kuler  et  M.  le  chevalier  de  Foncencx  ont  fondé  principale- 
ment leurs  démonstrations  du  Théorl'uu'  dont  il  s'agiL  Mais  (|iu)i(|ne 
cette  proposition  soit  vraie,  eu  général,  il  se  trouve  cependant  des  cas  où 
elle  devient  absolunuMil  l'ausse,  comuH'  nous  l'avons  déjii  fait  voir  dans 
le  n"  402  de  nos  Réflexions  sur  la  résolution  algébrique  des  équations  i' ). 

Supposons  en  elfet  qu'on  soit  parvenu  par  des  éliminations  réitérées 
il  une  é(|uation  entre  les  indéterminées  M  et  N  de  la  forme 

PN-Q  =  o, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationncdies  de  .M;  on  aura  donc  par  lii  N  =  ^î 
en  sorte  que  N  sera  toujours  réelle  dès  que  M  le  sera;  mais  s'il  arrive  que 
la  valeur  réelle  de  M  soit  telle,  (|ue  les  quantités  P  et  Q  s'évanouissent  à  la 

fois,  on  aura  N=:  -•>  c(^  qui  ne  fera  rien  connaître;  dans  ce  cas  il  sera 

donc  douteux  si  à  la  valeur  réelle  de  M  répond  une  valeur  réelle  de  i\ 
ou  non;  en  effet,  l'expression  indéterminée  qu'on  trouve  pour  N  est 
une  marque  que  cette  quantité  ne  peut  pas  être  donnée  simplement 
par  une  équation  du  premier  degré,  mais  qu'elle  doit  dépendre  d'une 
équation  d'un  degré  supérieur,  en  sorte  qu'à  la  même  valeur  de  M  puis- 
sent répondre  différentes  valeurs  de  N. 

6.  Pour  éclaircir  ceci  par  un  Exemple,  je  suppose  qu'on  ait  ré(|uation 
du  (|uatrième  degré 

X*  —  Aa?'  -f-  Bx-  —  Cx  -H  D  ^  o, 

et  qu'on  veuille  la  décomposer  en  deux  du  second  degré,  représentées  par 

x-~Mx  -t-  N  =  o, 

X'— M'.r-l-N'  =  o; 

(•)  OEiwrcs  (le  Lngr/i//gc,  I.  III,  p.  38 1. 
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on  trouvera,  en  comparant  le  produit  de  ces  deux-ci  tenue  à  terme  avec 
celle-lii,  ces  (|uatre  équations 

M  --M'=A, 
MM  ^  N  ^  N  =  B, 

MN      N*vr  =  c, 

NN'  =  D. 

I.a  pi-emière  et  la  dernière  donnent  d'abord 

M'  =  A  -  M, 

N   =N' 
et  ces  valeurs  ctaul  substituées  dans  les  deux  autres,  on  aur;i 

MA-  M    -N  -^  ^  =  B, 

lesquelles  serviront  à  déterminer  M  et  N. 

Supposons  qu'on  veuille  exprimer  X  par  M.  on  multipliera  la  pre- 
mière par  M,  et  on  en  retrancbera  la  seconde,  ce  qui  donnera 

M=  A  -  M    -^  2MN  -  AN  =  BM  -  C. 

d'nii  Ton  lire 

_  C  -  BM  -  AM  -  M" 


A  — 2M 

et  cette  valeur  de  N,  étant  substituée  dans  l'une  quelconque  des  deux 
équations  précédentes,  donnera  une  équation  finale  en  .M  (|ui  montei"i 
au  sixième  dej^ré. 

.Maintenant  je  remarque  que  si  l'une  des  racines  de  cette  é(|uation  se 

,      ,      .     A  ,  .  ,.       AB        A= 

trouve  eùale  a    —■>    et  ciu  on  ait  en  même  temps    (.  ^ -ri    cette 


O 

o 


valeur  de  M  d(Uinera  \  =  --.  et  pour  trouver  la  véritable  valeur  de  N  dans 

o  ' 

ce  cas  il  riiiiilra  rc|iicn(lrc  les  équations  où  N  montait  an  second  degré. 
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l('s<|iR'llcs,  l'ii  y  l'iiisaiil 


savoir 


„       A  ,,       AB       A' 

2  20 

se  réduiront  à  cette  équation  unique 

D  \= 

N=-i-  (4- —  ^)  N-+-D  =  o, 

laquelle  est,  eonime  on  voit,  du  second  degré,  et  donnera  par  <'onsé(|uenl 

deux  valeurs  dinérenles  de  N  répondantes  à  la  même  valeur  de  M  =  —  • 

'  2 

D'où  l'on  voit  (]u'il  ne  suffît  pas  d'être  assuré  (jue  l'('(|uatioii  en  ^I  a 

nécessairement  une  racine  réelle,  pour  pouvoir  l'être  aussi  que  le  facteur 

X-  —  M  :r  -i-  N  =  o 

sera  réel,  puisqu'il  peut  arriver  que  le  coefficient  N  soit  imaginaire,  ce 
qui  aura  lieu  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner  si 


(|_b)-4b<o. 


7.  Au  reste,  il  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  —  de  M  sera  néces- 
sairement une  racine  double  de  l'équation  en  >I;  c'est  de  quoi  on  peut 
se  convaincre  à  priori  par  cette  considération  que,  comme  les  deux  fac- 
teurs 

X-  —  M  X  -»-  N  ;=  o,     X-  —  M'.r  -s-  N'  =  o 

sont  semblables,  les  coefficients  correspondants  M  et  M'  doivent  être  les 
racines  d'une  même  équation,  ainsi  que  les  coefficients  N  et  N';  ce  qui 
est  d'ailleurs  évident  par  les  équations  mêmes  qui  servent  à  déterminer 
ces  quatre  quantités,  et  qui  sont  telles,  qu'elles  demeurent  les  mêmes  en 
y  changeant  M  en  M  et  X  en  N  .  Ainsi,  comme  on  a  trouvé  M'=  A  —  M, 
il  s'ensuit  ([ue  l'eciuation  en  M  devra  être  telle,  que  si  M  est  une  de  ses 
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A 

racines,  A  — M  en  soit  une  aussi:  donc  lorsque  M  =  —5  les  deux  ra- 
cines M  et  A      M  deviendront  égales. 

On  peut  encore  prouver  la  même  chose  par  la  nature  même  de  l'équa- 
tion en  .M:  car  pour  avoir  cette  équation  il  n'y  aura,  comme  nous  l'avons 
dit,  (ju'à  substituer  l'expression  générale  de  N  trouvée  ci-dessus,  et  que 

nous  désignerons,  poui' plus  de  simplicité,  pai'  -jjî  dans  l'équation 

M   A  -  M    H-  N  -+-  ^  =  B, 

ce  (|ui  donnera,  eu  otant  les  fractions, 

Q^  -    B  -  AM  -  M=  QP  -r-  DP  =  o, 

OÙ 

P  =  A  — 2M     et     Q=:C-BM4- AM  -M\ 

Maintenant  il  est  clair  que  si  l'on  a  en  même  temps  P  =  o  et  Q  =  o,  mui- 
seulement  l'éqiuition  précédente  aura  lieu  elle-même,  mais  aussi  sa  dillé- 
rentielle,  qui  sera 

2QdQ  4-    A  -  2M   QPf/M  -    B  -  AM  -  M=     Or/P  -  Pf/O    -^  2DPrfP  =  0; 

fl'oii  il  s'ensuit  (lue  la  racine  ]\]  =  —  sera  nécessairenieni  une  l'acine 
'  2 

double. 

8.  Comme  la  voie  de  l'élimination  est  très-longue,  et  que  d'ailleui's 
elle  ne  pourrait  jamais  conduire  qu'à  des  résultats  particuliers,  il  laiulra 
tâcher  de  découvrir  à  priori  le  degré  et  la  nature  de  l'équation  par  la- 
quelle la  quantité  M  devra  être  déterminée,  ainsi  que  la  nature  des  fonc- 
tions (|ui  exprimeront  les  valeurs  des  autres  quantités  N,  P,  Q en  M. 

Pour  cela  on  considérera  cpie,  puisque  l'eijuation 

se"  —  M X"-'  -i-  N  x"~'-  —  . . .  =  o 
est  supposée  être  un  i'acleur  de  l'équation  proposée 

x"'  —  A  a;'"-'  -+-  Evr""-^  —  Cx"-^  h-  .  . .  z=  o. 
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il  liiiidiii  (ni'cllc  soi!  foruM'c  du  produit  de  n  t'aclciirs  simples  pris  parmi 
\v^  m  liiclciirs  simples  de  eelie-ei;  de  sorte  (jue  comme  le  iiomlire  des 
manières  didéi'eiiles  de  pi'eiidre  it  choses  parmi  un  noiidiie  de  (  lioses 
égal  il  m  est  exprimé,  suivant  la  lliéorie  des  combinaisons,  par  la  l'orniiile 

m{m~  \){m  —  1). .  .[m  —  /i  -f- 1 ) 
_ , 

I .2.3. . .« 

il  s'ensuit  (|ue  ré(|ualion  jiroposée  adniedra  un  pareil  nombre  de  divi- 
seurs de  la  f'oi'me 

.r"  —  M.r"-'  -+-  Nx"'  -—  .  .  .  =  o, 

et  (|u'ainsi  clia(|ue  coedieient  M,  N,...  sera  snseeplilile  d'autanl  de  va- 
leurs ditlérentes,  et  par  consé(|nent  devra  être  déterminé  par  une  équa- 
tion d'un  degré  mar(|ué  par  la  même  formule. 

9.  Cette  proposition  est  connue  depuis  longtemps  des  Géomètres,  el 
l'on  a  coutume  de  la  prouver  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  que 
nous  venons  de  faire  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que  celte  preuve  est  sujette 
à  quelques  diilicultés.  (^ar,  quoiqu'il  soit  démontré  qu'une  équation  du 
degré  m  peut  avoir  autant  de  différents  diviseurs  du  degré  n  (|u'il  y  a  de 
manières  de  combiner  in  choses  n  à  n,  et  (ju'en  même  temps  il  paraisse 
hors  de  doute  (|iie  les  coefficients  analogues  de  ces  différents  diviseurs 
doivent  être  donnés  par  une  même  é(iualion  dont  ils  seront  les  racines, 
cependant  il  n'est  pas  évident  que  cette  équation  ne  pourra  avoir  d'autres 
racines,  puis(|n'il  arrive  le  plus  souvent  que  les  équations  (|u"on  trouve 
pour  la  solution  des  Problèmes  tant  algéhri(|ues  <|ue  géométriques  ren- 
ferment bien  des  racines  inutiles,  outre  celles  qui  servent  à  la  résolution 
cherchée. 

C'est  pourquoi  il  semble  qu'on  ne  saurait,  à  proprement  parler,  con- 
clure aulie  chose  du  raisonnement  ci-dessus,  sinon  que  l'équation  (|ui 
doit  donner  la  valeur  de  chaque  coefficient  du  diviseur  cherché  ne  peut 
être  d'un  degré  moindre  que  celui  (ju'on  a  assigné,  sans  qu'on  soit  en 
droit  de  prononcer  (|u'(dle  ne  peut  pas  être  non  plus  d'un  degré  plus 
haut. 

ill.  62 


400  SUR    LA    FOUMI^   DES   RACINES   IMAGINAIRES 

Si  Ton  jd'hU  colle  ohjei-tion  à  celles  (|ue  M.  d'Alemberl  a  déjà  propo- 
sées dans  le  premier  volume  de  ses  Opuscules,  page  227,  on  coiivi(!ndra 
aisément  (jiie  la  proposition  dont  il  s'agit,  sur  le  degré  de  l'équation  par 
laquelle  ehacjue  eoefReient  M,  N,...  doit  être  déterminé,  ne  peut  être 
admise  sans  une  dénionslralion  rigoureuse;  mais  nous  nous  contenterons 
ici  de  renvoyer  pour  cet  (dijel  ii  la  Section  IV  de  nos  /léjlc.iions  sur  la 
résolution  des  cquutio/is  citées  ci-dessus,  oii  nous  avons  démontré  cette 
proposition  d'une  manière  (ju'i  ne  laisse  rien  à  désirer  du  coté  de  l'exac- 
titude e(  de  la  généralité. 

H).  La  (pieslion  se  réduit  donc  maintenant  à  voir  si,  en  supposant 
i\\U'  m  soil  nu  nomlne  (|U(dcon(|ue  pair  donné,  on  |)eut  toujours  prendi-i 
le  nombre  n  moindre  (|ue  m,  et  tel,  ([ue  le  nombre 

mm  —  i   [m  —  1).  .  .(  m  —  «  -f-  i  ) 
1.2.3. . .n 

qu'on  sait  devoir  être  toujours  entier,  soil  en  nn'me  temps  un  nombre 
impair. 

Il  est  d'aixu'd  visible  que  si  jn  est  un  nomltre  impairenn'nt  pair  en 
s(ute  ipu'  m '— 21 ,  i  étant  un  nombre  impair  antre  (pie  l'unité,  il  n'y 
aura  cpi'à  prendre  n  ==  2,  ce  (|ui  (buineia  la  tormnie 

2  (  (  ii  —  I  ') 

1.2 

laquelle,  à  cause  de  /  et  de  2/— i  impairs,  représentera  nécessairement 
un  nomi)re  impair.  Si  m=  '\i,  en  supposant  toujours  /  impair,  on  fera 
«  —  'l,  ce  (pii  donnera  la  formule 

4  / 1  4  ;  —  I  )  (  4  it"  —  2  )  (  4  ;  —  3  )  _  /(4i  — i)C2i'  — i)(4/— 3 
1.2.3.4  ■  -3 

la(|uelle  représentera  nécessairement  un  nombre  impair,  à  cause  (pu-  /. 
l\t  —  1 ,  2j  —  I  et  [\i —  3  sont  tons  impairs. 

On  prouvera  de  ménu'  que,  si  m  —  8?  et  (ju'on  prenne  n  =  8,  on  aura 
une  formule  (pii  ne  donnera  que  des  nombres  impairs,  cl  ainsi  de  suite 
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d'où  l'on  coiuliirii,  en  goiirral,  t\uv  si  w  =  2''i,  f  ôlaiil  un  iioiiiltrc  iiii[)air 
autre  ([ir'  l'iui'ilr,  cl  ([ii'oii  iticniic  //  =  2'^,  la  formule 

m  ,  m  —  i){ni  —  2  i(m  —  3) . .  .\  m  —  n  -f- 1 } 
I .2.3.4. • .ra 

irprésenlera  uéeessaireiiielil  des  noiiihies  impairs. 

En  efTel  il  est  clair  qu'elle  deviendra  dans  ce  cas,  en  ri  rivant  le  déno- 
minateur à  rebours, 

'>'■/   r>'  i  —  i^  [2.''i  —  2)  (  2''/  —  3j  (2'«  —  4/-  •  •  v^""'  —  2'  -)-  I  ) 
^V(2'-—  i)(~2''—  a^la--—  3r(2'-^^).  .  .  I  ' 

c'est-ii-dire,  en  divisant  les  l'aiteurs  correspondants  du  numérateur  et  du 
dénominateur  autant  de  fois  par  2  qu'il  est  possible, 

/(2''/ —  Il  {^''-'i  —  I)(2''J  —  3j(2'^=/—  1  j.  .  .^2'/—  2''-l-  l) 

(  2'-  —  I  )  (  2--'  —  1  )  (  a--  —  3  )  (  2'--  —  I  )  .  .  .  I  ' 

OÙ  l'on  voit  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  ne  renferment  plus 
que  des  facteurs  impairs;  de  sorte  que,  la  division  faite,  on  aura  néces- 
sairement un  quotient  qui  sera  un  nombre  impair. 

11.  Il  est  donc  démontré  que  toute  équation  d'un  degré  pair  2' i 
{i  étant  un  nombre  quelconque  impair  autre  que  l'unitéj  {)eut  être  divisée 
par  une  équation  du  degré  inférieur  2',  dont  cliaque  eoeflicient  sera 
déterminé  par  une  équation  d'un  degré  impair;  de  sorte  (|u'on  sera 
d'abord  assuré  qu'un  quelconque  de  ces  coefficients  aura  une  valeur 
réelle,  et  qu'il  ne  restera  plus  (ju'à  prouver  que  les  autres  devront  aussi 
avoir  des  valeurs  réelles;  car  (luoique  cbaque  coefficient  en  particulier 
puisse  avoir  une  valeur  réelle,  étant  donné  par  une  équation  de  degré 
impair,  cependant  on  n'en  saurait  conclure  que  tous  les  coefficients 
auront  a  la  fois  des  valeurs  réelles,  puisqu'il  n'est  pas  démontré  que  les 
valeurs  réelles  que  ces  coefficients  doivent  avoir  soient  précisément 
celles  qui  se  correspondent  et  qui  peuvent  avoir  lieu  en  même  temps. 

Or  nous  avons  déjà  fait  voir  plus  haut  que,  dès  que  l'un  des  coeffi- 
cients est  supposé  connu,  on  peut  toujours  exprimer  tous  les  autres  par 

62. 
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(les  Idiictioiis  ralioniifllt's  de  eelui-là,  il  rcxcepliuii  de  quelques  eas  par- 
ticuliers où  il  arrive  que  la  détermiualioii  île  ces  coetficients  demande 
eucore  la  icsolutiini  d'une  équaliou  de  <]i'\\\  uu  de  plusieurs  dimensions; 
ainsi  (oui  se  réduil  à  déterminer  fi  priori  (|uels  sont  ces  cas,  et  (juel  est 
\t'  dei;i('  de  rei|uati()ii  ([u'ou  a  alors  ;i  résoudie. 

12.  (^elle  question  dépend  de  ((die  (huit  nous  avons  donné  la  solution 
ailleurs  ÏBc/Jeaioiissarhi  résolution  des  àjuahons.  Section  lY,  n°  100  {')\, 
et  (pii  ('(uisislc  a  trouver  la  valeur  d'une  fonction  quelcon(pie  des  racines 
(l'une  e(piation  donnée,  lors(|u'on  connaît  déjà  celle  d'une  autre  fonction 
qu(dcon(|ue  des  unniies  racines.  Car  il  est  visihl(>  que  les  coenicieiits  M, 
N,...  du  diviseur 

X"  —  M.r"-'  +  N.r"-=  —  Px"-'  -t-  .  .  .  =  o 

sont  des  fonctions  des  racines  de  ré(|iKition  proposée 


kx"' 


B,r' 


Cx" 


.  =  o, 


et  il  est  facile  de  conclure  de  ce  ([ue  nous  avons  dit  dans  le  n"  T,  que  le 
coefficient  M  en  particulier  sera  égal  à  la  sonnne  de  n  quelcon(|ues  des 
m  racines  de  la  [iroposée,  que  le  coelRcient  N  sera  égal  à  la  somnu'  des 
produits  deux  à  deux  de  ces  n  racines,  (pie  le  coefficient  P  sera  égal  à  la 
soninic  de  leui's  produits  trois  à  trois,  et  ainsi  de  suite. 

1.3.  En  appli(piant  donc  à  ce  cas  notre  soUili(ui  générale,  on  verra 
(iifon  peut  toujours  exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  d'un  (pnd- 
c(ui(pie  (les  coefficients  ^M,  N,  P, .  . .  la  valeur  de  chacun  des  autres, 
excepté  les  seuls  cas  où,  l'équation  [lar  hupudle  ce  coelficient-là  doit 
être  déterminé  ayant  des  racines  égales,  (Ui  v(Midia  prendre  précisément 
nue  de  ces  racines  pour  sa  valeur. 

Alors  (  liacun  des  autres  coellicients  devra  nécessairement  élic  déter- 
miné par  une  é(|uation  dont  le  degré  sera  égal  au  nombre  de  ces  racines 
égales,  et  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  du  ménu' 
coellicient,  (pi'ou  suppose  connu. 

[')   OEtii'ifs  ilr  Liigniiigr,  t.  III,  p.  374. 
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De  là  il  s'ensuit  : 

["  Que  si  lii  viilcur  réelle  <|ue  doit  avoir  nécessairement  un  quele()n(|ue 
(les  eoenicienls  M,  N,  P,...,  dans  le  cas  du  n"  10,  est  une  racine  inégale 
de  l'équalion  par  laquelle  ce  coenicient  doit  èlrc  détermine,  on  sera 
assuré  que  tous  les  autres  coefficients  auront  aussi  nécessairement  des 
valeurs  réelles; 

2°  Que  si  cett(t  valeur  est  une  racine  égale  de  la  même  équalion,  alors 
pourvu  que  l'exposaiil  de  l'égalité  soit  inipaii-,  c'esl-ii-diri'  (|ue  ce  soil 
une  racine  triple,  ou  (juintuple,  ou,  etc.,  on  sera  aussi  assuré  que  les 
autres  coefficients  auront  des  valeurs  réelles,  puisqu'ils  dépendront 
d'équations  de  degrés  impairs;  mais  il  n'en  serait  pas  de  même  si  le  de- 
gré de  la  uuiltiplicilé  était  pair. 

14.  Considérons,  en  général,  une  écpiatiou  (luelconque  du  degré  a, 
laquelle  ait  v  racines  inégales,  w  racines  inégales  entre  elles,  mais  dcuit 
chacune  en  ait/?  —  i  autres  égales,  o  racines  inégales  entre  elles,  et  dont 
chacune  en  ait  r—  i  autres  égales,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  l'on  ait 

u  =  V  +  ro/J  -<-  p  /•  -t-  . .  .  ■ 

On  sait  j)ar  la  théorie  des  racines  égales  ([ue  l'équation  proposée  pourra 
toujours  se  décompo.ser,  sans  aucune  extraction  de  racines,  en  différentes 
équations  dont  chacune  renferme  toutes  les  racines  inégales  du  même 
ordre;  c'est-h-dire  en  une  équation  du  degré  v  qui  ne  reuferme  que  les 
racines  simples  et  inégales,  en  une  équation  du  degré  w  qui  ne  renferme 
que  les  racines  inégales  dont  chacune  se  trouve/»  fois  dans  la  proposée, 
en  une  équation  du  degré  p  (jui  ne  renferme  que  les  racines  inégales  dont 
chacune  se  trouve  /■  fois  dans  la' proposée,  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  si  l'on  suppose  que  l'exposant  ;j.  soit  un  nonihre  quel- 
conque impair,  il  faudra  que  la  somme  des  nombres  v,  tzj),  or,...  soit  un 
nombre  impair,  et  par  conséquent  il  faudra  (|u'un  (]uelconque  de  ces 
nombres  soit  impaii';  si  v  est  impair,  l'équation  du  degré  v  aura  néces- 
sairement une  racine  réelle,  laquelle  sera  une  racine  inégale  de  l'équa- 
tion proposée;  si  Tsp  est  impair  il  faudra  que  ^  etp  soient  l'un  et  l'autre 
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impairs;  donc  l'équafion  du  degré  rr,  aiiia  nécessairement  une  racine 
7'é(dle  ([iii  sera  nne  racine  égale  de  la  proixjsée,  dont  l'exposant  d'égalité 
sera/?,  el  par  consé(|iient  aussi  impair;  il  en  sera  de  même  si  or  est  im- 
pair, el  ainsi  de  suite. 

15.  De  lii  el  de  ce  (|u'(in  a  démontre  plus  liant,  il  s'ensuit  donc  que 
Idute  équation  du  degré  i!'i\i  étant  un  nonilnc  impairj  pourra  toujours 
avoir  pour  diviseur  une  é(|uation  du  degré  2'  dont  les  coefficients  seront 
nec<  ssairemenl  des  quantités  ré(dles  11  et  13j;  de  sorte  qu'en  divisant 
re(|uation  proposée  par  cette  dernii're  lui  aura  pour  «piotient  une  autre 
équation  du  degré  2'  (?  —  i  j,  laquelle  aura  aussi  tous  ses  eoeirieients  réels. 

Oi',  comme  i  est  supposé  un  noml)ie  impair,  i —  i  sera  un  nomjjre  |)air 
(pi'on  pourra  représenter,  en  général,  par  2'/- :'X- étant  un  nombre  im- 
pair;; donc  l"ex|)Osant  2''(z  —  i)  deviendra  2'"^'^-,  et  l'on  pourra  prouver 
de  même  que  ré([uation  de  ce  degré  pourra  se  décomposer  de  nouveau 
en  deux  autres  é(|uati(ms  réelles,  l'une  du  degré  ol^^  et  l'autre  du  degré 
2'*^  k  —  \)\  et  faisant  ^-  —  i  =  l' l  il  étant  un  n(mil)re  impair)  cette  der- 
nière équation  aura  pour  exposant  le  n(uni)re  2"^'^'/,  et  pourra  par  con- 
séfjuent  se  partager  de  nouveau  en  deux  équations,  l'une  du  degré  2'~*^', 
l'autre  du  degré  2''^'^' il —  i;,  et  ainsi  de  suite. 

De  sorte  (pu-  |>ar  celte  méthode  on  pourra  toujours  décomposer  toute 
e(|uation  d'un  degré  pair  (pudcon(|ue  en  autant  d'é([ualions  réelles,  dont 
les  degrés  soient  mar(piés  par  des  [uiissances  de  2,  (pi'il  v  aura  de  |ia- 
reilles  puissances  dans  le  degré  de  l'équatiiui  |)r(qiosée.  Ainsi  une  ecpia- 
Thui  du  sixième  degré  |»oni'ra  se  décomposer  en  deux,  l'une  du  second 
degie,  l'autre  du  quatrième;  une  équation  du  douzième  degré  pourra  se 
décomposer  en  deux,  l'une  i\\\  (piatrii'me  dcgri',  l'autre  du  huilii'me.  et 
ainsi  du  reste. 

10.  il  ne  reste  donc  plus  ipi";!  considérer  les  équations  des  degrés 
maicpn-s  par  des  pui.ssanees  de  2.  Il  est  facile  de  voir  (|ue  dans  ce  cas  la 
loriuule  du  n"  10  donnei'a  toujours  des  ikuuIh'cs  pairs,  (pielipie  inunlire 
(pTcui  pr-enne  pour  //,  au  moins  lanl  (pu'  //  sera  moindre  (pu'  m.  connue 
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il  II'  l'iiiil  ;  (le  Sdi'lc  (|uc  la  (Icicriniiiaruiii  des  coclliciciils  M,  N,  P, .  .  .  des 
diviseurs  de  ces  sortes  (i'é(|iialiuns  dépendra  toujours  nécessairement 
d'une  é(|ualion  de  dei^re  pair,  dans  huiuclie  on  ne  pointa  par  consécpienl 
s'assurer  de  l'existence  d'une  racine  réelle,  à  moins  (pie  le  derniei'  tei?iie 
ne  soit  négatif  fi). 

Désignons,  en  général,  l'exposant/?^!  de  l'étpiation  proposée  par  2',  et 
supposons  que  l'exposant  n  du  diviseur  soit  la  moitié  de  celui-là,  c'est-à- 
dire  égal  à  2'~';  en  ce  cas  la  formule  du  numéro  cité  deviendra,  en  dis- 
posant le  dénominateur  au  l'ebours, 

2''(2'"—  i)(2''—  2j  (a*-—  3).  .  .(a"—  2''-'-+-  I) 

2'-'(2'-'—  l)(2'-'—  2)(2'-'—  3)..  .1         ' 

c'est-à-dire,  en  divisant  les  facteurs  coriespondanls  du  ininu'raleur  et  du 
dénominateur  autant  de  fois  par  2  (|u'il  est  possible, 

2(2'-—  0  (2"-'—  1)  (a'—  3)  (2'--=—  l)...[-2f—  2'-'-t-  X) 


.     iCa'-'— i;(2'-^— iXa---'— 3){2'--3— 1).  .  .1 

où  l'on  voit(juc  tous  les  facteurs  du  numérateur  sont  impairs  à  l'excep- 
tion du  premier  qui  est  2,  et  que  tous  ceux  du  dénominateur  sont  aussi 
impairs;  d'où  il  s'ensuit  que  cette  formule  représentera  toujours  des 
nombres  impairement  pairs. 

17.  Cela  posé,  considérons  l'équation  par  laquelle  doit  se  déterminer 
le  coefficient  M;  elle  sera,  comme  on  vient  de  le  voir,  d'un  degré  impai- 
rement pair,  et  aura  pour  racines  toutes  les  dilTérentes  sommes  possibles 
qu'on  peut  faire  des  racines  de  l'équation  proposée  en  ne  prenant  à  la 
fois  qu'un  nombre  de  ces  racines^qui  soit  la  moitié  du  nombre  total  fia). 

Qu'on  fasse  maintenant  dans  cette  équation  M  =  "   ~   ' ■,    A  étant  le 

2 

coefficient  du  second  terme  de  l'équation  proposée  et  u  une  nouvelle  in- 
connue, on  aura  une  transformée  en  //  du  même  degré,  dont  les  racines 
seront  exprimées  par  A  —  2M,  c'est-à-dire  qu'elles  seront  égales  aux  dif- 
férents résidus  qu'on  aura  en  retrancbant  successivement  de  la  somme 
totale  des  racines  de  la  proposée,  somme  qui  est  égale  à  A,  le  double  des 
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(lifï'é routes  sommes  particulières  (|u'on  peut  faire  de  ees  racines  en  ne  les 
|ircnanl  (|ii'an  n(Uiil)i('(le  la  moitié:  de  sorte  ([ue  les  racines  dont  il  s'agit 
ne  seront  autre  chose  que  les  ditlérences  entre  la  somme  de  la  moitié  du 
nombre  des  racines  de  la  proposée  et  la  somme  de  l'autre  moitié,  en  pre- 
nant ces  sommes  de  toutes  les  diU'érentes  manières  possibles. 

Par  exemple,  si  l'équation  proposée  est  du  (juatrième  degré  et  a,  par 
conséquent,  quatre  racines  a,  h,  c,  d,  on  aura 

A  =  rt  +  A  -+-  f  +  //, 

t^t  les  valeurs  de  M  seront 

Il  -\-  h,     a  ^-  c.     a  ^-  (/,      //  +  r,      /<  -r-  d,      c  ^  (/, 

donc  les  valeurs  de 

?<  =  A-2M 

seront 

e  ~  d  —  u  —  II,      Il  -h  d  —  a  —  f,      h  -h  c  —  a  —  d. 

il  ^  d  —  b  —  c,      rt  -4-  c  —  Il  —  (/,     a  -r-  Il  —  c  —  d, 

et  ainsi  des  autres  équations  des  degrés  supérieurs. 

18.  Dr  l.i  il  est  d'abord  facile  de  conclure  (|ue  l'équation  en  //  uiau- 
(|uera  de  toutes  les  puissances  impaires,  puisqu'il  est  évident  que  chaque 
racine  positive  doit  avoir  nécessairement  une  racine  négative  égale;  ce 
qu"(ui  v()il  clairement  dans  l'Exemple  précédent,  où  les  quantités 

Ç  -+-   <l  —  tl  I),        Il  -\-  if  —  (l  —  c,        1)  -T-   c  —  Il  —    il, 

sont  les  négatives  des  quantités 

Il  -^  h  —  c  —  d,     a  -h  c  —  Il  —  d.     Il  +  d  —-  h  —  c. 

Donc,  si  l'on  fait  ir^^t,  ré(|uation  en  u  s'abaissera  a  un  degrc  uioiii- 
dre  de  la  moitié,  et  connue  on  a  prouvé  que  le  degré  de  l'équation  en  u 
est  paireuieul  impair,  il  s'ensuit  (]ue  le  degré  de  l'équation  en  /  sera  né- 
cessairemeul  impair;  de  sorte  (pie  cette  étpiation  aura  nécessairement 
une  racine  recllf.  hupielle  sera  positive  si  son  dernier  terme  est  négatif, 
et  négative  s'il  est  positif    1  i.  Or,  \)w\v  {|ue  //.  et  par  conséquent  !\l .  ail 
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mil'  v;ilciir  ncllc.  il  liml  ijnc  relie  de  /  sdil  l'éeile  et  positive:  par  consé- 
quent la  (iiieslion  est  réduite  à  voir  si  le  dernier  terme  de  l'éipiation  en  / 
sera  négatif;  et  eoniine  le  derniei'  ternie  de  tonte  équation  d'un  degré 
impair  pris  avec  un  signe  contraire  est  égal  au  produit  de  toutes  les  ra- 
cines, tout  consistera  à  voir  si  le  produit  de  toutes  les  diflérentes  valeurs 
de  t  est  une  quantité  positive  ou  non. 

19.  Pour  parvenir  à  ce  but  avec  |ilus  de  facilité,  considérons  d'abord 
le  cas  où  l'équation  proposée  est  du  quatrième  degré,  et  dans  le(|uel 
nous  avons  déjà  vu  que  les  din'érentes  valeurs  de  it  sont 

a  -T-  b  ~  c  —  il,     a  —  c  —  b  —  d,     a  -i-  d  —  b  —  c, 
c  -r-  d  —  a  —  b,     b  —  d  —  a  —  c,      b  —  c  —  a—  d\ 

il  est  clair  <jue,  comme  les  trois  dernières  quantités  sont  égales  aux  trois 
premières  prises  négativement,  les  différentes  valeurs  de  ir  ou  /  seront 
seulement  ces  trois-ci 

\a  +  b  —  c  —  d  r,      [a -h  c — b  —  d)-,     (a -r- d  —  b  —  c<-; 

de  sorte  que  le  produit  de  ces  trois  valeurs  sera  égal  au  carré  de  la 

quantité 

[a-^  b  —  c  —  dj^a-hc^b  —  d/.a^d—b  —  c  , 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  voir  si  ce  carré  est  toujours  une  quantité  po- 
sitive, quelles  que  soient  les  racines  a,  b,  c,  d.  Il  est  d'abord  clair  que, 
si  ces  racines  sont  toutes  réelles,  la  quantité  précédente  sera  aussi  toute 
réelle,  en  sorte  que  son  carré  sera  nécessairement  une  quantité  réelle 
positive;  mais  il  peut  n'en  être  pas  de  même  s'il  y  a  des  racines  imagi- 
naires, d'autant  que  la  forme  des,  racines  imaginaires  est  encore  regardée 
comme  inconnue. 

20.  M.  Euler,  ayant  supposé  pour  plus  de  facilite  le  coefticient  A  du 
second  terme  de  la  proposée  nul,  a  trouvé,  à  la  place  de  la  quantité  pré- 
cédente, celle-ci 

( a  -f-  6  ;  !  a  -+-  c)  (  a  -f-  rf  i, 

qui,  à  cause  de  a  -h  -^  c  ~  d^^o,  est  égale  à  celle-là  divisée  par  8;  et 
III.  63 
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il  se  conlciUc  ensuite  de  dire  que  ee  produit  est  déterminable,  comme 
on  sait,  par  les  (piaiitités  H,  C,  D,  et  qu'il  sera  par  conséquent  réel; 
mais,  p(Mii'  (|ue  cette  eonsé(|uence  soit  léij;itinie,  il  faut  prouvei'  qu'on 
peut  déterminer  ce  produit  par  une  expression  rationnelle  des  mêmes 
(piantités  :  c'est  ce  que  ^l.  Euler  n'a  point  fait,  du  moins  d'une  manière 
dii'ecle  et  t)  /triori. 

Il  e>l  vrai  (jue  le  carre 

[ci-h  by 'a -i- c  ria -t- d)^ 

seia  toujours  une  fonction  rationnelle  des  coefTicients  B,  C,  D;  mais  la 
dilliciillé  consiste  précisément  à  démonlier  <|ue  sa  racine  en  sera  une 
aussi. 

Poui- sentir  davantaii'e  la  force  de  cette  objection ,  il  n'y  a  (ju'à  consi- 
dérer, par  exemple,  la  quantité 

«  —  1)     a  —  c     a  —  fl :( h  —  c     h  —  d )' c  —  d  , 

il  est  certain  que  le  carré  de  cette  (punitité  peut  s'exprinier  par  une  fonc- 
tion rationnelle  des  coeHicients  B,  C,  D;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  de  la 
tjuanlité  elle-même  :  en  effet,  un  trouve  pour  la  valeur  du  carré  dont  il 
s'aijit  l'expression 

4<I)  -  ?^4-B'D'-4^3-DBD  +  4'B<D-  4C'B="3M:', 

la(juelle  n'est  pas  un  carr(''  en  généi'al;  de  sorte  (|u'on  ne  saurait  en  con- 
ilnre  (pie  sa  racine  sera  Icuijuurs  une  quantité  réelle. 

21.  Le  caracti'ie,  auqu(d  on  peut  reconnaître  à  priori  si  une  fiMiclion 
proposée  des  raciiies  (run<'  é(|uation  (juelconque  peut  se  déterminer  par 
une  expression  lationnelle  des  coetficients  de  cette  équation,  consiste, 
comme  nous  l'avons  di'inontn''  dans  notre  Mémoire  sur  les  équations,  en 
ce  (|ue  cette  fonction  doit  être  telle,  (|u"idle  ne  (diaiige  |)oint  de  \;ileur, 
(juelque  permutation  (|u'on  y  fasse  entre  les  racines  dont  elle  est  com- 
posée; ainsi  il  n'y  a  (ju'à  voir  si  cette  condition  a  lieu  on  non  dans  la 

fonction 

Il  ~  h  —  c       d     a  -h  c  —  h  ~  d     a  -^-  d  —  h       c  }; 
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(•(iiiiiiic  les  lidis  rjicincs  h,  c,  <l  v  ciili'ciil  rf^iilnnciil,  il  csl  d'aixtid  visiMc 
(|U('  les  |M'iimil;ili(iiis  (|ii'(MI  poiirrail  lïiirt'  ciilrc  ces  riiciiics  ne  piodiii- 
i-aiciil  iiiicun  chaiigciiUMil  dans  la  foiiclioii;  mais  on  ne  peut  pas  dii'c  loul 
à  i'ail  la  iiirmo  clioso  par  rapport  à  la  niciiic  </ ,  [)iiis(|ii'(dlc  n'csl  pas  dis- 
posée à  l'égard  des  aulii'S  coiiiiiu;  ('(dlcs-ci  Ir  sont  eiilrc  elles.  Voyons 
donc  ec  (pic  donneront  les  échanges  de  a  en  h,  en  c,  en  d. 
En  cliangeani  (/  en  h,  les  trois  factenrs 

a  'V-  h  —  (•  —  r/,     «  +  c  —  h  —  d,     a  4-  d  -   h  —  c 

se  cliani>cnt  en  ces  Irols-ci 

b  -{-  a  —  c  —  d,     Il  -\-  c  —  a  —  (/,     h  -^  d  —  a  —  c  ; 

par  où  l'on  voit  (pie  le  pieinier  denienre  le  même,  (jue  le  second  devient 
le  troisième  avec  un  signe  contraire,  cl  (|ue  le  troisième  devieni  le  second 
avec  un  signe  contraire.  On  trouvera  |)arciilenient  (|ue,  eu  chaugeaul  a 
en  c  ou  en  c/,  il  y  aura  toujours  un  des  trois  facteurs  (pii  demeurera  le 
niênie,  tandis  que  les  deux  autres  se  changeront  l'un  dans  l'autre  en 
changeant  en  même  temps  de  signes;  d'où  il  est  facile  de  conclure  (pie 
le  produit  des  trois  fadeurs  demeurera  toujours  le  même. 

La  circonstance  qui  fait  (|ue  ce  produit  ne  varie  point,  c'est  (|ue  les 
facteurs  qui  se  changent  l'un  dans  l'autre,  en  changeant  eu  même  temps 
de  signes,  sont  en  nombre  pair;  car  si  les  facteurs  (pii  changent  de  signes 
étaient  en  nomljre  impair,  alors  il  est  facile  de  voir  que  le  produit  dont  il 
s'aoit  conserverait  à  la  vérité  la  même  valeur  absolue,  mais  en  chani;eant 
de  signe  :  c'est  là  la  raison  pourcpioi  la  fonction  dont  on  a  parlé  ci- 
dessus  (20) 

[a  —  b)  (a  —  c)  {a  —  d)  [b  —  c)  [h  "  d)  (c  ~  d] 

ne  saurait  être  exprimée  [>ar  les  coefficients  A,  B,  C,  D  d'une  manière 
rationnelle;  car  en  changeant,  par  exemple,  a  en  h,  le  facteur  a  —  h  de- 
vient simplement  négatif,  les  facteurs  a  —  c,  a  —  d  se  changent  dans  les 
facteurs  b  —  c,  b  —  d,  el  le  dernier  facteur  c—  d  demeure  le  même;  de 

63. 
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soric  (|iic,  |iiiisi|iril  V  en  ;i  un  (|iii  cliangc  siMi|)l('ment  de  signe,  un  qui 
(Icuicurc  loul  il  fait  le  uiruic,  et  (jualrc  dont  deux  se  cluingeiil  dans  les 
deux  autres,  il  s'ensuit  (|ue  le  produit  total  devra  devenir  négatif. 

22.  Il  est  facile  maintenant  d'applicjuei'  le  même  raisonneuimt  au  cas 
oii  il  y  aura  plus  de  ipiatre  racines,  et  de  s'assurei' r/ /j/Vo/v  que  le  dernier 
terme  de  la  i eduile  i'n  t  sera  tinijours  un  carré  avec  le  signe  — .  Supj)o- 
soiis,  |iai-  exemple,  que  les  racines  de  l'équation  proposée  soient  au  noin- 
lire  de  six.  savoir  «,  1),  r.  d,  r,  /"  cpioique  à  proprement  parler  nous 
n'ayiuis  besoin  de  considérer  ici  ([ue  les  équations  dont  les  degrés  sont 
des  pui.ssanees  de  2,  cependant  nous  prendrons  le  ras  d'une  équation  du 
sixième  degré,  [)ai'ce  qu'il  est  plus  >ini[)le  ([ue  celui  d'une  ('■(piatiou  du 
liuitiènie,  et  iju'il  peut  servir  à  faire  voir  (jue  la  prcqiositimi  est  générale 
pimr  toutes  les  é(|uations  des  degrés  pairs;,  on  verra  aisément,  par  ce 
qui  a  elc  démontré  |)lus  liant,  (|ue  le  dernier  ternie  de  là  réduite  en  /  sera 
égal  au  carre  du  piodiiit  de  ces  dix  (piantités 

Il  ^  I)  ^  c  —  (I  ~~  e  ~  f. 
a  ^  h  -h  (/  —  c  —  e  '—  f, 
a  ^  b  -^  e  —  c  —  (1  —  f, 
a  -+-  h  -T-  f —  c  —  (/  —  e, 
(i  -\-  c  —  d  —  /(  —  e  —  y, 
rt  -f-  c  -i-  e  —  h  —  (/  —  f, 
a  -T-  c  -\'  f —  b  —  d  —  e, 
(i  -\-  d  +  e  —  b  —  c  —  f, 
a  -h  d  ^  f  —  b  —  c  —  e, 
a  —  e  ~  f  —  b  —  c  —  d, 

pris  avec  un  signe  contraire;  de  sorte  (ju'il  ne  s'agira  (pie  de  voii- si  ce 
produit  demeure  le  même  en  faisant  toutes  les  permutations  possibles 
entre  les  six  racines  o.,  /^  r, . . .  :  auquel  eas  on  sera  assure  cpi'il  |)ourra 

être  exprimé  [lar  une  f(Uictinn  rationnelle  des  eoellicieiils  A,  H,  (". de 

l'équation  proposée. 

Pour  c(da,  je  remartjue  d'aboi-d  que  les  dix  quantités  précédentes  scuit 
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telles,  (|u'('lles  reiiiernicnl  IdiiIcs  les  permulations  possibles  entre  les 
(■iiu|  l'aciiies  h,  c,  d,  c,f,  piiisijii'eiles  ne  sont  antre  chose  (jne  les  rlifl'é- 
r'enles  valeui's  de  la  (|iianlilé 

a  -^  b  +  c  —  d  —  e.  ~  f, 

qui  résulteni  de  huiles  les  éelianges  possiiiles  entre  les  ein(|  lellres  h,  c,  d, 
e,  f,  la  lettre  d  étant  regardée  comme  fixe;  d'oii  il  s'ensuil  (|n'en  faisant 
le  produit  de  ces  dix  quantités  on  aura  une  fonction  des  racines  a.  h,  c,... 
qui  sera  telle,  (pTcUe  ne  recevra  aucun  changement  [)ar  les  pernuilations 
des  cinq  racines  h,  c,  d,  e,  /entre  elles;  de  sorte  (|n'il  suffira  de  considé- 
rer les  résultats  des  échanges  de  la  racine  a  dans  les  cin<|  antres;  et 
comme  les  échanges  de  celles-ci  entre  elles  ne  produisent  aucun  chan- 
gement dans  la  fonction  dont  il  s'agit,  il  est  clair  qu'on  ania  le  même 
résultat,  suit  qu'on  change  a  en  h,  ou  a  en  c,  ou  a  en  d,  ou,  etc.;  par 
conséquent,  il  suffira  de  considérer  une  seule  échange  comme  celle  de  a. 
en  b,  et  si  elle  ne  tait  point  varier  le  produit  des  dix  quantités  ci-dessus, 
on  sera  assuré  que  ce  produit  sera  déterminahle  par  une  fonction  ration- 
nelle des  coefficients  A,  B,  il....  de  l'équation  proposée. 

Or,  en  changeant  a  en  !>,  il  est  visible  que  les  quatre  premières  (|uan- 
tités,  où  les  lettres  a  et  ^  se  trouvent  jointes  avec  le  signe  -i-,  demeure- 
ront les  mêmes,  puisque  a-^b  est  la  même  chose  que  b  -ha,  et  que  les 
six  dernières,  où  les  lettres  a  et  b  ont  des  signes  différents,  se  changeront 
l'une  dans  l'autre  en  changeant  en  même  temps  de  signes;  d'où  l'on  con- 
clura que  le  produit  de  toutes  ces  quantités  demeurera  nécessairement  le 
même,  puisque  les  facteurs  qui  changent  de  signes  sont  en  nomiire  pair. 

23.  On  considérera  maintenant  que,  pour  avoir  les  dix  quantités  qui 
sont  les  facteurs  du  produit  en  question,  il  n'y  a  qu'à  ajouter  successive- 
ment à  la  racine  a  les  sommes  des  autres  cinq  racines  prises  deux  à  deux, 
et  en  retrancher  en  même  temps  les  racines  restantes;  d'où  il  est  d'abord 
facile  de  conclure  que,  si  le  nombre  de  toutes  les  racines  était  2».  il  fau- 
drait, pour  avoir  les  facteurs  dont  il  s'agit,  ajouter  successivement  à  la 
racine  a  les  sommes  des  autres  2«  —  1  racines  prises  «  ~i  à  «  ~  i,  et 
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eu  retrancher  t'n  nièiiie  temps  les  racines  restantes;  moyennant  quoi  le 
nombre  de  ces  lacteuis  sera  exprimé,  comme  il  résuite  de  la  théorie  des 
comliinaisoiis,  par 

(27/  —  I     2  «  —  2  ;   2  n  —  3  . . .  '  «  -i-  I  ) 
1.2.3...;;  —  I 

Ensuite  on  considérera  que,  en  changeant  a  en  h,  (juelques-uns  de  ces 
lacteurs  (leinenrent  les  mêmes,  tandis  que  les  autres  se  changent  entre 
eux  en  changeant  en  même  temps  de  signes;  de  sorte  que  pour  savoir  le 
nombre  de  ces  derniers  il  suffira  de  retrancher  du  nombre  total  celui  des 
facteurs  qui  demeurent  les  mêmes  en  changeant  a  en  b.  Or  il  est  visible 
que  ces  facteurs-ci  se  trouveront  en  ajoutant  successivement  à  la  somme 
a  -^  h  les  différentes  sommes  des  autres  in  —  2  lacines  prises  «  —  2 
à  n  —  2,  et  retranchant  en  même  temps  les  racines  restantes;  de  sorte 
que  le  nombre  de  ces  facteurs  invariables  sera  exprimé  par 


donc,  relrancliant  celte  quantité  de  la  précédente,  on  aura 
■211  —  I     in  —  2     2 «  —  3   ...(«  +  I  2 «  —  2   [in  —  3  . 


1 . 2 . 3 .  .  .  K  —  I  i  .1. .  An  —  2  j 

ou  bien,  en  réduisant  au  même  dénominateur, 

m  —  21    m  —  3  ;    2  n  —  4  -  ■  •  " 
1.2.3...  «—If 

pour  l'expression  du  nombre  des  facteurs  qui  s'échangent  entre  eux  en 
changeant  en  même  temps  de  signes. 

Ainsi  la  question  est  de  voir  si  ce  nombre  sera  toujours  pair;  or  c'est 
ce  (jui  est  évident,  car  si  l'on  divise  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par 
n  —  i,  elle  deviendra 

\in  —  3  )  1'  2  «  —  4  J  (  2  «  —  5  ...  « 

1.2.3. .  An  —  2)  '         - 
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mais  \;\  (|ii;iiiHI('' 

(2«  —  3)(?.«  —  4)(2«  —  5)...n 
1 . 2 . 3 . .  .  (  n  —  a  ) 

est  tdiijdiirs  un  iioinlirc  cnlici',  |mis(|ii('  c'csl  le  cocllicionl  dti  ''//  —  i  y""""" 
Icriiic  d'iiii  liiiiùiiic  {'\('\('  ;i  hi  |Miiss;iiic('  a/t — '^;  donc  le  doiildc  (\t' ri- 
n(»nd)i('  sera  ((uijnnrs  nroessairomcdil  un  nomlirc  piiir. 

2i.  Nous  vcn(uis  donc  de  dcinonlrcr  rigonrcuscnicnl  (|nc,  eu  considé- 
i';uil  une  éqnalion  du  degré  2'  comme  exaclenieiil  divisilde  |i;u'  une  ;uitie 
équaliou  du  degré  2'~',  le  coellicienl  M  du  second  terme  de  cidle-ci  sera 
nécessairement  déterminé  par  une  é(|uatiou  udie,  (ju'en  y  l'aisanl 

M— 

(A  étant  le  coedicient  du  second  ternie  de  la  i)ro[)osée  i,  cl  l'usuite 

il  viendra  une  transformée  en  /  d'un  degré  impair,  et  (|ui  aura  scui  der- 
nier terme  négatif  en  sorte  (jue  l'inconnue  /  aui'a  toujours  une  valeur 
réelle  positive;  moyennant  quoi  la  valeur  de  u  sera  aussi  réelle. 

Donc,  puisque  M  a  nécessairement  une  valeur  réelle,  il  s'ensuit  (13j 
que  tous  les  autres  coeiricieuts  N,  P,  Q,...  du  diviseur  en  (|uestion  auront 
aussi  chacun  une  valeur  réelle,  à  moins  que  la  valeur  réelle  de  M  ne  soit 
une  racine  multiple  de  l'éciualion  en  M;  au(|uel  cas  il  peut  arriver  (|ue 
les  valeurs  des  auti'es  coeilicients  soient  iniaginair'cs,  comme  nous  l'avons 
déjà  remarqué  plus  liant. 

[1  est  donc  nécessaire  d'examiner  ce  cas,  et  de  voir  comment  il  fau- 
drait s'y  prendre  pour  trouver  alors  un  diviseur  t()nl  ralionind  de  l'équa- 
tion proposée. 

Je  commence  d'abord   par  remarquer  (|ue  couime  //  =  \l{,  on  aura 

M  =  ^    -,  d'où  Von  voit  (jue  cha(}ue  valeur  de  /  donnei'a  deux  valeurs 

de  M,  (pii  ne  seront  jamais  égales,  à  moins  (|ne  \\)n  n'ait  /  =  o;  de  plus 
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il  est  cliiir  (|ui'  si  toutes  ces  v;ileurs  de  /  sont  inégales,  celles  de  M  le 
seront  aussi:  de  sortr  ijUf  l'f(|iiation  en  .M  n'aura  proprement  de  racines 
éi>yl('s  (|iit'  <lan>  deux  cas,  l'un  où  ré(|uation  en  /  en  aura  clic-uiéme 
d'égales,  l'auUr  oii  l'équation  en  /  aura  une  ou  plusieurs  racines  égales 
à  zéro. 

Supposons  d'abord  que  léqualiun  en  /  n'ait  aucune  racine  égale  à 
zéro,  mais  (]u'elle  en  ail  plusieurs  égales  entre  elles;  comme  cette  équa- 
tion est  d'un  degré  impair,  on  prouvera  par  un  raisonnement  semblable 
à  celui  du  n"  14  qu'elle  aura  nécessairement  une  racine  réelle  inénale, 
on  égale  d'un  oi'dre  d'égalité  uiar([ue  par  un  nombre  impair;  d'oii  il  est 
t'acile  de  coik  liiic  (|ue  l'écjuatiou  en  M  aura  aussi  nécessairement  une 
pareille  racine,  et  même  deux,  eu  sorte  que  chacun  des  autres  coefii- 
cients  N,  P,  Q aura  nécessairement  une  valeur  réelle  '13y. 

Ainsi,  quelles  (|ue  soient  les  racines  de  l'équation  en  t,  pourvu  qu'au- 
cune d'elles  ne  soit  nulle,  on  sera  assuré  que  les  coefficients  du  diviseur 
auront  tous  des  valeurs  réelles. 

25.  11  n'en  est  pas  de  même  lorsque  l'équalion  en  ?a  une  racine  nulle, 
ce  qui  arrive  quand  son  dernier  terme  se  trouve  égal  à  zéro.  Dans  ce  cas 
il  est  (  lair  (]ue  la  racine  /  =  o  donnera  dans  l'équation  en  M  deux  racines 

égales  à  -  ;  de  sorte  (|ue  chacun  des  autres  coellicients  N,  P,...  dépendra 

nécessairemeul  d'une  é(iuation  du  secnud  degré  qui  pouria  n'avoir  au- 
cune racine  réelle;  il  est  vrai  ipic  ré(juation  en  /  pourra  avoir  enctwe 
d'autres  racines  réelles,  mais  la  difficulté  consiste  à  prouver  qu'elle  en 
aura  toujours  de  udles.  En  eliét  cette  équation,  étant  divisée  par  ï,  ne 
montera  plus  (|u";t  un  degré  pair;  de  sorte  (|u'il  faudrait  démontrer,  en 
générai,  (|ue  le  dernier  ternie  sera  toujours  négatif,  ce  (jui  d'ailleurs 
n'est  |)as  vrai. 

Pijur  (hniiici  un  exemple  de  l'insuffisance  de  la  méthode  précédente 
dan>  le  cas  dont  il  s'agit,  nous  i-eprendrons  celui  du  n"6oii  l'(Ui  propose 
de  lr(Uiver  un  diviseur  du  second  degré 

X-  —  M  X  —  N  :=^  o 
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de  l'équalion  générale  du  quatrième  degré 

X*  —  Ax»  -4-  Bx-  —  C  r  +  I)  =  o. 

En  snb.siiluaul  l'expre-ssiuii  de  N  en  M,  et  faisant  ensuite 

A  +  H       A  -+-  V  ï 

M  =   =:^  —j 

1  2 

on  trouve  eette  réduite  en  t 

P-  [Z.K'—  SB)  t'-h  3  A'-  i6A=B  -^  i6B'-^  i6AC  -  64D  /  -  (A'—  4  AB  -  8Ci=  =  o, 

laquelle  a,  comme  on  voit,  son  dernier  terme  toujours  négatif. 
Maintenant,  si  l'on  a 

A'-4AB-8C=:o, 

il  rsl  clair  (|ue  l'écjuation  précédente  aura  d'abord  la  racini'  /  =  (>, 
la(|uelle  donnant  .M  =  --  on  tombera  dans  le  easijue  l'on  a  dejii  examiné 
dans  le  numéro  cité,  et  où  l'autre  eoeffieient  X  du  diviseur 

X-  —  Mx  -^  N  ^  o 
dépendra  d'une  équation  du  second  degré  cjui  n'aura  de  racines  réelles 
que  tant  que  4D  ne  surpassera  pas  (  y  —  B|  ;  de  sorte  que  d;ins  le  cas  où 

A=       B\- 


D>  .  „ 

b         2 


)■ 


le  coefficient  N  sera  imaginaire,  et  l'équation  proposée  du  (|Matrii'uic 
degré  se  trouvera  par  ce  moyen  décomposée  en  deux  é(|uations  imagi- 
naires du  second  degré,  lesquelles  seront 

X- j:  —  A  ==  o,      x'  —  —  X  -!-  i>    =0, 

2  2 

N'  et  N"  étant  les  racines  de  l'équation 

III.  64 
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Pour  avoir  donc  ik's  facli'urs  tout  réels  il  faudra  dans  ce  cas  chercher 
une  autre  valeur  de  /;  or  l'équation  en  /  étant  toute  divisée  par  t  devient 

1-—  (3A^-8B)^+3A'-i6A'B+  i6B= -t- ifiAC  -  64D  =  o, 
ou  bien,  en  substituant  à  la  place  de  C  sa  valeur  — '- — -rr^ — •, 

o 

/^-!3A'--8B)<+ (A=-4B/-64D=:.o, 

dans  la(jU(dle  on  voit  (jue  le  dernier  terme  sera  positif  si 

(A^— 4B!=>64D; 

de  sorte  (ju'on  ne  peut  pas  être  assure,  en  généial,  (jue  cette  équation 
aura  des  racines  réelles,  à  moins  que  l'on  ne  considère  la  condition  qui 
est  pai'ticulière  aux  équations  du  second  degré. 

26.  Cependant  si  l'on  observe  que  la  condition 

:A=-4B:r  >  64D 

est  celle  (|ui  rend  réelles  les  racines  de  l'équation  en  A  ci-dessus,  et  que 

la  condition  opposée 

(A'-4B)^<641) 

est  celle  (|ui  icnd  le  dernier  terme  de  ré(|uation  précédente  en  /,  négatif, 

on  en  pourra  conclure  d'abord  (|u'il  est  toujours  possible  d'avoir  pour 

les  coeiricients  M  et  X  des  valeurs  réelles. 

En  effet  : 

i"  Soit 

(A^— 4B)-— 64D=/> 

f/>  désignant  une  quantité  positive  ,  on  prendra  dans  ce  cas  l;i  racine 
/  =  o,  la([uelle  donnera 


M=-     et     N 

2 


8  "^  2  ~   8  ■ 


2°  Soit 


64D— !A=— 4B)'  =  />, 
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im  picii(li';i,  (liiiis  ce  cas,  |i(iiit'  /  la  racine  positive  de  l'équation 

P-{3A'~Sli)t~pr=o, 
et  l'on  anra  (6j 

.,      \±sfi  „       C-BM  +  AM'-M» 

2  A  —  2M 

27.  M;iis,  pour  |)onv()ir  rôsoudro  la  dillicultc  dont  il  s'agit  d'iuif  ma- 
nière générale  et  applicable  aux  équations  do  tous  les  degrés,  il  faut 
employer  d'autres  principes. 

Reprenons  pour  cd  cllcl  rc(|iiation  proposée 

x"'—  Kx'"-'  -f-  B;c"'-'  — Cx'"-'  +  . .  .=  o, 

où  m  =  2'',  et  considérons  les  deux  facteurs 

x"  —  Mx"^'  -h  N.r"--  —  P*-"--'  +  .  .  .  =  o, 
X"  —  M'x"-'  +  N'a-"-=  ~  P'x"^^ -h.  .  .-=0, 


dont  on  suppose  (|u'elle  soit  formée,  n  étant  égal  à  2'   '  =  — -.  (lu'oii 
fasse,  ce  qui  est  permis, 

M= '-,        M'=: ^5 

2  a 


c'est-à-dire  (]u'on  introduise  à  la  place  des  coeflicients  indéterminés  M, 
M',  N,  N',  P,  P',...,  leurs  sommes 

M+M'=a,     N4-N'z=(3,     P-f-P'=y,... 

el  leurs  différences 

M  -  M'  =^  /^.,     N  -  N'  =  V,     P  -  P'  =  ro, . . . , 

el  l'on  trouvera  (3)  m,  ou  2/1  équations  entre  les  m  indéterminées  a,  fi, 
Y ,  p.,  V,  w,...,  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  chacune  de  ces 

inconnues. 

64. 


508  SUR   LA    FORME   DES  RACINES   IMAGINAIRES 

nn'oil  Sll|)[)(IS('  llKlillIt'lKÎIlt 

u  =:  a  u.  ~\-  /)  V  +  c  rn  H-  .  .  . , 

a,  b,  c,...  chmt  des  euellicionls  quek'oïKjues  ;iil)iliiiircs,  et  (ju'oii  iiitru- 
(liiisc  |j;u'tout  riiiflétorminée  u  à  I;i  pliicc  d'une  (]ueleonqiie  des  indéter- 
minées ij.,   V,   z^,  .  .  .  ,    |);ir  exemple   ;i   la   piae<'  de   a,   en   suljstituant 

Il  —  Itv  —  cm  — .  .  .  ,.         ,  ,  ,.  ,       , 

au  heu  de  a,  on  aiiia  2/;  enualions  entre  les  2n  meon- 

a  '  ' 

nues  u.,  fj,  y,...,  //,  v,  trr,...,  d'où,  éliminant  les  2rt  —  i  ineonnues  y,  ,^, 
y,...,  V,  ;:?,...,  il  viendra  une  équation  en  u,  qui  sera  <lu  même  degré  et 
assujettie  aux  mêmes  eonditions  que  celle  du  n"  17,  comme  je  vais  le 
démontrer. 

28.  Dénotons  les  an  racines  de  l'équation  proposée  par 

x',  x" ,  x'" , .  .  . ,  x'-'"'\ 
et  comuie  on  suppose  que  celte  équation  soit  le  produit  de  ces  deux-ci 

X"  --  M.r"-  '  -+-  Nx"^=  —  P.r"^'  -i-  .  .  .  =  o. 

X"  —  M'jtr"-'  -t-  N'.r"-=  —  Vx"'^  +  .  .  .  r=  o, 

il  est  visible,  par  la  tliéorie  des  écjuations,  que  l'une  de  ces  équations 

aura  pour  racines  //  quelconcjues  des  2«  racines  x' ,  x" ,  x" x-"\  et 

i|ue  l'aulre  aura  pour  l'acines  les  n  racines  restantes;  ainsi  prenant  x\ 

x",  x'  ,...,  x'">  pour  les  racines  de 

X"  —  M  .r""'  -I-  N.r"-'  —  P^"-'  -i-  .  .  .  =  o, 
et  x'"^'',  x"'^-  ,  X  "^^■,...,  x'--"'  pour  les  racines  de 

X"  —  M'.r"-'  ->-  N'  x"^-  —  P'x"^'  -t-  .  .  .  ^  o, 

on  aui'a,  comme  on  sait, 

M  =  jc'  H-  x"  -i-  x'"  -(-...-)-  X'"'-, 

N  —  x'x"  -h  x'x'"  -f-  x''x"'  +  .  .  .  -r  x("-'^x^"\ 

P    —   X'x"x"'  -r-  X'x"'x"'  -h  x"x"'x'^  H-  .  .  .  -)-  X^"--'' x''"~''>  x'"\ 
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Donc 

a  —  ^'  -1-  x"  -h  x"'+.  . .  +  jr(">  +  jr("+')  -+-  x("-^'^  -+-  ^C+s)  +  .  .  .  +  x(-"'  =  A, 

(3  =  x'x"  +  x'x"'-\-  x"x"'  +  .  .  .  -h  ^("-')^('0  -f-  j;{"+Ox("+-')+  ^("+')^("+3) 

y  =  x'x"x"'  +  x'x^x^"  +  ^''^c'"^'"  +  ...-!-  ^("~=):r("-''^<"'  -+-  x("+'' jr("+"^C"+') 

_,_  ^^n+^)  ^(n+%)  y.(n-v\)  _|_  _y(n+2)  _y(„+3,l  ^(/,+l)  _j_  _       _  _,_  ^(2.,-2)  ^(2n-l  )  ^(2,,)^ 

ot  ainsi  de  suite. 

a  =  ^'  +  ^"  +  x'"  +  .  .  .  +  a:(")  —  x("+')  —  x("+^'  —  ^("+»'  —  ...  —  jrf'">, 
V  =  x' x"  +  a;'.r"'  +  x"x"'  +  .  .  .  +  x("-' ) .rC"  —  ji;<"+' )  x'"+-)  —  x("-^' >  xi"+') 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  pui.sque 

M  =  afx  +  6v-i-cro-i-... 

on  connaîtra  quelle  fonction  des  racines  x ,  x",  x'",...,  x'-'"  doit  être  la 
quantité  u;  et  de  là  on  pourra  déterminer  à  priori  le  degré  et  la  forme 
de  l'équation  en  u  par  la  considération  de  ses  racines,  lesquelles  ne  se- 
ront autre  chose  que  les  différentes  valeurs  que  la  fonction  dont  il  s'agit 
pourra  recevoir,  en  faisant  entre  les  racines  x',  x",  x'",...,  x'-"'  toutes 
les  permutations  possibles,  comme  nous  l'avons  expliqué  sulfisamment 
ailleurs.  r 

29.  Donc: 

1°  Comme  le  nombre  des  quantités  a;',  x",  x  ,...,  x'^"'  est  2n,  on  sait 
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que  le  iioiiibrc  de  loiites  les  pcrniulalioiis  possibles  sera  représenté  par 

1 . 2 . 3 . 4  •  ■ .  2  «  ; 

mais  il  csl  visiMe  ipie  les  t'oiittioiis  y.,  v,  t7>  , .  .  .  ne  cliangenl  point  de 
forme  en  faisant  tontes  les  permutations  possibles  entre  les  n  quanti- 
tés x' ,  y,  .r .r  "  ,  permutations  dont  le  nombre  est  exprimé  par 

l.2.'^.../>,  et  (|u'il  en  est  de  même  à  l'égard  des  permutations  entre  les 

autres/;  quantités  .r'"+",  ji- "+^',  cc'"^^' ,r-"';  donc,  puisque  ehacune 

(le  ces  permutations  se  combine  avec  toutes  les  autres  dans  le  nombre 
total  (U's  cond)inaisons  i .  2  .  3  . .  .  2// .  il  s'ensuit  ((ue  poui'  avoir  le  nombre 
(les  combiiiais(U]s  utiles,  c'est-à-dire  ([ui  donnent  des  expressions  dillé- 
l'entes  de  //,  il  faudra  diviser  deux  fois  le  nondire  i .  2 .  3  . . .  2 /î  par  le 
nondire  1.2.')...//,  ce  (jui  doimera  celui-ci 

1 .  2 .  3 .  .  .  2 ;i  ,  .  271  i  211  —  1 1  (  2 «  —  a  ...  n  +  1 1 

ou   ijicil 


( I  .•-'..  3 ...  «  I-  n  [  n  —  i }  i  II  —  3   ...  I 

iKMuiirc  (|ui,  en  su|)|)osant  m  =  2'  et  par  conséquent  //  =  2'^"',  sera  im- 
pairenient  pair,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  n"  16. 

2"  Il  est  clair  (|ue  si  l'on  é(diange  à  la  fois  les  quantités  x',  œ",  x"' 

x'"'  en  j;'""^'',  x"*-',  j?""^^',...,  x'-"\  dans  les  expressions  de  y.,  v,  sr , 

ces  expressions  cbangeront  simplement  de  signes  sans  clianger  de  valeur: 
donc  toutes  les  valeurs  particulières  de  la  fonction  u  seront  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires;  de  sorte  que  l'é(|uation  en  u,  dont  le  degré 
doit  être  impairement  pair,  man([ueia  de  toutes  les  puissances  impaires, 
et  pomra  se  liaiislormer  par  la  sup|iosition  de  ir  ^=  t  en  une  é(juati(Ui 
en  /  d'un  degré  impair. 

3"  On  peut  démontrer,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  des 
n"s  22  et  23,  (|ue  le  dernier  terme  de  la  transformée  en  /  dont  nous  par- 
lons sera  toujours  négatif,   étant  nécessairement  égal  au   carré  d'une 

fonction  rationnelle  des  coeilieients  A,  B,  C de  l'équation  proposée, 

affecté  du  signe  — .  Car  il  est  d'abord  clair  que  si  l'on  supposait  simple- 
ment ;/  =  'j.,  on  aurait  le  cas  des  numéros  cités,  puisque  les  lettres  a,  b, 
c,  d,...  dans  les  formules  de  ces  numéros  désignent  les  mêmes  quantités 
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que  nous  avons  roprésentécs  ci-tlcssus  par  x\  x" ,  x" ,.  . . ,  x'-"\  c'esl-ii- 
(lire  les  racines  d*;  l'équation  jnoposée. 

De  plus,  en  exauiinant  les  raisonuenwnts  des  mêmes  numéros,  il  n'csl 
pas  (lillii'ile  de  voir  (ju'ils  ne  tiennent  pas  ii  la  Curme  parliciilii-rc  dr  la 
fonction  ij.,  mais  seulement  à  la  propriété  cpi'a  celte  ("onclidn  de  dcuicii- 
rer  la  même,  tandis  (|u'imi  écliani^c  eulic  elles  les  racines  x',  x",  x'",..., 
x^"\  ou  les  racines  x^"+'\  a;"'+^),  a:'"-*"",...,  x^^"\  et  de  devenir  iie-ative 
quand  on  échange  les  ])renii(Tes  racines  dans  les  dernii'res;  or  celte  pro- 
priété a  lieu  également  dans  les  autres  l'oncli(uis  v,  ?:t,...,  cl  dans  la  l'oiu'- 
tion  générale  a/j.  + Av -t-c-ro  +  ....  comme  nous  l'avons  déjà  observé  plus 
haut;  de  sorte  (|u'on  peut  hardiment  appliquer  à  l'écpnition  ci-dessus 
en  u  ou  eu  t  les  mêmes  conclusions  qu'on  a  tnuivées  dans  les  luiméros 
cités. 

30.  Ou  est  donc  assui'e  (|ue  l'équation  en  /  aura  toujours  inie  racine 
réelle  positive,  et  (|ue  par  consécpienl  la  (|uantilé  ?/ =:  \  ;  aura  toujours 
au  moins  une  valeur  réelle.  Or,  dès  (pi'on  connaitia  la  valeur  de  la  (pian- 
tité  u,  on  pourra  déterminer  |)ar  sou  moyen  les  valeurs  des  autres  (]uan- 
tilés  X,  (î,  y,...,  [J.,  V,  zô,...,  lesquelles  sont,  ainsi  que  la  quantité  //,  re- 
présentées par  des  fonctions  des  nuhnes  racines  x',  x",  x'",...;  et  de  ce 
que  nous  avons  démontré  ailleurs  \ Xomeaux  Mémoires  de  l  Académie 
royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres  de  Berlin,  année  1771  (*)],  il  s'ensuit 
que  chacune  de  ces  quantités  v,  /5,  7,...,  a,  v,  sr,...  sera  donnée  par  une 
équation  du  premier  degré  seulement,  si  la  valeur  de  u  est  une  racine 
inégale  de  l'éciuatiou  en  //;   mais  si  cette  valeur  est  une  racine  égale, 

alors  chacune  des  (juantites  a,  [5,7 a,  v,  ts,...  sera  donnée  |)ar  une 

équation  dont  le  degré  aura  nu  exposant  égal  a  celui  de  l'egalite  de 
la  racine  u;  or  comme  «=  '^\t,  on  voit  d'abord  que  l'équation  eu  u 
n'aura  de  racines  égales  qu'autant  (juc  la  transformée  en  t  eu  aura  de 
telles,  ou  (ju'elle  aura  des  racines  nulles;  car  il  est  visible  (|ue  i  =  o 
donne  deux  valeurs  égales  à  u. 

(*)  OEi/crcs  (le  Lai^rniiffr ,  t.  III.  p.  ^z^■ 


( 
ut 

i 
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Dans  le  premier  cas,  piiis(|in'  l'équation  en  /  est  d'un  degré  impair 
(29,  2°;,  on  pourra  démontrer,  comme  on  l'a  fait  plus  haut  (24),  que 
cette  équation  ne  pourra  avoir  que  des  racines  égales  d'un  degré  d'éga- 
lité nnu'qué  par  des  nombres  impairs;  d'où  l'on  conclura  sur-le-champ 
|ue,  (juelles  que  soient  les  racines  de  l'équation  en  t,  pourvu  (ju'aucune 

soit  nulle,  on  aui'a  toujours,  non-seulement  pour  ?/,  mais  aussi  pour  cf,  ' 

(S.  V y-.  V.  777 les  valeurs  réelles;  de  sorte  (pie  les  coefficients  ;M, 

N.  P M',  .\  ,  P',...  des  deux  facteurs  de  l'éipiation  proposée  auront 

sûrement  des  valeurs  réelles  '27). 

Le  second  cas,  c'est-à-dire  celui  où  ré(iuation  en  t  aurait  quelque  ra- 
cine nulle,  présente  d'abord  les  mêmes  diincullés  (ju'on  a  déjà  considé- 
rées dans  le  n"  25;  mais  je  remar([ue  qu'à  cause  de 

M  ^  a  y.  -^  /<  V  -i^-  Cd  —  .  .  . , 

où  les  coefficients  a,  b,  c —  sont  à  volonté,  on  peut  toujours  prendre  ces 
coefficients  tels,  (|ue  le  cas  dont  il  s'agit  n'ait  pas  lieu,  à  moins  que  parmi 
les  valeurs  correspondantes  de  a,  v,  m,...  il  ne  s'en  trouve  qui  soient 
nulles  à  la  fois.  Car  supposons  que  les  valeurs  de  a,  v,  tô,  . . .  ne  soient 
jamais  nulles  en  même  temps,  en  ce  cas  il  est  visible  que  si  la  (|uantité 
/  =  II'-  a  des  valeurs  nulles,  ce  ne  pourra  être  qu'en  vertu  de  la  relation 
qui  se  trouvera  entre  les  coefficients  a,  b,  c, . . .;  par  conséquent  ces  va- 
leurs cesseront  d'être  nulles  dès  qu'on  donnera  d'autres  valeurs  aux 
mêmes  coefficients  :  ainsi  l'on  sera  toujours  le  maître  de  faire  en  s(ute 
que  l'équation  en  /  n'ait  aucune  racine  nulle. 

Il  ne  reste  donc  plus  de  difficulté  que  pour  le  cas  où  l'on  aurait  :i  la 
fois 

a  =  o,      >  =  o,      CT  =  o, .  .  .  ; 

mais  il  est  visible  ^27    qu'on  aura  alors 

M'=M,     N'  =  N,     V^?...., 

de  sorte  que  dans  ce  cas  re(iuation  proposée  ne  sera  autie  chose  que 

celle-ci 

-r"  —  M^"-'  ~  Nx"--  —  Px"-'  -I- . . .  =  o 
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('levée  iiii  ciiiTe;  |i;u'  eoiisé(|iieiil  hi  |U(i|)nsée  s';il);nssei';i  (l'elle-iiième  ;i 
Mil  degré  iiioindre  de  l;i  iiioilié,  e(  il  esl  visihie  (|iie  les  valeurs  des  edel'- 
lieieiils  M,  N,  I',...  devront  èlre  tdiiles  lalioiiiiidies,  el  par  eoiisé(|iieiil 
réelles,  autreiiieiil  il  sei'ail  inipussihle  (|ue  l'équaliuii 

X"  —  M.X"-'  +  N X"-''  —  Vx"~'  + . .  .  —  o, 

élaiil  élevée  au  carié,  deviiil  ralioimeile  el  e(iiiij(aral)le  ii  la  proposée 

x'"'  —  Kx'"'-  '  +  ^x"'—''—  dx'^"  ^  +  . .  .=  o. 

D'ailleurs  il  esl  laeile  de  prouver  que  les  conditiuiis 

p.zzzo,     v^o,     ro  ;=  o, . . . 

eiiipoi'Ieiil  iieeessaireiiieiil  l'égalité  entre  les  racines  x' ,  x'\  x" ,...,  x^"^ 
el  les  racines  x"'^^\  x^"*-\  x'"^^\...,  x^-"-,  en  sorle  (pie  la  proposée  du 
degré  m  =  2?;  aura  toutes  ses  racines  égales  deux  à  deux,  et  pourra  par 
conséquent  s'abaisser  à  une  équation  du  degré  n  qui  aura  les  mêmes  ra- 
cines, mais  simples  et  inégales. 

Ainsi  toutes  les  dil'iicultés  sont  résolues,  et  il  ne  reste  plus  rien  à  dé- 
sirer pour  la  démonstration  complète  du  Théorème  qui  fait  l'objet  de  ce 
Mémoire.  Nous  allons  le  terminer  par  donner  un  Exemple  de  l'applica- 
tion de  la  méthode  qu'on  vient  d'expliquer. 

31 .   Soit,  comme  dans  le  n"  6,  l'équation  générale  du  (|uatrième  degré 

x''  —  Pix'  -h  Bx'  —  C.r  -I-  D  =  o 

i|u'(Ui  se  pro|)ose  de  décomposer  en  ces  deux-ci 

x''—Mx-hfi  =  o,     X'  —  Wx  -^  N'  =  o  ; 

en  comparant  terme  à  terme  le  produit  de  ces  deinières  avec  celle-là,  on 
aura  d'abord 

M-hM'=A,     MM'  +  N-+-N'=  B,     MN'-i-M'N  =  C,     NN'=1); 
III.  G5 
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el  l;iis;iiit 

2  2 

2  2 

(III  :iiii':i 

a  =:  A,  a-  —  \j.-  +  4(3  =^^  4 B, 

d'oii  l'on  liif  «l'iilioid 

a  =  A,     (3=r^i ^^ ^; 

siihstiliKiiil  ensuite  ces  valeurs  (hiiis  les  deux  dernières  é(|uati<iiis.  nii  ;im;i 

A/y.'  -  4pv  —  \'  +  4  AB  -  8(:  =  o, 

u*  -(-  a   4 B  —  AM  a-  —  ilJv-  -i-  1 4 B  —  A'  /'  —  (34U  =  o. 

On  fera  maintenant 

(/  =L  ajj.  +  hv, 

el  snlisliluant ,  par  l'xeiliple.   -. — -  ii  la  |daee  de  v.  on  aura  ces  deux 

e(liiati(Uis-(i 


4  «  \          4  'j-  't      .       / . .. 
A  -  i-  )  «•■  -  ±^ v  4-  4  AB  -  se  =  o, 


y.'  +    8B  —  •?  \- 


d'où  l'on  cliassera  a  pour  avoir  une  réduite  en  u. 
Supposons,  pour  aliréi^er, 

iA'-4AB+8(:   :^-F, 

4B     s.'  —  (nD^ti, 

86-B  —  2  6'A--   i(iM-=g-, 


on  aura 


y  y.*  —  ^u.u  —  h¥  -~-  o, 


donc 


doiu 
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4«M  -r-  bF 

64L/.M'         iG^Fm-         Hbïau        b'¥' 

'      /'       /'        r       r 

6^b'ixu'-t-j6b'Fu'-i-8fb'Fij.u  +fl>'F'- 


d'iiii  l'on  tire 

_       |6  b'F—p  u' -i-fb'F'-hf'ghF  -hph'fj 
l^  —  ~  64 bHû  -^  ^fu   2b'F  -t-  gf-h  Haf' 

ainsi  il  n'y  anra  plus  (|ii'ii  siiljsliincrcctic  valeur  dans  la  |ui  inii'ic  f(|iialion 

fu.^  — 4,"«—  ''F  =  o, 

et  Ton  aura  cette  équation  finale 

/[16  A'F  -/^)  u'^bfib'F'+fgF  -f-bG  Y 
-hi6[i6(b'F-f'!u'+bf{b'F'-hfgF-i-pbG,] 
X[i6b'if-+f-îb'F-hgf-^8af-!]u' 
—  'i6bF  [i6b'ii'  -^f   2b'F  ^  gf-h  Srtp]Yu'=  o, 

laquelle,  étant  ordonnée  par  rapport  à  u,  montera  au  sixième  degré  et  ne 
contiendra  que  des  puissances  paires  de  m;  de  sorte  qu'en  taisant  //-  =  /. 
on  aura  celle-ci  du  troisième  degré 

où  l'on  voit  que  le  dernier  terme  est  un  carré  avec  le  signe  —,  de  sorte 
que  la  quantité  /  aura  toujours  une  valeur  réelle  positive;  on  voit  de  [)lus 
qu'à  moins  qu'on  n'ait  à  la  fois  F  =  o  et  G  =  o,  on  pourra  toujours  faire 
en  sorte  que  /  n'ait  aucune  valeur  nulle:  car  il  n'y  aura  (|u'à  prendie  a 
et  b  de  manière  qu'on  ait 

b>F'-i-fgF-r-f'bG:>  ou  <o; 

65. 
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j(^  (lis  à  moins  que  F  ot  G  ne  soient  nuls  ;i  la  l'ois,  car  il  est  visible  (|u'al()is 
la  (|nantité  dont  il  s'agit  sera  toujours  nulle,  quelque  valeur  qu'on  (hinne 
à  a  et  h;  mais  alors  on  aui'a 


C: 


AB  _  k- 


B        A=\- 


»  =  ("-f) 


et  l'équation  |)ro})osée  deviendra 
x'—  Ax'+  B^' 


AB        An  /B        A'\^ 


o, 


laquelle  est  évidemment  le  carré  de  eelle-ei 


A 

2 


B        A' 


SUR   LES 


RÉFRACTIONS  ASTR(l\OMIUl  ES, 


SI K    LES 


RÉFRACTIONS   ASTRONOMIQIES. 


(  Nnin'eaiu:  Métuniies  dv  l'Acndcinic  royah  dis  Scicmcs  et  Jlcllf'-I.cllres 
dp  Berlin,  aimn"  1772.) 


I .  On  sait  que  les  rayons  (jui  traversent  ()l»li(|ucnicnt  iidln-  alniosphèn' 
se  détournent  de  la  ligne  droite  et  décrivent  deseourbes  eoncaves  vers  la 
surface  de  la  Terre,  en  sorte  qu'ils  nous  parviennent  tpujours  dans  une 
direction  moins  inclinée  à  l'iiorizon  que  celle  suivant  la(|uelle  ils  sont 
entrés  dans  l'atmosphère. 

Le  changement  (|ui  l'ii  résulte  dans  la  hauteur  appareule  des  astres  est 
ce  qu'on  nomme  en  Astnuiomie  réfraction  céleste,  parce  (|u'eu  ellél  il 
n'est  dû  qu'à  la  réfraction  continuelle  que  soutirent  les  rayons  en  péné- 
trant dans  les  couches  successives  de  l'atmosphère,  lesquelles  augmentent 
toujours  de  densité  à  mesure  qu'elles  s'approchent  de  la  Terre.  (]c  phé- 
nomène n'a  pas  été  tout  à  fait  inconnu  aux  anciens  Astronomes,  mais  les 
modernes  sont  les  seuls  (|ui  l'aient  examiné  avec  assez  d'exactitude  pour 
pouvoir  en  tenir  compte  dans  leurs  observations. 

Nous  ne  ferons  point  ici  l'histoire  des  liavaux  des  difféi'euls  Astro- 
nomes qui,  depuis  Tycho-Brahé  jusqu'à'présent,  se  sont  applicjués  à  la 
détermination  de  cet  élément  :  notre  objet  est  uniquement  d'examiner 
cette  matière  par  la  théorie  et  d'après  les  données  que  les  nouvelles  ex- 
périences de  M.  de  Luc  "j  peuvent  fournir  relativement  à  la  loi  de  la 
dilatation  de  l'air  dans  les  dilférentes  couches  de  l'atmosphère. 

(*)  Heilie/ilips  SKI-  les  modijicaliniis  de  l'iiinio.sfjlièie,  etc.  Genève.  177'^. 


520  SLH    LES  REl-U ACTIONS 

2.  Si  ht  siiiriicc  lie  la  Terre  était  plane  et  (lue,  par  couséquenl,  les  dif- 
(erciiles  (•(•uclies  de  ratmos|»lii're  dont  la  densité  est  iiiiifuinie  le  fussent 
aussi,  il  n'y  aiitail  aucune  diUiciilté  à  déteiiuiner  l'effet  de  la  réfraction 
d'un  rayon  (|ui  Iravciserait  l'aliuospliiTc  scuis  un  angle  quelconijue ;  car 
il  est  deniontiw'  (|ue  la  r(''IVa(tion  seiail  la  niéme,  dans  ce  cas.  qnc  si  le 

ia\( nirait  immédiatement  dans  la  cou(  Ih'  la  [dus  liasse,  cl  par  consé- 

(|uenl  la  plus  dense  de  l'almosphère ,  sans  passer  par  t(jiites  les  autres 
couches  intermédiaires;  de  sorte  (pu',  c((mme  on  connait  par  expérience 
la  |)uissance  refractive  de  l'air  pour  une  densité  (pielconrpie,  et  qu'on 
peut  avoii-  à  (  luHjue  instant,  par  l'ohservation  du  liarométre  et  du  ther- 
uionii'tre.  la  densité  actutdie  de  l'air  dans  le  lieu  de  l'observation,  on 
serait  assuré  de  pouvoir  toujours  déterminer  exactement  la  cpuintité  de 
la  i'('dVaction  astronou}i(pic  puni-  telle  hauteur  des  astres  (pi'on  voudrait. 
.Mais  il  n'en  sera  [)as  de  même  si  l'on  a  egar'd,  c(unme  (ui  doit,  ii  la  ron- 
deur de  la  surface  de  la  Teri'C ,  et  par  ((Uiscquenl  aussi  ii  cidie  des  difl'é- 
rentes  couches  de  l'atmosphère.  Dans  ce  cas,  l'ellét  total  de  la  réfraction 
dépend  de  la  réfraction  particulii-re  de  chaque  couche,  et  l'on  ne  peut  le 
déterminer  sans  connaître  la  nature  de  la  courbe  niéuu'  (jue  décrivent  les 
rayons  de  la  lumière  en  traversant  toute  l'atmosphère;  mais  pour  cela  il 
faut  connaître  auparavant  la  pnq)(irti(Ui  s(don  laqutdie  l'air  est  ditférem- 
ment  compiimé  ;i  dilférenles  hauteurs,  parce  que  la  vertu  rélVactive  de 
l'air  varie  toujours  avec  sa  densité.         « 

3.  Voyons  donc  d'ahoi'd  ce  tpu'  l'expéiicncc  et  la  iheiuie  peuvent  nous 
donner  de  lumières  sui'  ce  sujet. 

M.  Mariette,  et  après  lui  MM.  Amontons  et  Hawkshee.  ont  tr(mve.  par 
des  expériences  réitérées  et  aussi  exactes  (pTil  est  possible.  (|ue  l'air  se 
<'oin|)rime  ii  [troportion  des  poids  dont  il  est  cbariic.  en  s(Ulc  cpu'  l'élas- 
ticité de  l'air,  (pii  est  nécessairement  pr(qi(Uli(Uin(dle  au  poids  com|)ii- 
maut,  l'est  aussi  ii  sa  densité;  mais  cette  priqiorlion  ne  subsiste  <pu'  tant 
que  la  chaleur  de  l'air  est  la  même,  car  les  deux  derniers  Physiciens  ont 
trouvé  ensuite  que  (piand  la  chaleur  de  l'air  augmente,  la  densité  restant 
la  même,  son  élasticité  augmente  aussi  dans  la  même  proportion  :  d'où 
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il  s'ensuit  (nrcii  i;ciiri;il,  r('l;isli(  ilc  de  l'air  est  en  l'iiisoii  composée  (lésa 
densité  et  de  la  «lialcur  (jiii  y  ri'i^ne. 

Or,  comme  le  ressort  de  l'air  dans  un  lien  (|n(d(on(|Me  est  toujours 
nécessairement  pi'oportionncd  ii  la  hauteur  du  haromiMre  dans  ce  même 
lieu,  on  pourra  prendre  celle  hauteur,  que  nous  désii;nerons  par  j',  pour 
la  mesure  de  l'élasticité  d<'  l'air;  par  consétpuMit .  si  l'on  désigne  de  pins 
par  'î  la  densité  de  ce  nuMue  air,  et  par  o  sa  chaleur,  on  aura 

y^=z  nioo, 

m  étant  un  cociïicienl  eonstani  (pii  doit  elre  deteiuiiiié  par  l'expérience. 
Maintenant  si  l'on  nomme  a-  la  hauteur  du  lieu  au-dessus  du  niveau  de 
la  mer,  où  la  hauteur  du  haronii'tre  est  >-,  il  est  clair  «pi'en  considérant 
une  colonne  verticale  d'air  dont  la  hauteur  soit  infiniment  |)etite  clx,  on 
aura  —dy  pour  la  hauteur  de  la  petite  colonne  de  mercure  (pii  y  fera 
équilibre  (je. donne  le  silène  —  à  la  dilTérentielle  dj,  parce  (|ue  y  dimi- 
nue pendant  que  .r  aui;'inente)  ;  par  conséquent,    —  -j-  sera  le  rapport 

de  deux  volumes  également  pesants  de  mercure  et  d'air,  c'esl-à-dire  le 

rapport  des  gravités  spécifiques  ou  des  densités  de  l'air  et  du  mercure; 

en  sorte  que,  prenant  la  densité  du  mercure  pour  l'unité,  on  aura  celle 

de  l'air 

â  =  -^- 
dx- 

Donc,  substituant  cette  valeur  dans  l'écjuation  y  =  mo'^,  on  aura  celle-ci 

dy dx 

par  bniuelle  on  pourra  connaître  la  relation  entre  les  hauteurs  y  du  ba- 
romètre, pourvu  qu'on  connaisse  quelle  fonction  la  quantité  9  est  de  ce 
ou  de  y;  mais  cette  dernière  connaissance  nous  manque  encore,  et  M.  de 
Luc,  qui  a  fait  beaucoup  de  recherches  savantes  et  utiles  sur  cet  objet, 
avoue  qu'il  n'a  rien  trouvé  là-dessus  qui  ait  pu  le  satisfaire. 

Cependant  cet  habile  Physicien  a  découvert  à  posteriori  une  règle  assez 
simple  pour  corriger  les  hauteurs  des  lieux  déduites  des  observations  du 
m.  66 


522  SUR    LES   KÉKKACTIONS 

Itaroini'lic.  suivanl  les  variations  do  la  clialcui'  de  l'air;  cl  ccUe  règle 
inôiiic  pdiirrail  servir  à  ilccoiivrir  la  loi  (ic  ces  variations  à  diUérentes 
hauteurs  :  c'est  ce  (|u'il  est  bon  de  développer. 

'( .  M.  de  Luc  trouve  d'abord  (jue  lors(iue  la  chaleur  de  l'air  est  telle, 
(]ue  il'  therinomètre  vulgairement  dit  de  Réauniur  est  à  i6"f ,  la  dilTé- 
reuce  des  logarithmes  tabulaires  des  hauteurs  du  baromètre  exprimées 
en  lignes  (ces  logarithmes  étant  regardés  comme  des  nombres  entiers) 
donne  assez  exactement  en  millièmes  de  toises  la  différence  de  hauteur 
des  lieux  où  le  baromèlre  a  ete  observe;  de  sorte  qu'à  propremeiit  parler, 
la  différence  des  logarithmes  multipliée  par  looooooo,  c'est-à-dire  par 
dix  millions,  est  égale  à  la  dill'erence  des  hauteurs  des  stations  expri- 
njées  en  millièmes  de  toises,  ou,  ce  (jui  revient  au  même,  la  différence 
des  logarithmes  des  hauteurs  du  baromètre  exprimées  en  lignes  donne 
la  différence  meuie  des  hauteurs  des  lieux  exprimées  en  dizaines  de  mille 
toises. 

Hnsuiie  M.  de  Luc  trouve  ([ue.  lors(]ue  le  thermomi-lre  est  au-dessus 
ou  au-dessous  de  f()"|,  la  correction  à  faire  à  la  différence  de  hauteur 
trouvée  par  le  calcul  précédent  pour  chaque  degré  du  thermomètre  est 
à  cette  différence  mémo  dans  la  raison  constante  de  i  à  210  voyez  t.  11. 
n"*588  et  G07;. 

Ces  données  vont  nous  servir  pour  delermiuei'  la  constante  m  dans 
l'éijuation 

)■         nto 

trouvée  ci-dessus,  ainsi  (|ue  l'expressiim  de  la  chaleur  ç  eu  deorés  du 
thermomètre. 

Car,  en  suppiisant  la  (juantité  9  constanti'.  l'intégi'ation  doiniera 

los6  ~  logr= ; 

m  o 

eu  dénotant  |)ar  ù  la  hauteur  du  banuuètre  ipii  repond  a  hi  liauleiir 
x  =  a:  il'oii  l'on  voit  (pw  la  différence  des  logarithmes  d(>s  hauteurs  h 
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cl  y  (lu  haronièlii'  est  pruportioiiiiclli'  ii  la  difïV'rt'iice  x      a  de  iiaiilcui 
(les  deux  slalions. 

Or<  si  l'on  suppose  que  la  chaleur  o  soil  celle  (|ui  répond  a  16"  |  du 
thermomètre,  et  (ju'on  prenne  cette  chaleur  pour  l'unité;  (]u'on  exprime 
de  plus  les  hauteurs  b  et  r  du  haromclre  en  lignes,  et  les  hauteurs  a  et  x 
des  lieux  en  dizaines  de  mille  toises;  qu'enfin  on  réduise  les  logarithmes 
hyperholiques  log/>et  logyeii  tabulaires,  en  lc>  divisant  par  le  loga- 
rithme hyperbolique  de  10,  et  désignant  ceux-ci  par  la  caractéristique  F.. 
on  aura  l'équation 

1  ;        T  X  —  u 

miogio 

laquelle  devra  se  réduire,  suivant  .M.  de  Lue,  à  celle-ci 

L  6  —  Lr  ^=~  X  —  (i; 

en  sorte  qu'on  aura  m  logio  ==  i ,  c'est-à-dire 

m  = r=  0,4  3ia  q45. 

lOgl.O  '^    -r    rrr 

Dénotons  maintenant  par  t  le  nombre  des  degrés  du  thermomètre  au- 
dessus  de  16° |,  auxquels  i-épondra  une  chaleur  quelconque  '^,  et  il  est 
l'acile  de  voir  qu'on  aura,  suivant  31.  de  Luc,  l'équation 


,Li-Lr:(.+  ^^)=^-«. 


savon- 


LA  ~Lr 


et  par  conséquent 


t 

2l5 


Ainsi  l'équation  différentielle  entre  x  et  y  deviendra 

dy       rfxloaio 


66, 
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où  il  IIP  s';i^fn;i  plus  (]iir  d'aviiir  l;i  vrilciir  de  /  en  r  ou  en  v;  mais  c'est 
ce  qui  n'est  pas  aisé  :  car.  (|uoi(iu'il  soit  couslanl  que  la  chaleur  va  en 
iliuiinuant  dans  raluiosphère  a  inesuie  qu'on  s'élève  au-dessus  de  la  sur- 
t'acc  de  la  Tcitc.  on  n'a  pu  découvrir  encoïc  ni  pai'  la  théorie  ni  par  l'ex- 
pericnce  la  loi  de  celte  diminution. 

5.  \e  pouvant  donc  nous  Ihitter  de  connaître  la  viaie  valeur  de  t  en  x, 
nous  sommes  réduits  à  ciuploycr  des  hypothèses  et  des  approximations. 

Et  premièiement  il  est  (  hiir  (lue  le  terme  -—^  ne  saurait  varier  heau- 

'  >i5 

coup  dans  toute  l'étendue  de  l'atmosphère;  car,  comme  /  ex[)rime  des 
degrés  du  thermomètre  de  Réaumur.  au-dessus  ou  au-dessous  du  terme 
de  i()"|,  quand  on  donnerait  à  /  une  variation  de  G5  degrés,  depuis  le 
has  jus([u'au  haut  de  l'atmosphère,  ce  qui  serait  sûrement  excessif,  parce 
(|u'eii  supposant  la  chaleur  au  has  de  ratnn)sphère  de  2.5  degrés,  on  au- 
rait pour  le  haut  de  l'atmosphère  un  froid  de  \o  degrés  au-dessous  du 
(crme  de  la  c(Uigélation,  on  n'aurait  pourtant  (|u'environ  —  pour  la 
plus  gramh'  valeur  i)ositive  de  — ^^  et  environ  —  -7  pour  la  plus  m-aude 
valeur  négative  de  la  même  (juantité.  A  plus  forte  raison  la  variation  du 
lerme  ^^-^  sera  fort  petite  dans  l'étendue  de  l'atmosphère  (|ui  répond  à 

la  hauteur  de  nos  plus  hautes  montagnes;  en  sorte  que,  quand  il  ne  sera 
question  que  de  mesurer  l'élévation  des  nH)ntagnes  par  le  moven  du  ha- 
romètre,  on  pourra,  sans  erreur  sensihle,  regarder  la  quantité  t  comme 
constante,  et  pour  plus  d'exactitude  on  pourra  prendre  pour  t  le  degré 
moyen  entre  ceux  (|u'on  aura  ohservés  aux  deux  extrémités  de  la  hauteur 
(pi'il  s'agit  de  mesurer. 

Ainsi,  nommant  c  et  /  les  degrés  ohservés  aux  deux  stations,  où  les 
haulcuis  du  haromètre  sont  h  et  v,  on  aura,  pour  la  distance  perpendi- 
culaire ,r  —  <i  d'une  station  it  l'auli'c.  la  (pianlile 

.  c  ^  t  ,         ,  , 

eu  |)reuant       —   |)(Uir  la  valeur  movennc  de  /. 
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Celte  règle  esl  la  mriiic  (|ii('  (■clic  (|iii'  M.  de  l.iic  a  li'oiivée  à  posteriori, 
et  (|ui  s'aeconle  lrès-l»ii'ii  avec  les  observations,  coiniiif  on  |)eiit  le  voir 
par  le  tableau  qu'il  en  a  donne  dans  le  r,ba|iitre  V  de  la  (|iialiii'n)e  l'arlie 
(le  son  Ouvi'aefc. 

H.  Si  l'on  pouvait  regarder  celte  ri'gle  coninie  tout  ii  tait  exaelc,  il  ne 
serait  pas  dilïieile  d'en  déduire  la  véritable  loi  de  la  diininulion  de  la 
chaleur  de  bas  en  haut.  M.  de  Luc  parait  croire  cpie  cette  règle  suppose 
que  la  chaleur  diminue  en  progression  aritliméti(|ue  l'Article  658  de  son 
Ouvrage j;  mais  on  va  voir  (pie  cette  conclusion  n'est  pas  exacte. 

L'équation  donnée  par  la  règle  précédente  est  celle-ci 

I  L/<  —  L)-i  1  I  H p  \  ^  X  —  a, 

\  2.2l5J  , 

OU  bien,  en  réduisant  les  logarithmes  tabulaires  Lb,  Lv  aux  logarithmes 
hyperboli(|ues  \ogb,  logy,  en  mnilipliant  ceux-là  par  logio, 

ilogb  —  logj-,  h  +  ~ gj  —{x  —  a]  logio; 

d'où  l'on  tire 

log6-logj=- ^^-^, 


et  dilîérentiant 


2.3l5 

dr 

d"" 

—  a   \og  lo 

y 

C-H  / 

2.2l5 

mais  on  a  par  l'équation  fondamentale 

dy  ' dx  log  I  o 

'-< — s 

3.10 

donc  il  viendra  l'équation 

X  —  a  dx 

d 


c  -h  t  t 

2  .  2  1 5  2  I  5 


par  laquelle  on  pourra  déterminer  t  en  x,  en  observant  que  /  =  c  lors- 
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que  X  ^^  a;  cclU-  équation  donne 


('^ïfsj 


dx  \'       2i5l  dt  I  dt 


X  —  a  I         c  ^  t  \        t  —  c        2 . 2 1 5  c  -^  t 

I  /  ~  C       I  J- 


>  1.1.\Zt  j 


2  .  2  I  5 

(Iniil  I  iiilciirale  est 

\n%  X  ~  a  =  loe  '  /  —  c   —  log  (  1  +  -  "^-r  )  —  loeA . 

\  2.210/ 

/■  l'taiil  une  conslanU'  arl)ilrair(';  d'où  l'on  lire 

X  —  a^k  t  —  c   {\  ~ =  \  ■ 

\  2.2l5/ 

et  comme  en  faisant  t  =  c  on  a  déjà  ar  =  «,  il  est  rlau  que  la  constante  c 
demeure  à  volonté. 

Si  l'on  néiîliiïe  le  ternie  — — r  vis-à-vis  de  l'unité,  on  a 

^      ^  2  .  2  I  5 

X  —  a 

c'est-à-dire  que  les  dillérences  de  chaleur  sont  propoilionnelles  aux  dil- 
férences  de  liauteur,  en  sorte  (jue  les  hauteurs  étant  prises  en  j)rogres- 
sion  arithmétique,  les  degrés  de  chaleur  le  seront  aussi;  mais  on  voit 
|)ar  notre  formule  que  cette  loi,  ((ui  est  celle  de  M.  de  Luc,  n'est  vraie 
(|uc  par  appr(Jximation. 

7.    Si  l'on  voulait  tiouver  une  relation  entre  /  el  v,  il  n'y  aurait  (]u'à 
faire  pour  plus  de  simplicité  log  v=  ;  et  log7>  =—  /  ptuir  avoir  d'un  coté 

„  X  —  a  loaio 

2  .  2l5 

et  de  l'autre 

,        (/.rloaio 
—  dz  -     - 


t 
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cl  I  ou  Irouvcriiit 
ilx  lop  m 


(./■ 


I  + 


:^)1-^-  ''^(/^.Ts) 


d'oii  Wm\  tiicijiil  r('(|u;i(i(iii 


fit 


laquelle  douue  p;H'  l'iulégratiou 

c  —  t  ^  Il  (/—  3  :  =;  /,   log/j  —  lug  r); 

(le  sorte  (|ue  les  ilill'érenees  de  ciudL'ur  sciaient  |)i()|iiirlioiiMelies  aii\  dil- 
férenees  des  logarithmes  des  liautenrs  l)aroni('lri(|ues. 

Il  est  remarquable  (|ue  celle  loi  est  celle  (|ue  iM.  de  Luc  a  irouvce  pour 
la  chaleur  de  reau  i)ouillante  à  différentes  hauteurs  ((Ihapilre  VI  du  Sit/j- 
plémenl j\  uiais  comme  cet  Auteur  a  observé  qu'il  u'v  a  aucune  relation 
tixe  entre  la  chaleur  de  l'eau  bouillante  et  celle  de  l'air,  on  est  en  droit 
d'en  conclure  que  la  formule  précédente  n'est  nullement  exacte;  et 
qu'ainsi  la  règle  que  donne  M.  de  Luc,  pour  la  correction  des  hauteurs 
déterminées  par  les  observalious  du  baromètre  en  consé(|uence  <ic  la  va- 
riation de  la  chaleur,  n'esl  pas  tout  à  fait  rigoureuse,  mais  seulement 
approchée. 

8.  Comme  la  chaleur  de  l'air  dimiiuie  hnijours  ii  mesuic  t|u'on  s'élève 
au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre,  il  est  visible  que  l'hypothèse  la  plus 
simple  qu'on  puisse  faire  relativement  à  cette  diminution  est  celle  oii  l'on 
suppose  que  la  chaleur  décroisse  en  progression  arithmelicjue;  ainsi  il 
est  bon  de  voir  aussi  les  résultais  que  cette  hypothèse  doit  donner. 

Supposons  donc,  en  général. 

t  =  p  —  qx, 

et  si  l'on  nomme  c  et  y  les  degrés  de  chaleur  qui  oui  lieu  aux  hauteurs  a 
et  a,  on  aura  les  deux  éijualions 

c  ■=  p  ^  qa     et     y  ^^  p  —  q  x, 

'lesquelles  serviront  à  déterminer  les  deux  constantes  p  cl  y. 


528  SUR  LES   RÉFRACTIONS 

SubsliliKiiil  (loue  crtte  valeur  (le  t  dans  l'équation  dUléienlielle 

dr       dxXo^io 


''■  .  +  ^ 


(lu  n"  i,  elle  deviendra  ceile-ei 

dy  rf^kjgio 


)  w  —  qx 

I  -H  '         ' 


ii5 
dnni  rinl(''i;rale  est 

,      6       2i5  loKio  ,  /i 

log  -  = —  log , 

2l5 

^■elanl  une  cunsiante  qu'il  faut  dt'terniiner  en  sorte  que  lorsque  t  = /> 
on  ait  a-  =  a,  ce  qui  donnera 

b       2i5 log  lo  ,  2i5 

log  -  = ~ —  log 


2l5 

et  de  là 


,r        I  2 1 5       \  /  (j      X  —  a  \      '/ 


I 


h        \  p  —  (Ifi   }  I  2 1 5  c 


d'où  l'on  tire 


c  \  '-li 

X  —  a^  I  I  H ^ 


11b  j  q 

2l5 


Si  la  quanlit(!'  — ~- était  infiniment  petite,  on  aurait 

*  2  10  lug  lO  ' 


.-f^V"^'^"°=-_^-io.4:  =  -^L^ 


donc 


///  ~       2i5logio'"*^  b  "  2l5  ^  >•' 


JT  —  «  =    (  I  H ^  1   L  -  • 

2l5/        )• 
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C'est  le  cas  où  la  clialcur  t  serait  constant*'  et  r^alc  à  c\  cp  (|iii  s'accorde 
avec  ce  qu'on  a  trouvé  plus  haut. 

Ainsi  cette   (brniule  approdiera  d'autant   plus  d'être  exacte  que  la 

quantité  — f^      ^<''';'  pl'i^  i)elile.  Or  on  a 
'  aïologio  '         ' 

c  —  y 

q  = ^» 

^       «  —  a 

où  c  —  y  est  la  diirérence  de  clialeur  qui  répond  à  la  dillerence  de  hau- 
teur «  —  a;  donc  si  l'on  prend  pour  l'un  des  ternies  de  la  clialeur  la  tem- 
pérature des  caves  de  l'observatoire  (jui  est  d'environ  lo  dei^rés.  et  pour 
l'autre  le  froid  de  la  glace  qui  est  à  zéro  du  lliernioniètre,  on  aura 

c  —  y  =  I  o"  ; 

et  si  l'on  suppose  que  la  hauteur  à  la(|uelle  ri'gne  iiatiu-elleuient  ce  froid 
soit  de  2  000  toises,  ce  cjui  est  peut-éire  trop  fort,  on  aura 

lOOOO  I 

a  —  a— =  T  ; 

2  ooo  5 

donc 

^  =  5o, 

et 

a  I       , 

— zrr =  —     a  peu  près. 

2l5iOgIO  lO 


Si   l'on   veut   juger  combien   la   quantité    '— ^  (v)  s'éloigne  de 

— r-r-^ — loe;v  pour  une  valeur  donnée  de  — ^-p '  il  n'y  aura  qu'à 

2l5lOgIO        ^b     ^  2l5l0gIO  ■  ' 


supposer 


?i:)IOBi 


■-ly) 


et  I  on  aura 


et  prenant  les  logarithmes 


/,'  -'-'' 


—  logr  =  -^  logii  —  z); 


2l5  log  lO  b 

m.  67 
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(Ml  sork'  (jLie  la  (lilI't'iTiice  tlicrcliée  sera 


Z'  2-'  3' 


loge-.)-.  =  -+3  +  ^ 


loiijiM'  3  est  <C  •• 


Otic  (lillV'i'ciicc  sera  donc  d'aiilaiil   plus  |ictil('  ([lie  r-  sera  |iliis  |i(iilc,  et 
paf  (■<>iisc(jii('iil  (|Mc  j  sera  plus  yraiidc.   Ddiic  V\  ia|i|)i)rl  de  relie  dille- 

leiice  il  la  (luaiilité  — — --^ —  loyy  seia  iiiiis  iietil  (iiie à  cause  de 

'  ■>. i5  Jog  lo      ^  ft  '         '  '        ?.  —  z 

—  log  1  I  —  Z  I  > 


D'dii  il  s'eiisiiil  (lu'eii  eiiiplovaiit  la  luniiiile  (|iii  rcsiille  de  iKilre  liv|>(i- 
lliese  |Miiii' calculer  la  hauteur  des  iii(tiilai;iies,  l'ecarl  sera  d'aulaiil  plus 

i^raiid  (pic  la  (piaiililé  y  sera  plus  pelile,  mais  sa  plus  jurande  valeur' sera 

toujours  uioiudre  cpu' 

'/ 

''   -y-  \    3ll>lug  10 


y  \  '" 


du  total.  ()i-  c(uuuic  la  plus  i^rande  liauteur  oii  l'cui  ait  moule  est.  sui\aul 
.M.  de  la  (juidamiue,  celle  du  (ioiae(Ui.  montai;ue  de  la  C.oi'didii'rc  qui 
est  élevée  au-dessus  (\[\  niveau  de  la  mer  de  2/170  toises,  et  cpi'ii  cette 
liaiiteiir  le  nnucurc  se  tenait  ii    1  1  p(uices   10   lij^nes.   il  s'ensuit  (\[\r  la 

[iliis  pelile  valeur  de  y  (pu'  r(Mi  puisse  jamais  a\(»ir  ii  calculer  sei'a  tou- 
jours |)lus  grande  ijue      •  Or  iii'en;iut  y^^-,  el  faisant  ((imuu' ci-dessus 


q  —  5o     cl      —-J =  — , 

aiStogio         10 


(Ui  lidiive  z  =  «),o()7  ;  donc 


z       _    ^7     _    ' 
a  —  z         rg33        î.y' 
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(le  S(irlc  (|ii('  MIT  une  IkiiiIcih-  de  2  'lyo  Iniscs  (iii  ;iiii;i  une  cireur  iiKiiinlrr 
(|iie  (S'i  loiscs. 


tiigncs  (le  riùii()|ie,  on  Irouve  z-  =  (),<)'>.  et 


Si  ['((Il  fuit  -.   :     V'  ee  (|ni  est  ii  peu  pivs  le  ciis  des  jiliis  li;iiiles  niKii- 


yinsi  sur  une  lunileur  de  1  ooo  loises,  ielle  (|in'  celle  du  Monl-d'Oi'  en 
Auverifiic,  où  le  mcreiirc  s'est  soutenu  ii  euvir(ui  -.va  ponces,  l'erreur  sera 
moindre  (|ne  1  ">  loiscs. 

D'oii  r(Ui  voit  (|in'  la  lorinnle  résultante  de  notre  livpotlièse  de  la  dimi- 
nution de  la  (  lialenr  en  progression  aritlinieti(|nc  donnera  |)our  la  hau- 
teui-  (les  montagnes  des  r(''snllats  peu  dilIV-rents  de  ceux  (|ui  \ienncut  de 
la  l'onmile  re(;ue  des  Physiciens,  oii  la  chaleur  est  rcgar(l('e  comme  c(ui- 
stante. 

9.  M.  Euler,  dans  ses  Recherches  sur  ht  réfraction,  imprimées  dans  le 
volume  de  cette  Aca(i(''mie  pour  l'aiinee  \'j^l\,  suppose  (|ne  la  (  haleur 
décroisse  de  lias  en  haut  suivant  une  progression  liarMH)ni(pie.  Sui\anl 

cette  hypothèse  la  valeur  de  t  serait  de  la  forme  ^ i— ?  et  l'on  aurait 

■  '  I  -(-  mx 

trois  coefficients/?,  y,  m  ii  dcterinincr,  eu  sorte  (ju'on  pourrait  l'aire  (fiia- 

drer  celte  formule  avec  trois  ohservations  données.  On  pourrait  même 

supposer  plus  généralement 

a  +  bx  +  cx^  H- . . . 

p  -^  qx  -ir-  rx-  +  .  .  . 

en  y  admetlaiiA  autant  de  ternies  (|u'on  voudrait;  mais  il  serait  inutile  de 
s'étendre  dans  ces  détails  parce  qu'il  n'en  pouirait  jamais  résulter  que 
des  conclusions  hypothétiques. 

10.  .le  viens  maintenant  à  l'ohjet  principal  de  ce  Mémoire,  à  la  re- 
cherche de  la  loi  de  la  réfraction  de  la  lumière  dans  l'atmosphère;  et  je 
remarque  d'ahord  que  |)ar  des  expériences  très-exactes  faites   par  la 

67. 
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Société  Royale  fie  Londres  en  iôqç),  et  répétées  plusieurs  années  après 
par  M.  Havvksbee  qui  en  donne  le  détail  dans  le  Chapitre  IV  de  ses  Expé- 
riences physico-mèchaniques .  on  a  trouvé  que  l'angle  dont  la  lumière  se 
détoui'ue  par  la  réfraction  en  passant  du  vide  dans  l'air,  ou  d'un  air 
d'une  densité  donnée  dans  un  autre  air  d'une  autre  densité,  est  toujours 
pnipoilioruiel  à  la  diti'érence  de  la  densité  des  deux  milieux  ii  travers  les- 
<|uels  l;i  luiiiii're  passe;  en  sorte  (|ue,  si  c-  est  l'angle  d'incidence  et  r  —  C. 
1  angle  de  rcliaclion,  on  aura  loujouis  'i  proportionne!  ii  l'i-xcès  de  la 
densité  du  second  milieu  sur  celle  du  [ucniier;  par  conséquent,  nom- 
mant cette  différence  de  densité  I),  on  aura  ^  = /?«D,  m  étant  un  coeffi- 
cient conslant  à  l'égard  de  I),  loules  les  antres  circonslances  demeurant 
les  mêmes. 

Or,  pai'  la  loi  générale  de  la  r('di'acrKin,  on  a,  lors(|ue  l'angle  d'inci- 
dence ;  varie,  les  milieux  restant  les  mèuu's, '^ ^  éical  ii  une  (luaii- 

lite  constante  (ju'on  appelle  la  raison  de  réfraction,  et  qui  dans  l'air  est 
très-peu  différente  de  l'unité;  en  sorte  cpu'  supposant  cette  raison  égale 
à  I  —  «,  n  étant  une  très-petite  quantité,  on  aura 

sin^z  —  Çj^(i — /i)sinz; 

d'ofi  l'on  voit  (jue  l'angle  ^  est  nécessairement  très-petit  de  l'ordre  de  n, 
et  qu'ainsi  l'on  pourra  mettre,  sans  erreur  sensible,  sin:;  —  ^cosc  à  la 
place  de  sim  :;  —  ^^;  ce  qui  donnera  l'écpiation 

'i  ces;  ^  n  siu  ;, 
savoir 

i  ^=  n  lA\\s,z. 

Donc,  puis([ue  l'angle  très-petit  Z  est  proportionnel  ;i  D  tant  (jue  r  est 
constant,  et  que  le  nuMue  angle  'Ç.  esi  propoilionncl  ii  laiigr.  lors(pie  l) 
est  constant,  il  s'ensuit  (pi'on  aura,  en  général,  'Ç.  dans  la  raison  composée 
(le  D  et  de  laiigr;  c'est-à-dire 

î:  =  XUlang5. 
/  étant  un  coellicicnt  constant  et  indépendant  de  D  et  de  z. 
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Or,  fhins  iino  dos  cxpiTicnccs  de  M.  Ilawkshcc  dans  liuiiicllc  le  haid- 
mi'li'c  ('tait  à  2()  [loiiccs  7  !{  lignes  cl  le  tlicnnonii'trc  à  (Jo  degrés,  on  a 
trouvé  (|ne  l'angle  d'incidence  :;  elanl  r^  degrés,  l'angle  de  rélVaction 
c  —  'Ç,  en  passant  dn  vide  dans  l'air  nalnrel,  était  de  3i"  .^()' :«/|",  ce  (|ni 
donne  |)ar  consé()nent  «  =  '>()".  Donc.  |)nis(|ne  dans  ce  cas  D  doit  élre 

égale  à  la  densité  naturelle  de  l'air  (jui  est  |)ro|ioi  lionnelle  (3j  à  —    .-  -, 

on  f5)  à  - — -^—■'  "Il  anra  dans  l'expérience  de  M.  Ilawkshee  l'éqnalion 
210 

„,„        Àj-Ioglo 

3d  :=  -= —  tane32", 

où  y  dénote  la  lianleur  dn  baronièti'e  on  lignes,  et  /  les  degiés  du  llier- 
niomètre  de  Réannuir  au-dessns  de  iG"|  f4). 

Comme  M.  Hawkshee  se  s<'rvail  d'un  thernioniètre  particulier  dilTcrcul 
de  celui  de  Réaumur,  il  l'aul .  pour  avoir  la  valeur  de  /  (jui  convient  ii  celte 
expérience,  réduire  les  Go  degrés  de  son  theiiiiomi'Ire  à  des  degi'és  de 
Réaumur,  ce  (pi'on  peut  l'aire  aisément  d'après  les  éclaircissements  don- 
nés par  le  tradinicur  de  l'Ouvrage  de  M.  Hawksbee;  et  l'on  voit  d'aliord. 
par  la  Table  de  la  page  172  de  l'édition  française,  que  Go  degrés  de 
M.  Hawksbee  répondent  à  47  degrés  du  thermomètre  de  la  Société  Royale, 
dans  lequel  le  point  de  la  congélation  est  à  77  degrés,  et  dont  ^  degrés 
sont  équivalents  à  2  degrés  de  Réaumur  page  17GJ,  en  sorte  (|ue  les 
Go  degrés  dont  il  s'agit  doivent  répondre  i»  12  degrés  de  Réaumur;  or 
12  =  16  j  —  4t'  t'oiH'  on  aura  dans  le  cas  présent 


'  —        4  T 


A  l'égard  de  la  valeui"  de  v  (|ui  indique  la  hauteur  du  liaroini'Irc.  il 
semblerait  qu'il  n'y  aurait  qu'a  prendre  29  pouces  7^  lignes,  réduits  en 
lignes;  mais  comme  le  pied  anglais  diffère  un  peu  du  pied  de  roi,  la 
proportion  du  premier  au  second  étant  de  \'^Cu  à  t-V'lo-  'I  faudra  faire 

'   y  '  -'  1440 


534  S  LUI    LKS   H  KTR  \  CTIONS 

Ainsi  l'on  ;iiif;i 

3b  = 2 —  tangSa", 


•9 


M  (I 


(M  (le  K) 


i>n  |)liilol 


et 


4  X  2i5 
841  X  3*;" 


860  X  287  X  logio  X  tang32° 


84isin36"  , 

A  =  ^7: 5 j -—  :=  0,000  00  4  I  iS  >. 

»bo  X  287  X  log  10  >'  tang32"  ' 


L./=  3,(;r(i285  3. 


11.  MainlciKint  sdil  C  le  ccnlic  de  l;i  Terre,  AB  s;i  siirlace,  CAY  la 
V(M-ticale  an  poiiil  A,  Ayc//'  la  eonthe  deciile  par  nn  rayon  de  Inmière  (pii 
travei'se  l'atmospliiTe,  pUjitt  et  qtitru  deux  conciles  intiniment  minces  el 
concentriques  à  la  Terir,  dans  chacune  destjuelles  la  densité  de  l'air  est 
uniforme;  nommons  AC  =  CP  =  r,  P/;  =  a?,  en  sorte  que  C/j  ~ /• -4- .r. 


AC/>  =  'p,  el  l'amplitude  de  la  courbe  A/?  =  p;  et  il  est  clair  (|ue 
l'angle  pq'\  i'Xq  étant  langente  en  q)  sera  égal  à  r/s,  (|u'en  même  temps 
cet  angle  sera  celui  (pi'on  a   nomn)é  ci-dessus  ^;  de  sorte  qu'on   ania 


\STKON()MIQLKS.  •'iSo 

Ç=^dp;  dv  [)lii.s  il  (■>!  ihiif  (|iii'  l'aiiiilc  (jrt  scni  r;ini;lf  (riiicidciicc  ilii 
rayon  rqsiiv  la  couche  '/t.  Iccjiiel  a  été  noiniiié  plus  iiaut  ;,  eu  sorte  (|u'nn 
aura  ici 

ps  _  '  r  +  x]d(sf 


taillis 


qs 


dx 


et  (le  là 


dx 

do  = langz. 

;•  -f-  A- 


lùitiu,  connue  la  relractiou  u'est  due  (iiiii  la  ililïeiciire  de  densité  des 
deux  couches  coutigués />/  et  <■//•.  il  faudra  jirendre  |)i>ur  I).  non  la  (|iiari- 

lite  —  '^  cjui  est  pioptutiiUMitdle  a  la  densité  inciuc  en  /h/,  mais  sa  dii- 

(orentiellc,  à  laquelle  il  faudra  <louner  le  signe  —  .  à  cause  (|ne  la  densité 
est  supposée  diminuci'  à  niesure  (JIM'  la  hauteur  a;  aniçnu'nle;  ainsi  l'on 
aura 

dx  t 

de  sorte  qu'en  faisant  ces  sul>slitiiti(Uis  dans  réquali(Ui  Z  ~'jD  tani;;,  on 
aura  celle-ci 

.         )log  lO 

ito  =^  —  i.d  ■  ,-.  langs  ; 

or  il  es!  visible  (jue 

dz  =  angle  C)Y/  -    angle  C*//^  :-  angle  Cr//  -    angle  ^C;  —  angle  Cqp 

=;  angle  jiqt  —  ;ingle  (j['.f     ;  r/o  —  </ç5; 

doue  sulisliluanl  [)our  r/o  el  d-^  les  valeurs  trouvées  ci-dessns.  et  divisant 
l'équation  par  taugc-,  ou  aura 


dz 
iang2 


Id 


)-logio  dx 

I  r  -t-  .j- 

?.  i5 


'(luation  inlegralde,  la(pndie  elanl  intégrée  eu  sorte  qnc  Z  soil  la  valeur 
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de  ;.  et  h,  c  celles  de  v,  t  lorsque  ir  =  o,  on  aura 

og   .-  ^  =  >>  / ^ — - —  \  -f-  les 

\  ■2  13  2 1  5  / 

{l'oi'i  l'on  tire 

À  &  lOg  1» 

sinZ        e      '" 
smz  = ^ 


VloS.u' 


>ii 


on  bien,  à  eause  de  e'"-'"^  lo, 


sinZ        lo     "■ 
smz  = X YV 


ro 


Or"'il  est  visible  que  Z  est  éi^al  à  l'angle  VAX  que  fait  avec  la  verti- 
cale VA  la  tangente  AT  de  la  eouilie  décrite  par  le  rayon  en  traversant 
l'atinosphère;  par  conse(|ui'nt  Z  sera  la  dislance  apparente  de  l'astre  au 
zénith.  De  plus  si  l'on  suppose  que  XY  soit  la  tangente  à  la  même  courbe 
dans  le  point  oii  le  rayon  cuire  dans  l'alniosplii-re,  il  esl  clair  (pie  l'an- 
gle ZXY  sera  l'effet  total  de  la  rcfracti(Ui.  en  sorte  ipie  la  véritable  hau- 
teur de  l'astre  sera 

go"  —  Z  —  angle  ZXY  ; 

et  il  est  clair  en  même  temps  que  cet  angle  ZXY.  foi'mé  par  les  deux 
tangentes  AX  et  Y'X,  sera  ram|»litu(le  totale  de  la  courbe  Xpqr;  c'est-à- 
dire  la  valeur  de  p  (jui  répond  à  toute  l'étendue  de  la  niéuie  courbe  depuis 
le  point  A  jusqu'au  haut  de  l'atmosphère.  D'où  l'on  voit  que  le  Problème 
de  la  réfraction  consiste  à  délcrniincr  la  valciii-  totale  de  o  en  Z. 

Ainsi  Z  étant  la  dislance  apparente  au  zénith,  o  sera  la  réfraction,  et 
la  dilHculté  consistera  à  déterminer  o  en  Z. 

12.   Pour  cela  je  fais 

^6  loeio 

I  H 

e      "^ 


t  y  los  ICI  ' 
J_ 

e'    "^ 
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CM  sdi'lc  (|ui'  l'on  iiil 


usinZ 
amz  ■-—  ) 

;• 


(■<■  (|iii  (loiiiicrii 


MsinZ          /          M^sin^Z 
laiigz  :  . :  .    /  I , r-,; 


(le  plus,  on  a  par  la  (lill'crcnlialioii 


t 

(loue,  sui)sliliiaiit  CCS  valeurs  dans  l'cxprossioii  de  do  Ironvee  ci-dessus, 
il  viendra 


,         sinZrfM  /  ic'sWZ. 

'^P= ^'-k/'-I ^ 

■-"7     V 


;• 


d'uii  l'on  tireia  pai'  l'inlc^ralion  la  valiuir  de  p,  en  ohseivanl  cpie  o  doil 
être  égal  à  zéro  lorsque  ,r  -    o,  an(|uel  cas  on  a  m  ^  i . 

Je  remarque  d'abord  (|ue  le  terme  ^  est  néeessairemcnl  l'oil  petit  vis- 
à-vis  de  i;  car  /•  étant  le  raycui  de  la  Terre,  et  la  plus  grande  valeur  de  x 
devant  être  la  hauteur  de  ralmos|dii'rc,  la  plus  grande  valeur  de         sera 

le  rapport  de  la  hauteur  de  ratmosphi-re  au  layon  de  la  Teire,  rapport 
(|ui,  |)ar  l'observation  des  crépuscules,  est 

sec.  ()"  —  I  =  0,0 1 2  4t>2  5  <C  -rr  ■ 

Quand  on  voudrait  même  supposer  que  ce  rapport  est  trop  faible  de 

moitié,  et  qu'il  doil  être  porté  à  ^-^  il  resterait  toujours  assez  petit  pour 

pouvoir  être  négligé  vis-à-vis  de   1   sans  qu'il  y  ait  d'erreur  sensible  ii 
craindre. 

Mais  comme  dans  l'intéi^i'ation  la  valeur  de  -     doit  augmenter' depuis 

III.  (te 


538  SLii;    LliS  KÉFUACTIONS 

zéro  jtiS{|Li'it  la  valeur  du  ia|»|)()it  dont  il  s'agit,  il  est  clair  ([h'om  s'écai'- 
lei'a  encore  moins  de  la  vérité  si.  au  lieu  de  négliger  loiil  ;i  t'ait  cette 
ijnantité,  on  lui  iloiine  une  valeur  constante  et  moyenne  entre  la  plus 
i>rande  et  la  plus  petite;  et  l'on  aura  d'autant  moins  d'erreur  à  craindre 
de  celle  liypollii'se  (|ue  l'on  n'a  besoin  (|ue  d'avoir  la  valeur  totale  de 

l'inléifrale.  Soit  donc  y.  cette  valeur  movenne  de  —  (lue  nous  traiterons 
comme  constante,  et  l'on  aura 


,    %m'Ldu  _      /         M'sin'2 

"  ~        I  -I-   CZ       ■    V  f  I  4-  5!  ; 

)nt  rintéi>rale  est 


,               .    «sniZ 
fj  -i-  h  =.  arc  SIM 

'  I  +  a 


/étant  une  constante  arbitraire;  c'est-à-dire 

f 

rH 

,  M  sinZ         sinZ    e      '"' 

sin  '  p  H-  /i     =r 


t 

I  ■^ r 

e      "  ■ 
(H',  ((unuie  en  taisant   o  -  _  o  on  doit  avoir  u    -  i .  on  aui'a 

.    ,        sinZ 
sni/r  = ; 

I  -I-  s: 

de  plus  il  est  clair  (|iie  pour  avoii'  la  valeur  totale  de  la  réfraction  s  il 
faut  l'aire  v  =  <>.  puis(|u'au  haut  de  l'atmosphère  la  hauteur  du  baro- 
mètre doit  ('Mre  nulle;  ainsi  l'on  aura 


[  de  là 


,          sinZ     '  +  7^        sinZ       > 
sm   p  -i-  /r   r= e  = lo 


.    (  smZ       1^7-                 .     smZ 
p  =:  arc  bui  \  —  —  10  /  —  arc  sm  1 

'^  \   I  +  s:  /  1+3! 


lù  p  exprime  donc  la  réfraction  (|ai  a  lieu  [)our  un  astre  dont  la  (listan<e 
ipparente  au  zénith  est  Z.  h  étant  la  hauti'Ui  du  bar'omètrc  en  lignes, 
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et  c  le  degré  tlii  lliciintuiu'lre  de  Réaumur  au-dessus  de  i6"^  dans  le  lieu 
de  l'observatiou.  A  l'égard  de  la  fraelion  très-petite  y.  on  pouira  l;i  dé- 
leiiiiiner  à  posteriori.  (ra|)ri's  les  observations. 

pour  taire  usage  de  cette  formule,  on  remarquera  (|ue    lo     "■  est  le 
iioinlire  iiui  rei) !  au   loifarillime  tabulaire    ■ ^ —   ■■,    en  seule  (|u'(im 

Ile  (; 

pourra  la  représenter  plus  eommodément  de  cette  niauii-re 

.     /sinZ       ^.   ,        ll>      \  .     siiiZ 

'  I  -I-  a  c  i  -h  a 

13.   Supposons  le  baromètre  à  28  pouces  et  le  lliermomètre  à  10  de- 
grés, on  aura  dans  ce  cas 

6  =  12X28=336,     6  =  10  —  i6|  =  —  6f , 

et  l'on  trouvera 

Ib  336x86o>.  ,,.,y 

—  r-  0,000  143  io; 


c  833 

2l5 

et  le  nombre  qui  répondi'a  à  celui-ei  comme  logaritlime  sera 

i,ooo33o2oi; 
c'est  la  valeur  de  N.L  — »  et  son  logarithme  sera  0,000  1434. 

c  ' 
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Maintenant  soit,  pour  cette  constitution  de  l'air,  la  réfraction  horizon- 
tale égale  à  w,  on  aura,  en  faisant  dans  la  formule  précédente  Z  =  90" 
et  p  =  w,  l'équation 

1,000  33o  2  .         I 

M  =  arc  sin arc  sin : 

i  -h  X  t  -h  o: 

d'où  l'on  tii-era  la  valeui-  de  a.  Pour  cela,  on  mettra  celle  équation  sous 
la  forme 


,ooo33o2         .    /                 .         ■     \       ^.       ,  /,  '  ,    cosw 
=  sin    0)  -^  arc  sin =  sin  w  \ /  i 


a  -         I  +  a 
68. 
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(I'im'i,  i'i)  imilti|)li;iiil  |);ii'  i  h-  c<  et  divisant  par  siiTo,  on  tire 

I ,  ooo  33o  2  —  cos'») 

V  (  •  +  aj'  —  I  —  — -. 

sinM 

Faisdiis,  |)(inr  ahréiier, 

, /i,ooo33o2  —  cosmV 

\  sinw  j 

cl  rdii  atira 

Si  l'iui  ('ail  avec  M.  Braiilcy 

'))  =^  33', 
on  Iroiivc 

12  =  o,ool  53()  ci,      12"  ^-  o,ooo  oi)>  (  ; 
tlonc 

a.  =.  o,ooo  76S  I  ; 
et  (le  là 

I  —  3;=  1 ,000  768  I.     L  1  +  a  i  =  0,000  333  5. 

M.  Mavcr,  dans  sa  Table  des  Réfractions ,  su|)p(jst'  la  l'étVaction  hori- 
zontale d('  5o' jo",  8  seulement  pour  la  même  constitution  de  l'air  ipic 
ci-dessus;  suivant  cette  hypothèse  on  trouvera 

12  ::=  0,001  703  7,   12' =;  0,000  002  q, 
cl  de  là 

3!  ^  0,000  85 1  4,  i  -^  X  —   1 ,  000  (S")  1  4. 

La  valeur  de  ic  étant  connue,  on  [)onrra  construire  par  notre  l'oraïuilc 
nue  Tal)le  des  l'élVactions  pour  toutes  les  hauteurs  apparentes  ()(>" — Z 
et  pour  telle  hauteur  du  haromètre  et  tel  degré  du  tliernn)uietie  (|n'(Mi 
voudra;  et  cette  Tahle  aura  ra\anlage  d'être  l'ondée  sur  des  données  ])liis 
exactes  et  sur  une  théorie  moins  précaire  (ju'on  ne  l'a  l';iit  jnxin'à  présent. 

14.    (.otrinn'  le  noinnre —   est  tcmjoui's  exti'emenu'ul  pehi.  il  est 

ai5 
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liiir  (|ii'oii  aiit")  il  ti('s-|)cii  pii'S 


N.L —e      "'=i-i 5 — : 

c  c 
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iiirisi  la  valeur  de  ^j  sera 


[sinZ    /         AAIogioXH               .      sinZ 
/  I  + 2 —  \       —  arc  sin ■, 


'csl-ii-diic  à  Ires-peu  |(rès 


XAlogio        sinZ        /  sin'Z 

ù  = —  X  :  V/  '  —  -, ;  ' 

'  {•  I  -1-  a     V  (  I  +  a  r 


2l5 

(Ml  hieii 


X/'Iogio  laiigZ 


2i5        V  '~^  '^côs^^ 


ee  (jui  l'ail  voir  que  la  relVaclion  est  généralement  proporlioiiiiclle  ii  la 
hauteur  du  haroinètre  et  à  la  tangente  de  la  distance  appareille  de  l'aslre 
au  zénith,  lorsque  celte  distance  est  assez  dillerente  de  90  degrés  pour 

(Uie         „   soit  une  (juanlite  très-petite  vis-ii-vis  de  l'imile. 
'       cosZ  '  ' 

15.    Si  l'on  voulait  inlegrer  rigoureusement  l'érjuatioii 


,         sinZ</"         /  H^sin^Z 


(lu  II"  12,  il  faudrait  connaître  la  valeur  de  a;  en  u  ou  de  ;/  en  j,  et  [lar 
conséquent  celle  de  j  et  t  en  .r,  laquelle  dépend  de  la  loi  de  la  diminu- 
tion de  la  chaleur,  qui  est  encore  inconnue, 
i.a  supposition  la  plus  simple  serait  de  taire 


I  H =  liW", 

r 
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p(  rdmnie  u  -----  i  lorsque  x  —  o,  on  aurait  d'abord  /•  =  i:  en  sortp  que 


X 


iH  elanl  un  nombre  qu'on  pourrait  déterminer  par  les  observations.  Cette 
valeur'  de  i  -+-  —  étant  substituée  dans  l'équation  préeédente,  il  en  resiil- 

lerail  i-elle-ei 

,  (/«'-""sinZ 

dp 


y  I  —  m   y/ 1  —  ?<=^'"'  sin'  Z 

loiil  i'inleijrale  esl 

,,       arcsiiUM'-^sinZ 

p  +  H  = 

\  ~  m 

0\  '.  doit  être  nul  lorsque  //  =  i  :  donc 

Z 

H  = 

I 

et  par  conséquent 


H  = 

I  —  m 


arc  sin  («'""' sinZ    —  Z 

9— : — - —   — ; 


et  taisant  maintenant  y  =  o  pour  avoir  la  valeur  totale  de  p,  ce  qui  donni 

>.AIOgio 

el 

(i— m^>■/;  logif 

M'-"':=e         "^      =N.L^ ■ — , 

c 

3.1 5 


on  aura 


sui  Z  X  M  .  L I 


9  = 
é(|uation  (ju'iui  peut,  si  l'on  veut,  ebanger  en  celle-ci 

sin  [Z  -I-    I  —  /n  j  p]  _  .  i  ~  m   }  h 

smZ  c 

I  H 

2l5 
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l<).  CeiW  loiniule  s'accorde  avec  celle  que  .M.  Simpson  a  Iroiivec  da- 
près  riiypothèse  que  la  densité  de  l'air  diminue  à  très-peu  près  en  pro- 
gression arithmétique;  en  efl'el,  la  supposition  que  nous  avons  faite  de 


IH 

e       "* 
—  u"'  ^^ 1 

t 


donne,  en  prenant  les  loi;aritlimes, 

mXftlogio        mXrlogio       ,      /  x\ 

^       — ^^^     Hog(.^--); 


c 

I  H f  I  -f-        - 

2 1 5  "?.  1 5 


or  la  quantité est  ^3  et  4,i  proportionnelle  à  la  densité  de  l'an  à 


t 
I  H = 

2l5 


la  hauteur  .r;  d'où  l'on  voit  ([ue  la  différence  des  densités  de  l'air  a  la 
surface  de  la  Terre  et  à  une  hauteur  qiKdconque  x  sera  proportioiuielle 

à  log(  IH — ^  I  ou,  à  très-peu  près,  à  —  ;   mais  cette  hypothèse  me  parait 

trop  contraire  aux  observations  pour  pouvoir  être  admise. 

M.  Simpson  détermine  les  coetficients  de  sa  formule  en  sorte  (|ue 
Z  =  90''  donne  p  =  33'.  et  Z  =  60°  donne  p  =  i  3o",  et  il  trouve 

i(        »-  .  !  '  —  ni]}.b         .    ,,.   _„, ,  ,„. 

m  —  I  r^  ~  ,      N  .  L —  =  sm  8b"  58'  '^  —  o,<)()8b 

a  c 

2l5 

On  aurait  donc 

1 1  /,  /( 


'H  A) 


log  sin  86"  58'  3o"  =;  —  i  -^  "-999  3<}4  4  : 


doni 


=^  I  —  0,999  ^94  4  =  0,000  6o3  (i, 


c 
275 


et  de  là  on  trouvera 

=  266,40. 

2l5 
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Ainsi,  supposant  !<■  thermomètre  à  i6°|^,  ce  qui  donnera  c  =  o,  on 
aurait  pour  la  hauteur  du  haromètre  266  lignes,  c'est-à-dire  22'' 2',  ce 
qui  est  impossible;  et  si  le  thermomètre  était  plus  bas,  ce  qui  rendrait  c 
néa:atif,  la  valeur  de  i>  serait  encore  moindre. 

On  voit  |)ar  là  que  la  règle  de  M.  Simpson  ne  peut  subsister  avec  les 
données  tiives  des  expériences  de  M.  de  Luc. 

17.  M.  Bradiey  a  trouvé  que  les  réfractions  étaient,  généralement 
parlant,  proportionnelles  aux  tangentes  de  la  distance  au  zénith  dimi- 
nuée d'une  partie  aliijuote  constante  de  la  réfraction  elle-même;  de  sorte 
i|ue  suivant  cette  règle  on  a 

p  ^  ô  tang  Z  —  u.p  , 

0  et  a  étant  deux  coetïlcients  constants  que  M.  Bradiey  détermine  par  les 
(d)servations.  Cnnimc  l'.'.w  0  est  toujours  nécessairement  très-petit,  on 

peut  changer  sans  erreur  sensible  5  en  — 2^-^,  ^.^  qm  réduit  la  rormule 
|)réce(lente  à  celle-ci 

tang  <j.p  =  ud  tang   Z  —  up  , 
savoir 

sinuo        aosin'Z  —  ttoi 


COS'J.p  cos   Z  —  p.p 

et  iiiulti|ilianl  en  croix. 

sin  ap  >  cos  Z  —  'j.p  =  j.o  siii  Z  —  u.p   x  cost/.p, 

savoir 

sin  Z  —  sin  Z  —  2y.p   ^  u.6  sinZ  ^- u6  sin  Z — '^yp  '• 
d'où 

sin  Z  —  aup i I  —  no 

sinZ  I  ^-  uô  ■ 

ce  qui  se  réduit,  comme  on  voit,  à  la  formule  trouvée  ci-dessus  en  faisant 

I  —  U.0       .-  -  (  I  —  m  'i.li 

lu.^m  —  1      et — r  =  IN  .  L ■ 

I  —  u.o  c 
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Ainsi  Li  rvi;lc  df  M.  Biiidli'y  est  nécessairement  sujette  ;inx  mêmes  dif- 
li(  iillfs  (|iir  celle  de  M.  Sim|)S(in.  ii  l;u|U(llc  elle  revient  d:ins  le  t'und. 

18.  .M.  .Miiyer  donne  dans  ses  Tables  nne  iui'miilc  dillérenle  des  précé- 
dentes, et  <|ni.  en  gardant  nos  dénominations,  se  réduit  ii 


70' ,  7  I  /(  sin/.  liirii; 


[1  +  o,oo4H  <•  —  167  T 
en  prenant  rangle  'o  tel  (|ne 


.  I  ^  11,  i'ii46  (c  — 167) 
"^  ib:  X  cosZ 


mais  cdiiiine  M.  .Aiaver  ne  nous  a  point  appris  le  cliemin  (|in  \'\  a  cnn- 
dnit.  on  ne  peut  juiier  à  priori  de  rexaclilude  de  cette  règle;  nous  re- 
mar(]uer(ins  seulement  qu'elle  s'éloigne  assez  de  la  règle  générale  sui- 
vant laquelle  la  réfraction  est  sensiblement  proportionnelle  à  la  tangente 
(le  la  distance  apparente  au  zénitli.  lors(|ue  celle  distance  est  moindre 
que  70  degrés. 
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SLK  L'INTEGRATION 


ÉQl  ATIONS  A  DIFFÉRRM:IÎS  PARTIELLES 


DU  PREMIER  OHDRE. 


6g. 


SIR  r.'INTECR ATION 


DES 


EQUATIONS  A  DIFFÉRENCES  PAIITIFEEES 

DU  PREMIKU  IIUDUE. 


( ISniivraiix  _}/i'iiiiiirr\  ili'  V Acndcniiv imalf  di's  Siic/xcs  ci  Hclliw - Liiiivs 
lie  Berlin,  année  1772.) 


1.  Lorsqu'on  a  uno  fonction  u  de  plusieurs  variables  x,y,  :,....  on 
appelle  ditrérenees  partielles  de  u  celles  qui  résultent  île  la  diflrreiitia- 
tion  de  u  en  y  faisant  varier  chacune  des  quantités  .r,  v,  :;....  à  pai'l; 
ainsi,  supposant  que  la  valeur  complète  de  du  soit  représentée  par 

p J.r  -+-  (j ih ■  -h  rdz  -\-.  .  ., 
les  ditlerents  termes 

pd-v,     tji/y,     rdz, ... 

de  cette  différentielle  seront  les  ditîérences  partielles  du  premier  ordr(> 
de  II.  On  a  coutume  de  représenter  les  coelFicients  p.  (/.  /■ de^  dillé- 

l'cnces  da-,  dy,  dz dans  la  dill'erenlielle  de  //,  par  -^1  -:-,  —•,•••,   de 

'        (Lv    //}■    (h 

sorte  (jue  la  valeui'  ((unpli'te  de  du  sera  représentée  [lar 
du    ,  (hi    ,         du    , 

-r-  dx  -I ;—  dy  H ;-  (/2  +  .  .  .  . 

dx  dy    •'        dz 

.  •      •       •  1 ,  .  •  ,  .     du      du      du 

Ainsi,  SI  I  on  a  une  équation  entre  //,  x,  >',  ;,...  et   -7-5  t-,    ,-■,■■■■,    ce 
'  "  dx     (ly      dz 
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ser;!  nue  ('(iiiiitHm  ii  (liircrciiccs  piiilicllcs  du  iiicinicr  ordre:  rt  c'est  sur' 
riiilci^riilioii  de  ce  ^ciiic  (l'c(ju:ilii)iis  (iiic  jr  iiii'  pi-opiisc  ici  de  donner 

ijiielijues  noiiveanx  |>i-ii!ei|)es. 

2.    Sn|t|iosoiis  (|ne  //  ^oil  nne  l'onction  de  .»•  et  de  i'  senlemeni,  et  (|ue 

Toii  ail  j)onr  la  dcteiinination  de  cette  l'onction  une  éqiuition  en  w,  x.  ^ . 

du    (lu      .  .,       ....  I        ,  ....   ih(  du 

-.—  ^    — ;  SI  !  on  lait  iKiiir  iilns  de  commodité     ,     — -  n.  -r-  --   (h  ""  aiii'a. 

d.r     </)  '  '  ilr        '      dy         ' 

dit       p  dr  -+-  (j  (/)  ', 

cl  ["('(juatioii  donnée  sera  enli'e  les  cinq  variaiiles  //,  .r,  v,  />.  y:  en  sorte 
qu'on  pourra  par  celte  eijuation  déterminer,  |»ar  exemple,  q  en  ii,  .r,  v.  p: 
la  (jnantité  />  sera  donc  encore  indéterminée,  et  la  (|iiestioii  se  réduira  ;i 
la  déterminer  ih'  l'aeoii  ipie  !'e(jnalion 

du  =^ pd.x  -t-  <idy\      on  bien      du  —  jxl.r  —  qdf  -    n 

soll  inlei;ralilc.  on  d'elle-même,  (Ui  elanl  mnilipliee  par  un  l'aclenr  (|iiel- 
coiupie. 

Soil.  en  général,   M   le  facteur  (jiie  la  diirereiitialioii  aura  pu  taire  dis- 
paraître, en  sorte  (pic  la  (pianlile 

"M    du  -  p  dr  —  (j  r/i  ■  ) 

soi!  nne  diliereiilielle  exacle  duiii'  ronclion  de  //,  x.  y  cpie  nous  dési- 
gnerons narN:  on  aura  donc 


f/N  =  -r-  du  -4-    j—  d.r  —   -."   dv  :=:  M  du  —  Mifd.r  —  Mqdy. 

du  (l.r  d]-     •  '^  '    • 


cl  de  la 


M,      -r-  =- -  M;^      -r-   "  —  Mo: 

d.r  '         dy  ^ 


du 


d'où  l'on  tire  les  conditions  suivantes 

djli       _  d  i  \\p        '^1  _„  _  '^  M  (/^        _   il  }^P  )  _  _  d  Mil 
dx  du  dr  du  dy  dx 

par  lesqiii'lles  il  l'aiidrail  delerminer  Al  el  p.  \.\\  (iernii're  de  ces  e(pi:ilioiis 
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donne  oelle-ci 

dp       dq  V  du  d)A 


.,  ,  ai)       ail  \  «m  u» 


laquelle,  en  sii!)Stiln:int  pour  '-i^  el  '-^  leurs  viilcnis  données  put-  les 
deux  premières,  devient 

..  /dp       d(i\  d  Ma  d{  Mp 

c'esl-;i-dire,  en  ell'açnnl  ee  (jui  se  déirnil  cl  (livis;inl  le  irste  [j:ir  iM, 

dp        dq  d(j  dp  

dy        dx       '    du  du 

or,  comme  q  est  ( hypothèse  J  une  fonction  donnée  de  .r,  y.  u  et  p,  cette 
équation  ne  contiendra  plus  que  l'inconnue  p;  et  la  dillieullé  sera  ré- 
duite à  déterminer  par  son  moyen  la  valeur  de  p  en  u,  x,  y. 

3.  Quoique  de  cette  manière  on  ait  trouve  l'équation  (\i\\  doit  servir 
à  déterminer /j,  il  parait  ([u'on  n'a  guère  avancé  dans  la  solutidii  du  Pro- 
blème proposé;  car  au  lieu  (ju'ou  avait  une  équation  entre  jt,  y,  u.  -r-^ 
-3^  pour  la  détermination  de  u,  on  en  a  maintenant  une  entre  x, y,  u.  p, 

-^,  -1^,  -j^  pour  la  détermination  de  p,  huruelle.  à  la  considérer,  en  ye- 
dx    dy    du  ^  '  '  ' 

néral ,  doit  être  au  moins  aussi  ditlicile  à  résoudre  que  celle-là.  si  même 
elle  ne  l'est  pas  davantage  à  cause  qu'elle  contient  une  variahie  de  plus. 
Il  y  a  cependant  une  circonstance  qui  doit  la  faire  regai-der  comme  plus 
simple  que  la  proposée,  c'est  que  les  diflerentielles  dp  et  dq  n'y  parais- 
sent que  sous  une  forme  linéaire;  d'ailleurs  nous  remaniuerons  qu'il  ne 
sera  pas  nécessaire  de  résoudre  cette  équation  d'une  manière  complète, 
mais  qu'il  suffira  de  trouver  une  valeur  quelconque  de  p  qui  y  satisfasse, 
pourvu  (|u'elle  contienne  une  constante  arbitraire;  car  nous  ferons  voir 
bientôt  comment,  à  l'aide  d'une  telle  valeur  de  p,  on  pourra  néanmoins 
parvenir  à  la  solution  générale  et  complète  de  l'équation  proposée. 
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i.  Pdiif  taiif  vdir  iriiiif  manière  eiicnic  plus  dirt'ctf  (•(uniiifiil  l'équa- 
tion (|U('  nous  venons  île  Irouver  pour  la  tielei  inination  de  p  |ieut  seivir 
à  i-esdiiilre  le  Prolileiue  doiil  il  s'agit,  reprenons  rc(|uation 

tlii  —  pd.r  —  q  ilr  =^  o, 

(I if  IIS  l:H|nelle  (j  esl  iiiii'  t'oiielioii  doiiiii'e  i\v  ji.  il.  .i .  v.  l't  oii  /v  est  supposé 
une  t'oïKiion  de  //.  x,  y  telle.  (|iie  l'iMpiatiiin  soit  integralde.  soit  d'idle- 
iiicine.  soil  il  l'aide  d'un  iinillipliealciii'  ipiidcoiupu'.  Qu'on  sii[)pose  que 
riiiif  des  trois  variiildfs  u .  v.  Y  drxlciinr  (lUistaiite.  par  exemple  //,  en 
sorte  qu'on  ail  l'équation  a  deux  \arialdrs 

pJx  —  iidr  =  o; 

soi;  L  Ir  iaeleur  (|ui  rendra  la  ditlereiitirllr  /)(/,r  ^  qdy  intégrahie  (fae- 
Iciir  qniiii  prut  toujours  liouwi  à  posteriori  di's  (|u'on  aura  intégré  l'é- 
quation pdx  ^  qdy  =  o   ■.  on  aura  doin 

L  ydr  J-  ijdy   —  dl, 

t  étant  \\w  foiietiiui  de  .i- et  de  \-.  dans  la(|uell('  //  entrera  aussi  comme 
eonstanle:  par  eonM'(|uent  on  aura 

dt  dt 

mais  eu  regardant  x.  y  et  u  comme  varialiles  ;i  la  t'ois,  on  a.  pour  la  va- 
leur complète  de  la  dilierenlielle  dl, 

dt    ,  dt    ,         dt    , 

-r-  (Ix  H — j-  dy  -+-  ■ —  du  ; 
dx  dy    "         (lit 

donc  on  aura 

(//  ^  hpdx  -h  Lady  ^ — ;-  du; 
'  '    ■  (lu 

ainsi  l'eipialion 

(///  —  pdx  —  </</)■-—  o. 


HanI  miilliplii'e  par  L.  deviendra  celle-ci 
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<|ni  devra  clone  èlro  iiiléi;ral)li'.  Or  ((miiiie  /  esl  une  fonelion  eonnue 
(le  II.  .i\  V.  on  aura  réeiprocinenient  a-  éi^ale  à  une  t'oiielidii  ronniie  ^\^^  l. 
II.  y,  (le  sorte  (nrnu  pourra  inlniduire  la  variajjle  /  ;i  la  place  de  la  \a- 
riahle  .r;  (ni'iin   lasse  ddiie  celte  sulistilution  dans  la  (luautile   L-H-r-^ 

el  comme  l'équation  ne  contient  que  les  deux  dillV'renliidles  du  et  dt.  il 
est  clair  (|u'elle  ne  pourra  (Hre  intc'jiiahle  à  moins  (pu-  la  variable  v  ne 

disparaisse  eutièrenient  de  l;i  (piautite  \.  -  -^  ■  Supposons,  pour  alire- 
gcr,  celte  quantité  éi^ale  à  1'.  et  il  faudra  (|u'en  sulislitiiant  dans  P.  a  la 
place  de  x,  sa  valeur  en  y,  ii  el  /,  la  varial)le  v  s'en  aille  en  même  tem[)s 
que  x;  donc  aussi  si,  dans  la  (liHeicntieile 

,,,       dP  ,         dP   ,        dV  , 

dV  =;  -,—  dx  H — ^—  dr  -^  ~r-  du, 
(Ix  II  y    •         au 

on  substitue  pour  dx  sa  valeui-  liroe  de  l'equaliou 

dl  ^=  l.pdx  -r-  L«'/)  -i — Y   du, 

'  ^   ■         du 

il  faudra  (jue  la  dilTérentielle  dy  disparaisse:  mais,  la  substitution  t';iite, 
on  a 

</P  =  -j i r-  -j~-dy+  -1—  du  ; 

dx  Lp  dy     •  du 

savoir 

~  dx    Lp         y  dy        p   dx  )    •'  "^  \  du         du  dx    Lp  I 

donc  il  faudra  qu'on  ait 

r/P       I]  dp  _ 
dy       p  dx 

Or 

du 

donc  on  aura  cette  équation  de  condition 

dL  d-l     _<l  I  dL         d't    \  _ 

dy        dudy        p  *   dx        diidxj 
III.  70 
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iiijiis  oïl  ;i  déjà 


7hc  =  ^'P-     7h=^''l' 


dt       ,  (U 

h 
(loue  on  ;uir;i 


d  Lp)  _.  dp  dL         du     __  d  Lq     _      d(j  dL 

dxdu~      du       ^   'du       ^  du^      drdu  ^      du       '~    '  du^  '^  dû'' 

loue  rcijiiatioii  précédente  deviendra 

dL        ,  dn  (IL        q  (  dL        .  du  dL\ 


1 1^  ^^  .  uq  II  L.        q     CIL,  ap  ai^\  

/)•  'du        ^  du         p\dx  du  ^  "  du  j  ~    ' 

savoir,  en  otant  ce  qui  se  détruit. 

dL  dq        q  I  dL  dp\ 

dy  d  p  \dx  ^    'du)  ~ 

Dr  plus  les  mêmes  équations 

dt  dt       , 

j-    =    Lp,  -r-    =    ].ll 

dx  '^        dy  ' 

donnent 

d  Lp    d iLq) 

dy  dx 

savoir 

dL        ,  dp  dL       .  dq 

p  ,'  ^  L-f q  -^ L  -^  =  o  ; 

dy  d)-        ^  dx  dx 

donc,  retranchant  de  cette  équation  la  precedriitc  multipliée  par/;,  et 
divisant  le  reste  par  L.  on  aura  celle-ci 

(//)        dq  dq  dp  

dy       dx       '  du        ^  du  ~    ' 

qui  est,  connue  on  voit,  la  même  qu'on  a  trouvée  plus  haut. 

5.  Ainsi,  dès  qu'on  aura  satisfait  à  ré(|uatiim  précédente  pur  le  nntven 
(le  la  valeur  de  /;.  on  sera  assuré  (ju'en  chassant  .r  de  hi  (|ii;inlile 
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|);u-  riiili'odiulioii  de  hi  vai ialilc /.  la  (|iiaiitil('  v  s'en  ira  rn  inéiiic  temps, 
(!<■  sorte  qu'on  aura  alors  l'équalion  à  deux  variables 

V(/it  —  t/t  —  o. 

Soit  donc  I.    la  l'onction  ilc  ii  et  (\f  l  |)ar  la(|iicll('  il  l'andra  nnilti|ilicr 
uiaintcnaiil  la  dilTérenlielle 

P^/«  -  dl 

[iiuir  la  leiidrc  iiitcgral)le  lonction  (|n*on  pourra  toujours  trouNcr  pai- 
l'inlégration  de  l'équation  Vdu  —  dl  ^^  o  .  et  (oininc 

L'  {'du  -  dt) 

sera  une  difierenlielle  exacte  d'une  fonction  de  //  et  /.  si  l'on  remet  à  la 
place  de  t  sa  valeur  en  //.  .r  et  v,  ce  (|ui ,  à  cause  de 

dl  =  hpdx  -t-  Lad)-  H — j-  du,      P  ^  L  -i — j- ^ 
'  '    •  du  du 

transforme  la  différeuti(dle  dont  il  s'acit  en  celle-ci 

L'   Ldu  —  Lpd.v  —  L(j(/y], 

il  est  évident  que  cette  dernière  dilTércntielle  sera  pareillenjcnt  une  dif- 
férentielle exacte  d'une  fonction  de  «,  .rel  v;  d'où  il  s'ensuit  (|ue  L  L 
sera  le  facteur  propre  à  rendre  intégrable  la  différentielle 

du  —-  pd.r  —  cjdr, 

et  ([u'ainsi  l'on  aura  (2j 

M  =  L'L; 

de  s(Hle  que  connaissant  L  el  L',  on  connaîtra  sur-le-champ  le  facteur  M, 
et  de  lii  par  l'intéi-ration  on  poui'ra  connaitre  la  valeur  de  la  f(uiction  finie 


I  M  (  du  —  /)  d.r  —  q  dy  . 


6.   On  voit  donc  clairement  par  l'analyse  précédente  (jue  la  solution 
du  Problème  ne  dépend  que  de  la  recherche  de  la  (|uautile/>  a  l'aide  de 
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l'('i{iKiliiiii  (le  ('iiii(liii(iM 

(II)       (/il  (Iti  (II/ 

I /      -  I'  -T-  -^'1  -/-—"< 

(I)-         (l.r        '    (lu         '  (hi 

l;i(|iicllc  csl  coiiiiur  depuis  Imi^lciiijis:  ciir.  di's  (|ii('  celle  CDiidilioii  seni 
remplie,  (in  pmiiT;i  liiiiiniirs  lioiiver  le  iDiillipliciileiir  M,  «pii  reii(li';i  iiilé- 
i;i';d>le  r('(|ii;ilioii 

(1(1  —  pd.X    —    (j(l)-  ^n  o, 

et  rinlet;ralioii  ditimei';i  eiisiiile  l;i  videur  (!;i  reliée  de  n  eu  x  el  y. 

Si  la  valeur  de  /^  ([ui  salisl'ail  ii  re(piali(Ui  de  eoudilioii,  a  loute  la 
généralité  (jiie  eede  e(|ualiou  eoiupoile,  on  auia  par  sou  nmveii  la  valeur 
l'omplèU-  de  «;  mais  si  la  valeur  de  /*  u'esl  (juc  particulière,  on  ne  liou- 
vera  d'ahoi'd  qu'une  valeur  parliculiiTc  et  incomplète  de  la  fouclion 
l'iiereliee  // ;  cependant  si  la  valeur  particulière  de  p  est  t<dle,  (pi'elle 
renferme  une  constante  arbitraire,  on  pourra  compléter  la  valeur  de  // 
lie  la  manière  suivante.  On  cliei'idu'ra  d'abord,  d'apri's  cette  valeur  par- 
liculièi.'  de/y,  le  mulliplicaleiir  M,  (pii  l'endra  inlei^rable  la  diriérenliidle 

(li(  —  pd.t  —  '/'/''. 

et  l'on  aura,  en  inléi'ranl.  l'éiiuation 


I   M   (lu  —  jxl.r  —  (jd)'         une  ((iiisl. 


Désignons,  poiii'  plus  de  sini(diciie,  par  N  la  ipianlitc 


i 


(|ui  sera  nécessairement  une  l'uncticu!  finie  de  //,  .v  et  y:  soit  de  plus  7.  ia 
constante  arbitraire  ([ui  entre  dans  la  valeur  de/;,  et  il  est  clair  (pie  celle 
constante  entrera  aussi  comme  l(die  dans  l'expression  de  X;  supposons 
maintenant  (]ue  cette  même  ipianlité  v,  au  lieu  d'être  constante,  soit 
aussi  une  l'onction  variable,  el  il  est  visible  (pie  dans  ce  cas  la  difTerenlielle 
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(•(iiiipli'tc  (le  N  ne  st'iii  |)lii>  ^illll)l(■llll•ll( 

M   (//i  —  jxlx  —  qdy). 


m;iis 


M    (lu  —  ixLr  -    <idy\  H r—  il  y.; 

(le  siiilf  (|ii'oii  aiiiii,  (liiiis  riiv|>otli('se  de  la  v;)rial)ilili'  di'  -y. 
N  =  I  M  (lu  —  pdx  -   (jfir   -1    I    7^  (^/a, 


cl  par  ((iiiscciiiciil 


M  !  du  —  p  dx  —  q  dr  =  N  —  /  -^  (h 


Dune,  si  pour  satisfaire  aux  coïKiitions  du  ProliliMuc  on  vcul  cpir  la  dil- 

rcrciilit'llc 

M    (/?/  —  /)  f/.r  —  q  d)  ■ 

soil  iiiléGi'ahlt'  d'elle-mènic,  il  faudra  (luc  la  (linV-ifiiliidlc   -r-dy  If  soil 

'  '  (I  y. 

aussi  eu  pailieulier;  ce  ipii   ue  saurait  évidennueut  avoir'  lieu,  a  moins 
que  -y—  ne  soit  une  fonction  quelcon(|ue  de  c/l. 

Que /(a)  dénote  doue  une  fonction  (|uelcon(|ue  de  y.  et  sup|)osanl 
fia.)  =    ■' j    S  on  fera 

éipiatiiin  par  latpielle  on  pouriM  di'terniinei'  y.,  luisuile  on  auia 


(loue 


i  M   du  —  pdx  —  qdy   =  N  — y  a  ; 

de  là  ou  aura  l'équation  intégrale 

N  — /  a;  =  une  consi., 


558  SUR    t.  INTÉGRATION   DES  EOIATIONS 

un  liicn  siinpIciMciil 

N  -/  y.,  =  o 

Ta  (•;iiis('  (|iic  \\\  constiuilr  peut  être  censée  renfermée  fliin^  l;i  fonction 
f  '■y.  .  hunicllc  scivii;i  a  Iroiivcr  la  valeur  de  la  fonction  //;  et  il  csl  clair 
{|nc  (l'Ile  valeur  (le  //  sera  complète,  puisqu'elle  contiendra  une  fonction 
arliilraiic. 

7.  On  vi>it  (loue  aussi  ()ar  la  {\y\v  toute  ('quation  de  la  forme 

du       ilii  f/ii  (In 

dy         d.r        '    du         '  du 

OÙ  c/  esl  supposée  une  fonclioii  (|uelconque  donnée  de  u,  .i .  y,  />.  est 
l(dle.  t|ue  si  l'on  connaît  seulement  une  valeur  particulière  de/;,  mais 
(|ui  renferme  une  constante  arbitraire  !Z,  on  pourra  toujours  trouver  la 
valeur  com|)lète  de/j;  car  il  n'y  aura  qn'a  tirei'  la  valeur  de  a  de  ré(|uati(ni 

el  la  siihstiluer  ensuite  dans  la  valeur  pai'ticulière  et  connue  de/>. 

S.  P(tur  rudiiticr  niaiiileiiaiil  rapplication  du  Théorème  précèdent, 
mois  allons  parcourir  les  principaux  cas  dans  lesquels  l'équation  de  con- 
dilion  est  facile  ii  i-eniplir  ])ar  le  nuiyen  d'une  valeur  particulièic  de /j  qui 
se  |)resenle  naturelleuieul,  et  nous  en  verrdus  naître  les  solutiiuis  de  la 
pliiparl  des  Problèmes  de  ce  i;enre  (pii  u'onl  été  résolus  jns(|n'ici  i\\\<'  \t:>v 
des  méthodes  particulières. 

Pr.KMiEH  {]\s.  ~  Lorsque  (j  est  une  fonction  de  p  seul. 

Soil  P  une  louctii)ii  (|uelcii|iqin'  de  /;.  el  suppusoiis  (jii'ou  ail 

■    7  =  1^. 

re([ualiiMi  de  cdiulilidii     6    devieMilr'a.  en  faisaiil  c/P  =  PV^;. 

«)■  <lx  (lu  (lu 
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il  l:i(|M<'ll('  il  est  visible  (iiic  salisl'ail  cctlc  Viilciir 

p  =  une  coMsl. 
On  ;uii';i  iloiic  ainsi 

p-=  X     et     ^  --  A 

(A  ('tant  et'  que  dcvicnl  P  lursqnt'   k  — î<,,  il'un  l'dn  vnil  (|nr  la  dillc- 

rcnlicllc 

il  II  —  jx/r  —  ij(/) 

(Icviciidra 

du  —  x(/.r  —  .\(tr, 

la(|n('lli' est  cvidcnnncnt  intcyiablc  d'rlIc-nii'nH'.  Inlciiianl  donc  lUi  ania 

Il  —  XX  —  A)-=:  N  ; 
de  lii.  en  taisant  vaiicr  y.  on  anra 

d^ 


da 


X  —  A'  y 


d  \  ^ 

A'  étant  éa;al  à  -r^W  donc 
^  dx 


X  —  A'  )•=/'!  ai, 


équation  d'oii  Ton  lii'cia  la  xalcuf  de  y,  i\\ù  clanl  cnsiiitc  snhsiiliicc  dans 

l'équation 

-N  — y  X  -    o, 

ou  bien 

H  —  XX  —  A  )•  — f  3î    =;  o, 

ilonuei'a  la  vaU'ur  roniplt't<'  do  //. 

Deuxième  {'.\s.  —  Lorsque  q  est  une  foncliori  de  p  et  de  y. 

Soit  P  une  l'onction  de  j)  cl  de  v.  en  sorte  que 

et  supposons 
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I  r(|ii:i(iiiii  lie  ((iiiilil idii  (Icviciidra  la  iik'Iiic  que  li-dcssiis,  ii  caiiM'  (iiic 

'Il  =1»  'It ,     'll^yy  '11'  : 
ch-  dx       (lu  iIk  ' 

ainsi  l'dii  \  [tomia  salLsfaiic  en  piciiaiil  de  iiiciiu' 

P  =  a, 

ce  (|ni  irridia  I'  cyal  à  une  r<iii(lioii  de  v  seul  :  de  soilr  (|(ic  la  (|uaiili|c 

du  —  i>  dx  —  q  d)  -, 
saMiir 

i/u  —  xdx        Vd)-, 

sera  iiilci;iai)lc  d"idie-inéirie.  et  ViH\  aiiia 

N  =  H  —  ax  —  /  Pd)  . 

De  l;i  iPii  liieia 

j/N  ri/P 

da. 


—  X  —  /  — T—  d^  ■. 


[)ar  ((m.seinieiil  (iii  aura  l'equalidii 

f'{«i  =  —  x~       -        d); 

J      (I X 

la(|iielle  serviia  a  deleriiiiiier  y.:  ensuite  de  (|n<)i  (in  aura  //  par  rei|naliuii 

on  l)ien 

u  —  XX  —  1  Vdj  —  f  x\  ~  o. 

TiioisitML  {]\s.  —  Lorsque  cj  est  une  Jonction  de  j)  et  de  x. 

Dans  ce  eas  il  est  elair  que  la  valeur  de  p  sera  réci[)i()(|uenienl  expri- 
nu'e  par  une  fonction  de  q  et  .r;  doue  regardant  q  coninie  rinconnue.  et 
supposant  f)  une  fonction  de  q  et  a-,  on  aura 
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et  riMiualKiii  lie  {iiiHliiidii  (Icviciidia,  en  supposant  -p  =  Q', 

^    dy        dx       ^  du       ^  '  du         ' 

à  la(|iR'llc  on  pciil  satislairc  en  picnant  q  rgal  ii  une  ronstaiilc  y,  ce  ipii 
rendra  Q  égal  ii  une  l'onction  de  .r  seul,  en  sorte  (pu'  la  (juanlité 

du  —  p  dx  —  q  d)  ■, 

OU  bien 

du  —  Qdx  —  xdy 

sera  intégraMr  ircllc-nicnic.  Ainsi  l'on  aura 

N  =  «—  fodx-  v.y, 
et  (le  là 

^  =  -/^'^^-^^  =  -^'   '^' 
d'où  l'on  tirera  y.,  tpi'on  substituera  dans  l'écpiation 

Quatrième  Cas.  —  Lorsqu'une  fonction  de  p  et  x  est  égale  à  une  fonc- 
tion de  q  et  y. 

Soit  P  une  l'onction  dey;  et  a-,  et  Q  une  l'onction  de  q  cl  v,  en  soilc 

qu'on  ait 

P  =  Q. 

il  est  clair  (|ne  si  l'on  prend  une  constante  c/.  et  qu'on  fasse 

P  =  ^,     Q  =  x, 

on  aura,  par  la  première  de  ces  équations,  p  exprimé  par  une  l'onction 
de  X  seul,  et  pai'  la  seconde  on  aura  q  exprimé  par  y  seul;  en  sorte  que 

les  différentiidles  -^,   -—■   -r^  -r-  seront  nulles  d'elles-mêmes;  ainsi 
d)'      du      dx     du 

l'équation  de  condition  se  trouvera  remplie,  et  il  est  visible  (]uc   l;i 

quantité 

du  —  p  dx  —  qd) 
111.  -. 
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sci"i  inl('i;i;il)l('  sans  aucune  piu'paration  ;  un  aina  donc 

N  =  «  —  I  jtdx  —  /  ijdr, 
^'\  lie  lii 

-7—  =  —   I   -/-  d.r  —   I  -ji-  (ly  ^  i'   y.  ; 

•  l'iMi  l'du  lircia  la  valeur  de  a  pour  la  sulisliluei  dans  re(iMarKiii 
.\  — /  a  I  =  ().  la(|U(dle  deviendra  (hine 

*  > 

u  —   /  pdx  —  I  qdy  —  /   «)  =  o. 

(iiiNQi  \v:\\i:  ('.\s.  —   Lorsqu'il  y  a  entre  p,  (/,  i  et  y  une  eqiuitiou  dii/is 
laquelle  p  et  q  ne  montent  qu'à  lu  première  (lirneuslon. 

Sdienl   X   et  Y  des  l'onctions  (jLielcoMi[nes  de  a-  el    y.   et  supposons 
(|n'on  ait 

siilisliluaiil  doue  cet  le  \  a  jeu  i'  dans  {'('(piation  de  condi  lion,  elle  dexieudia 

dy  dx       '    dx         dx        '        du         '  du 

Il  est  d'ahord  (  lair  ([ne  si  l'on  suppose  (pie  /;  ne  ciuitienne  point  //,  cette 

e(|nation  se  simplifiera  beaucoup,  car  elle  deviendra,  en  faisant    jioin- 

I        I      .       ,.   .       <l\       ,-,     .    dY       V' 
plus  (le  >nupllcite  -77  =  X    et    -1—  =  \  . 

dp  dp 

-7 X-y \  p  ~\    =0. 

dy  dx  ' 

.Mais  cette  e(piati(jn  est  enc(n'e  tidp  conipli(|iu'e  jxiui'  (pi'on  puisse  trou- 
ver racilenient  une  valeur  particulière  d" /*  (|iii  y  satisfasse.  (Considérons 
donc  plutôt  la  (juantiti'  même 

du  —  /)(/.(■  —  (/(/r, 

on  bien ,  en  mettant  /)\  -h\'  à  la  place  de  q. 

du  —  p   dx  -+-  \dy  :  —  Ydy, 


\  iHi  I  ÈKKNCKs  i'\in'ii:i,Li:s  du  pukmikk  (HiiHu:.     .•;(;:{ 

hi(|ii('ll('  (Idil  ('lie  une  dillrrciiticllc  c'Xiicle,  ou  (l'cllc-inriiif ,  mi  v\:\i\\ 
iniilliplicc  |);ir  un  l'aclciii'  coiivciiiihlc  M;  t'I  il  l'sl  d'iiboid  chiii-  iiiic, 
tiiiiiinc  X  ost  une  luiHiioii  donnée  dea-elY,  î^i  l'on  clierclie  le  i'ncleui' a« 
(|ni  rendi;i  inlégiahle  la  qnanlité  dx  +  Xdy,  et  (ju'on  suppose  ensuile 

m  dx  ■+-  X  df   -=  dz, 

on  aura  ;i  rendre  intégrahie  celle  (|uaulil('  plus  simple 

(//(  —  L  ,iz  —  \dr, 
m 

où  —   est  nue  toueliou  lucoiuiue,  et  V  une  l'on(ii(ni  coiinne  de  .r  el  de  y, 
m 

on  l)ien  de  ;  el  de  y,  eu  snlislitnaul  ii  la  |)laee  de    i   sa  valeur  en  y  el   ; 

tirée  de  re(|nation 

I  m  il.r  +  X  dy  — -  z  ; 

or  on  sait  cpie  la  (|nanlite  dont  il  s'agit  sera  iutéf^raltle  si  l'on  a 

d-  IV 

m  _  "  I  . 

Hr   """  ~(ïz' 
ce  (jui  donne,  eu  intégrant  suivant  y. 


ni        !    dz 


■+  y-, 

y.   étant   une   eoustaiite   arl)itraire:    ainsi    l'on    a    nue   \alenr  parlieulière 
de  p,  laqnidie  ilonne 

X  =:  «  —  3!S  —   I  V  (/)•; 

^  d 

donc 

ce  qui  servira  à  déterminer  ^;  ensuite  de  (|uoi  ou  aura  ré(|ualion 

N  —/(a)  =  H  —  ar  —  /  \ dy  —  f  \  ol]  =  o. 

7>- 
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Or  ((nniiic  (III  ;i  ^ 

-z=f'[x), 

il  csl  chiir  ([lie  9  sera  une  ('onction  qiU'lc<)n(|uc  de  r;  de  sorte  <|uc  rc(|iia- 
lioii  (|iii  sert  ii  (Iftcrininer  //  pourra  tire  représentée  plus  siinpleiiienl 
ainsi 

u-j\dy-fi 


I  z''  -=:  o. 


\ii  reste  on  aurait  pu  voir  d'ahord  |)ar  reijuation 

lit         1     II: 


■-4-  y. 


i)ue  la  ((Histaiite  y  |jou\ait  l'tre  une  l'onetion  ipudeoinpie  de  -,  puisipie 
l'intégrale  /  ^jz^b'  ''^'  censée  jirisc  en  taisant  \aiier  v  seul,  et  ;  demeu- 
rant constante;  de  sorte  (|ue  la  valeur  de  p  étant  conipli'te,  on  aurait  eu 
siir-lc-cliamp  par  s(ui  moyen  la  valeur  coinplcte  de  //:  mais  nous  avons 
cru  ipi'il  n'était  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  y  pouvait  parvenir 
aussi  par  le  secours  de  notre  méthode,  en  supposant  (jue  la  (luantite  u 
ne  lui  regardi'c  d'aliord  (|uc  coniinc  une  constante  iiidelermiiiee. 

SixiÈiME  Cas.  —  Lorsqu'il  y  a  entre  p,  q,  x,  y  une  équation  telle,  (jue  x 
et  y  ne  remplissent  ensemble  aucune  dimension . 

Faisant  x  =  zy.  on   aura  doue    une  e(piatioii  cuire  ji,  y,   -.  d'où   l'on 

tirera 

q  =  V, 

P  étant  une  lonctioii  de/;  et  ;  seulement.  Or  eu  (■oiisidcraiit  iiiiiiiedialc- 

mciit  ré(|uation 

(lu  —  p  dx  —  q  dy, 

ainsi  ipi'on  l'a  lait  dans  le  cas  précèdent,  elle  deviendra,  par  les  siil»- 
stitutions, 

ilu  ~  /)[  s  ily  -+-  rdz  )  —  P  dr  =  o, 
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sii  vdif 

(lu       vj)  dz  '-    />2  -4-  P  i  dy—o; 

l'I  l'iiii  voil  i|Uf  celle  i'(|ualioii  jieiil  devenir  iiilei;r"ilile  en  Mi|)pns;inl  /> 
une  i'oni  linn  de  ;  seul  (ce  (|ui  reii(li;i  |i;iioillciiit'iil  1*  nne  Inni  Inin  de  zj, 
|i(>ni  \  Il  (iii'on  ;nl 

pz  -hV  =  1  pdz. 

sa  voil' 

pdz  =  p dz  -+-  z dp  -+-  (/  P, 
(III  liieii 

zdp  +  dV  =  o; 

é(jiialioii  (liHéreiilielle  entre /j  et  s,  d'où  l'on  |ioiiiia.  par  riii-léiti'ation, 
tirer  la  valeur  de/;  en  :;,  la(]uelle  contiendra  une  e(uislanle  ailiilraire  c/.. 
De  cette  manière  on  aura,  par  l'intégration, 

N  =  M  —  )'  I  pdz, 

el  ensuite 

<fN  rdp    ,         .., 

il'x  •  J   dx  •' 

d'oii  l'on  lirera  y.,  (lu'cui  snhsiitueia  ensuite  dans  l'eMpialion 

"S  —  f  a   ^  u  —  y  1  i>  dz  —fx—o. 

Au  reste,  coinnie  on  doit  avmr  dans  ce  cas  >-  =  Qjl,  Q  étant  une  t'onc- 
tion  de /j  el  q,  on  pourra  le  résoudre  aussi  plus  simplement  pai'  la  Re- 
marque suivante,  à  l'aide  de  hupudle  on  peut  le  réduire  au  eiiKiuii'nie 
("as  ci-dessus. 

Remarqie.  —  Tels  sont  les  principaux  cas  resoluliles,  en  général, 
lorsqu'il  y  a  une  équation  entre/?,  q,  x  et  j  sans  u,  et  où  par  conséquent 
p  et  q  peuvent  être  des  fonctions  de  x  et  r  seuls;  il  laul  cependant  y 
ajouter  encore  ceux  dans  lesquels  il  y  aura  entre  ces  cpialre  ciuantités 
mêmes  équations,  mais  en  échangeant  x,  y  en  p,  q,  et  réciproquement: 
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(MUSC  (le    /-  ---  ()  et  -ri-  -^  (),  I  (Miu;! 


car,  a  cause  de    ,'-   :-  o  et  -/-  -^  *'-   '  c(|uali(tii  de  ((iiiditioii  est 
du  du  ' 

dy       dx  "     ' 

laciiicllc,  cii  l'cgaidaiil  iiiaiiileiianl  .r  et  y  coininc  des  Iniictions  de/;  et  y, 
peut  se  mettre  également  sous  la  l'orme 

dx       dy  

d(j        dp 

où  p  et  r/  oui  |iiis  la  place  de  .r  el  v,  et  rire  versa.  Ainsi  il  n'v  aura  qu'à 
traiter  ces  cas  de  la  même  maiiil're  que  les  cas  analogues  résolus  ei-des- 
sus,  eu  supposant  (|u'au  lieu  de  elierclier /;  et  q  en  x  et  y,  on  cherche  au 
couti  aire  ,r  et  )'  en  p  et  q. 

Skptikmk  C.\s.  —  Lorsque  q  est  une  fonction  de  p  et  u. 
Soit  I*  \\\w  toucliiiu  de  p  et  //,  eu  sorte  (pu' 

el  soil 

re(piatioii  de  coudiliou  deviendra 

dy  dx        '        du        '  du 

il  est  clair  (|u"on  peut  supposer  (|ue /v  soit  une  fonction  de  //  seul,  saus.f 
ni  V.  ee  (pii  réduira  re(|uation  ;i  celle-ci 

or  comme  P,  P  et  Q  sont  des  l'onctious  données  dv />  el  u,  il  est  clair  (pie 
réqualion  [irecedcute  ne  sera  (|u'eiilre  ces  deux  variables,  en  sorte  (|u\'llc 
p(nirra  s'intégrer  par  les  méthodes  ordinaires:  ainsi  l'on  aura  p  en  u,  et 
comme  l'inlégralion  introduira  une  constante  arbitraire  y.  dans  la  valeur 
de  /',  on  pourra  en  déduire  la  valeui'  générale  el  com|)l('le  df  u. 


\  i>ii  ii:iu:n(.i;s  i'\in  11:1.1. i:s  du  imu-.mikk  oithui:.     oc.- 

i'iii  l'Ilcl .  ri'(|ii;ili(iii 

du  —  pdx  —  qdy  —-  o, 
on  liicii 

du  —  pdx  —  Vdy  —  o 
iloiiiiiTa  ci'llc-i'i 

,         du  —  pdx 
dy^  jT^— ' 

où  le  second  nombre  étant  une  l'dMction  de  .j' et  //  >ciils.  sria  ni'ccssain-- 
nient  intégrable;  de  sorte  (jn'on  aura 

-,  Cdu  —  pdx 

et  de  là  un  tirera  la  valeur  de  -—•  (|ni  étant  snpposée  égale  a  f  u)  ser- 

vii'a  il  déterminer  etdie  de  z.  iin'on  sniislitiirra  ensiiilf  dans  l'eciuation 

intégrale 

X-/a  =0. 

Hi  iTiÈME  Cas.  —  Lorsque  q=/)X^\.  X  élan/  une  fonction  de  ,r 
et  y,  et  V  une  fonction  de  x.  y  et  u. 

.\u  lien  de  eonsidérer  réciuation  de  condition  par  la(|uelle  (mi  doit  dé- 
triniiner/;,  je  considérerai  d'ahord.  ainsi  i|ne  j'en  ai  déjà  nse  plus  liant, 
dans  nn  cas  analogue  à  celui-ci    cinquième  Cas  ,  la  (|uantilé 

du  —  pdx  —  qdy, 

qui  doit  être  uni'  dilli  rcnliellr  rdniplète.  ou  dans  l'état  où  elle  est,  nn 
après  la  multiplication  par  un  t'acteiir  iiuelcompu'  .M.  Or,  mettant 
pX  +  V  à  la  place  de  q.  «die  devient 

du  —  p.dx  —  \dy   —  \dy; 

et  (dierchant  le  nuiltiplicateur  m  (]ui  rendra  dx  ^  \dy  égale  à  une  dil- 
férentielle  exacte  dz,  on  aura 

du  ^  f^dz-  \dy. 
m 

(luantite  où  —   est   une  l'onction  inconnue,  et  où  V  est    une   loiutiun 
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coiiiiiu'  (le  X,  Y,  u,  on  Ihi'H  <!<'  "-  Y.  :■,  en  metUint  ;i  l;i  phicc  de  x  sa  va- 
Icni'  liicc  (le  r<''(|ualioii 

/  lit  dx  -+-  Xrfr)  =  z. 

Su|i|i(is(iiis  donc  (|uc  relie  (luantité,  élaul  iiiullipliee  j)ai-  .M.  devienne 
une  diriereilli(dle  exacte:  il  laudia  (|ne 

l\{clt,-\dy-  f^dz- 


Noil  la  dil'i'ei'eiiticdle  d'une  i'onclioii  de  u,  y,  z;  donc,  en  legardanl  d'a- 
1)01(1  r.  cuninie  constante,  il  l'audia  (jue 

M  [du  ~-\dy) 

soil  la  (lifTérenlielle  d'une  fonction  de  u  c\  y;  ainsi  il  n'y  anra  d'abord 
((u'à  clierclier  le  multiplicateur  M  (|ui  rendra  intégrahle  la  (|uantile 
M  ' c/// —  V r/v )  considérée  comme  l'onction  de  u  et  r  seuls.  Soit  donc 


(m  du-\dy)^l. 


il  est  clair  (|ue  Z  contiendra  aussi  r.  comme  constante;  de  sorte  (|ue  si 
l'on  veut  maintenant  traiter  z  comme  variable,  on  aura,  pour  la  dilTé- 
rentielle  complète  de  Z,  la  quantité 


don<' 


M  ,/„_Vf/,,.   +  ~  dz; 
dz 


m  du-\dr  =dl-''^  dz\ 
dz 


de  soile  (|uc  la  ipianlile  (|Ui  doit  être  une  dirtereuli(dle  exacte  devn'udra 

di-m^^]dz. 

\  m  dz  / 

Oi'  il  est  visible  (pie  pour  (|ue  cette  condition  ait  lieu   il   n'y  aura  (pi'à 
supposer 

m  dz 
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ce  qui  (Innncra  une  Viilcur  pinliculii-rc  de  />  qui,  contenant  la  eonstanlc 
arl)ilraiic  7.  l'iiiidiiira.  ;\  l'aide  de  nntr'c  inétlindc,  ii  la  srdution  jiénérale 
du  Prublénie.  On  aura  en  eft'el 

d'où 

-3-  =  —  Z=f  [OC,, 

et  de  la 

N  — /(œi  =  Z  —  az  —  /  3t    —  o. 

D'où  l'un  vdil  (|ue  a  sera  une  lonclion  quelconijue  de  ;;  en  soile  (juc 

l'équation,  (|ui  donnera  la  valeur  complète  de  a,  pourra  se  mettre  sous 

eelte  forme  plus  simple 

Z-f{z)  =  o. 

i 

Au  reste  on  peut  l'aire  ici  une  remarque  analogue  à  celle  (pi'on  a  faili' 

ci-dessus  dans  la  solution  du  cinijuii'me  Cas,  dont  celui-ci  ti'esl  (ju'unc 
généralisation. 

Xeimème  Cas.  —  Lorsque  y=y>'"XYU,  X  étant  une  fonction  de  .v, 
Y  une  fonction  de  y  et  U  une  fonction  de  u. 

Je  eonsidi-re  encore  imniédiatenient  la  quantité 

dit  —  p  dx  —  q  dr, 

laquelle,  par  la  substitution  de  la  valeur  de  q,  devient 

du  —  pdx  —  p"  XVU  dr; 

je  fais 

p  =  '■»', 

e  étant  une  fonction  de  u,  et  j'ai 

du  —  lidx  —  ;■'•■■  i""  \VL'  (/)■; 

je  suppose  maintenant  c  =  c'"U.  ce  qui  donne 

m — I  r~r 

m.  73 
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et  divisani  ciisiiilc  toiilc  l;i  (juantité  précédente  pnr  e,  j'ai 

rdx  —  i"'\\  cl)-; 

iiiaiiilciiaiil  il  esl  clair  que  cette  quantité  sera  intégrahie  si  l'iui  lait 

/•"'X  =  3;, 
'/  elaul  uue  coustaule.  car  elle  (h'vicndra 


du         '"/x    j  .    . 


doul  l'intéi-rale  sci-a 


de  là  on  tirera  donc  la  valeur  de 


(/N 


-.—  5  (|U  (in  lera  égal  a  /     -z  ,  el   il  n  y 

ania  plus  (|u"à  substituer  la  valeur  de  a.  (pii  résultera  de  cette  dcinii're 

é(|nali(in,  dans  celle-ci 

N-/3:   =0. 

Rini Auoi  1:.  —  Si  l'on  a  une  é<|uati(Ui  entre  j).  y.  u  et  r.  on  pourra 
regarder  /*  et  q  c(uiinie  des  l'onctions  de  //  et  .v  seuls,  et  le  Prohièine  ren- 
li'cra  dans  le  cas  où  ré(|uation  est  entre  />.  </,  .r,  )'.  en  prenant  v  à  la 
place  de  n,   —   --  ii  la  iilace  de  p,  et  -  ;i  la  place  de  r/;  cai-  il  est  visilde 

ipie  l'iMpiation 

du  —  pil.v  —  qdy  ■=-  o 

m 

peut  se  mettre  aussi  sons  la  t'ornie 

,          p//x        dit 
dy  -h  ' =0, 

1  ? 

(Hii  resuite  de  la  précédente,  en  changeant  u  en  v.  />  en  —  -j  11  en   '  •  Il 
1  1  ^  <i  'I 

en  sera  de  n)énie,  mntatis  nmltindis .   du  <'as  où  l'on  aura  nue  tHpialioii 
entre  p.  y,  u  et  y. 

'.1.  Les  cas  (|Ue  nous  venons  d'examiner  renterinenl  d'une  manière 
générale  ii  ])eu  |tri\s  tout  ce  (|n'on  sait  sur  l'inténralion  des  eipiatimis  du 
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pi'oinicr  ordre  ciilic  trois  variables;  d'oii  l'on  voil  conihieii  peu  on  esl 
encore  avancé  dans  celle  nialii're.  J.e  principe  (jiie  nous  avons  donné, 
pour  Irouver  l'inlcgrale  coni|)lète  d'après  une  inléifraie  particulière, 
esl,  coniuie  ou  voil,  Iri's-I'écond ,  el  sullil  seul  pour  résoudre  la  pluparl 
des  cas  où  i'inléi;ralion  réussit.  Nous  reniar(|uerons  cependant  siu'  ce 
sujet  (pie  si,  au  lieu  d'aMur  une  valeui' [larlicuruMe  de /^  la(|uelle  reu- 
l'eirue  une  constanle  ariiitraire,  ou  avait  une  \aleui' pai'ticulière  de  ii  l'cn- 
lérmant  de  inénic  une  conslanle  arbitraire,  mi  ue  pourrait  ce|)endanl 
pas  trouver  par  son  moyen  l'intégrale  conipii'le;  mais  on  pourrait  y  par- 
venir si  la  valeur  particulière  de  ii  renfermail  à  la  fois  deux  conslaules 
arbitraires. 

10.  Pour  démontrer  celte  proposition  et  donner  en  uH''uie  temps  le 
moyen  de  déduire  la  valeur  coniplf'te  de  //  d'une  valeur  ()articulière  ren- 
fermant deux  constantes  arbitraires,  supposons  (|ue  celle  valeur  soit  dé- 
terminée par  une  équation  entre  u,  x  et  )',  la(|uelle  renferme  outre  cela 
deux  constantes  a  et  jS  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  l'équation  dilleren- 
tielle;  il  est  visible  (jue,  si  l'on  dill'érentie  celle  équation  eu  soile  cpie 
l'une  des  constantes  comme  /5  disparaisse,  ou  aura  une  équation  didé- 
rentielle  qui  sera  nécessairement  comparable  à  la  |u-oposée 

du  —  p  (Ix  —  q  il  y  ^  o, 

et  d'où  l'on  pourra  tirer  pai'  la  comparaison  une  valeur  de />,  la(|uelle 
renfermera  encore  une  conslanle  ari)itraire  </.;  en  sorte  qu'on  pourra  en- 
suite en  déduire  la  valeur  compltrte  de  u.  Mais  si  l'équation  en  u,  x  et  j 
ne  renfermail  (pi'une  constante  aiiiilraire  [i,  alors  il  esl  visible  (|u'en  fai- 
sant évanouir  celle  arbitraire  par  la  (liU'erentiatiun,  l'équation  différen- 
tielle qui  en  résultera  ne  renfe'rmera  plus  de  constantes  arbitraires;  ainsi 
l'on  ne  trouvera  qu'une  valeur  particulière  àe, p  qui  n'aura  point  de  con- 
stante arbitraire,  et  (|ui  sera  par  conséquent  inutile  pour  la  recbercbe  de 
la  valeur  complète  de  u. 

1 1 .  Il  ne  doit  point  au  reste  être  étonnant  qu'une  solution  particulière, 
(|ui  renferme  deux  constantes  arbitraires,  soit  sufîisante  pour  en  déduijc 

r- 
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lit  .siiliilion  coinpU'te;  car  en  y  regardant  de  pins  près  on  voit  que  celte 
solution  icniplit  presque  en  entier  les  conditions  de  l'rquation  difleren- 
tielle,  puisqu'on  ne  peut  faire  évanouir  les  deux  constantes  arbitraires 
sans  tomber  dans  une  équatidu  (|ui  renferme  à  la  fois  les  différences  par- 

.    ,  1       i/ii        du  ...  . ,  1  .  ,       I .      .  .... 

lielU'S  ~r-  et  -r\  en  ellcl,  connue  il  v  a  deux  (luautilcs  a  eliniiiicr,  il  tau- 
(Ix       dy  •  ' 

(Ira  avoir  trois  é(|uations;  ainsi  il  en  faudra  encore  deux  outre  la  propo- 
sée, et  ces  deux  ne  peuvent  venir  (jue  de  deux  ditlerentiations  diiférentes, 
l'une  en  faisant  varier  .r  et  l'autre  en  faisant  varier  >-. 

On  peut  prouver  de  la  iiuMiie  luauièrc  (|ue,  si  l'on  a  une  fonction  (/  de 
lidis  variables  a\  >',  z-,  laquelle  dépende  d'une  e(|uali(>n  différentielle  du 

,  .  ,  du     du    du       ,        ,         ■  , 

premier  ordre  entre  //.  .r,  y,  z,  et  ^-?  -r-i  -7-5  et  (lu  mi  ail  une  valeur 
'  '  dx    dv    dz  ' 

particulière  de  //,  hi(|uelle  renferme  trois  constantes  arbitraires  y,  jS,  y, 

cette  valeur  remplira  pres(|ue  en  entier  les  c(Uiditioiis  du  Pr(dil('me:  car 

on  ne  pourra  éliminer  les  trois  constantes  qu'au  moyen  de  trois  dii'feren- 

liations,  rune  relative  à  x,  l'autre  a  r  et  la  troisième  à  z. 

Va  ainsi  de  suite. 

12.   En  général,  soit  it  une  fonction  de  [)lusieurs  vaiiai)les  .i,  j',  z,..., 
el  soit  donnée  une  e([uation  entre 

i/u       ihi      ilu 
dx      dy      dz 

par  la([uelle  il  faille  déterminer  la  valeur  de  11.  Supposons  que  l'on  ait 
une  valeur  particulière  de  u.  la(|iielle  renferme  les  constantes  arbi- 
traires a,  /5,  7,...  dont  le  nombre  soit  égal  à  celui  des  variables  .r,  y,  :,...; 
(|u'on  en  tire  la  valeur  d'une  de  ces  constantes  conime  y.,  en  soi  le  que 
l'on  ait 

Vêtant  une  fonction  de  a,  x,  y,  z,...  e(  de  ^'î,  y,...;  ([u'oii  dilïereiilie 
l'ctte  équation,  cl  supposant 

d\—Mdu^  Vdx  +  Qdy-^  R</3+..., 
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un  aura,  en  divisaiil  par  .M,  rciiiialiiiii 

[>(/.r       n</)-       lu/? 

(lu  +      z 1-  —- j^  H 1-  .  .  .  =  o  ; 

M  M  M 

t-ri  sorte  (|iii' 

i/n  __       \>        ilii  O        iIk  K 

dx  M  '     dy  "      ÎVI  '     dz  M 


•)  '  •  •  1 


('[  CCS  valeurs  seront  telles,  (|irelles  satisferont  par  I'Iin  iiollièse  ii  rc(|iia- 
tioii  (loiméc.  .Maintenant,  coninie  la  solntimi  Aw  Prulili'nic  (lé|)enil  Mni(|iie- 
nient  de  ce  (|ne  IN^piation  piceedcnte  devient  Inte^iaide  étant  niiilli|diee 
par  le  l'acteur  M,  c'esl-à-dii'c  de  et;  que 

M  du  +  P(/.r  +  ()dy  +  H(/3  + .  .  . 

est  nue  dilTerentiidle  complète  de  //,  ,r,  v,  ;-,...,  il  est  (  laii(|ne  la  xdiilinn 
aura  lieu  de  nicnie  si  les  (inantilés  jS,  7,...,  au  lieu  d'être  constantes, 
sont  vaiiahles,  pourvu  (|ue  la  même  dilTérenti(dle  continue  ;i  être  cimi- 
plète;  or  l'intégrale  de  cette  dilTérentielle,  tant  que  jS,  y,...  sont  coié- 
slantos,  est  V;  en  sorte  (pi'on  a  dans  cette  livpotlièse 

Mdu  4-  Vdx  -4-  Qdr  +  RJz  -i-  .  .  .  =  d\  ; 

mais  si  l'm!  reiiarde  ,'5  comme  variable,  alors  on  aura 


donc 


}lidu  +  P</a-  +  Qdr+\\dz-^...-\-  ^,—  d'i  =  d\ ; 

dp 

Mdu  -+-  Pf/.t  +  Qr/)  +  R  </2  +  .  . .  =  (/ V  -  '-^  t/,3  ; 


donc  comme  d\  est  par  elle-même  une  différentielle  complète,  il  faudra 
(|ue  -j^dfj  soit  aussi  une  quantité  intégrable  d'elle-même,  (c  (pii   ne 

peut  avoir  lieu  à  moins  (|ne  —pr-  ne  soit  égal  ii  une  fonction  (pielci)n(|iie 
lie  [j.  Ainsi  supposant 

el  tii'ant  de  cette  ê(iuation  la  valeur  de  °,  on  pourra  la  suiwtituer  ;i  la 
place  de  p,  et  l'on  aura,  au  lien  de  l'équation  V  ;=  «,  celle-ci 

V  -  B  =  3:, 
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B  (■tniil  ('g;il  il  j/'lî   f/^i,  où  il  taul  rciiiiirciiicr  (|ii('  les  (|u;iiilil('.s  y.... 

((fiivciit  cnlit'i'  (runc  manière  quelconque  en  (|ualité  de  constantes  dans 

la  lundion  /"(  jj  ,  el  |)ar  conséquent  aussi  dans  la  l'onction  B.  Mainlenaiil 

on  pourra  rendre  de  même  variable  la  (|uanlilé  y  contenue  dans  V  et  B, 

en  lucuanl 

cl  \-B     _ 

dy         ~-f   ^  " 

ce  (|ui  détermine  y:  et  substituant  ensuite  cette  valeui'  de  y.  ou  aura 

rc(|ualion 

\  -   B  -    C  =  p:, 

OÙ  C=  \  f^'ii'f'i'  f'  ainsi  de  suite. 
Par  ce  moveu  rintéi;rale  incomplète 

deviendra  de  la  i'or'mc 

\  -  B      C-  .  ..— z, 

el  sera  nécessairement  complète,  puis(|u'(dle  contiendra  autant  de  fonc- 
tions arbitraires  qu'il  y  a  de  varialdes  .r,  )■,  :,...  moins  une    '  ,. 

13.    Pour  l'aire  voir   l'usage  de  cette  luetbode    par   uu   exeuiple   tri's- 

ffcneral,  suiiiiosons  (lue  \  soit  une  t(Uictu)u  de  —,     et  x,  (lue  i  en  s(ul 
~  Il  j  ,/  j  I 

une  de  --  et  v.  (jue  A  en  S(Mt  nue  de  ---  et   r-,  et  ainsi  de  suite,  et  (iiie 

l'on  ait  une  e(|uati(Ui  donnée  entre  X,  Y.  Z, d'oii  il  t'aille  tirer  la  \a- 

•"'  Lanalv,--!'  i|vii  vicnl.  d'Otn»  (lévolo]>]H'o  conduit  assurément  à  linlégrale  générale  de  I  é- 
i|iialion  proposée,  mais  cette  intégrale  ne  contient  pas.  comme  le  dit  ici  par  inadvertance 
l'illustre  Auteur,  autant  de  fonctions  arbitraires  moins  une  qu'il  y  a  de  variables  indépen- 
dantes. Dans  la  formule  obtenue  par  Lagrange.  il  n'y  a  en  réalité  (ju'une  seule  fonction  arl)i- 

traire.  B  -h  ('.—...  -^  y.,  laquelle  dé|)end  des  quantités  ï,  7 Si  l'on  représente  cette  foni:- 

lion  par  /  (  f'.  y. .  .  .  1,  l'intégrale  générali'  de  ré(piatioii  pro|H>sée  sera  le  résultai  de  l'élimination 
de  b.  y,. . .  entre  I  équation 

v=.Af..v....) 

et  les  suivantes 


'11  -  'JL       'Il  ~  'IL 
d'.-i         dp        dy         d-j 


[Tsolc  de  rj-.dilriir.) 
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Iriir  ili'  (i:  ((iiiimr  le  Priililrinc  coiisislc  ii  t'iiii'c  en  sorte  (|ir'  hi  (iiuiiililc 

du  —  p  dx  —  q  dy  —  rdz  —  ... 

suit   iiitcgralili'  mi  |i;ir  fllr-iiiciiic  un   claiit  iiuilliiilit'f   pjir'   un   rjiclriir 
(|uelfOiUjuo,  l'ii  supixisaul 


du  du  du 

rfx'      "       rf>-'  dz  ' 


il  est  clair  (|iic  la  comlititui  du  Problème  sera  remplie  si  p  est  une  fomtinii 
(le  a?  seul,  ^  de  v  seul,  /de  ;  seul,  etc.;  or  <'est  ce  (|ui  aura  lieu  si  l'on 
lait  X.  Y,  Z,...  égales  ii  des  (|uantites  eoiislautes:  car  alors  ré(|uaticm 
donnée  servira  h  déteiniiner  une  de  ces  eonslantes  par  toutes  les  autres, 
en  sorte  (|u'il  restera  autant  de  eonslantes  arbitraires  /3,  y,...  (ju'il  y  ania 
de  variables  j-,  y,  ;,...  moins  une.  De  eette  manière  on  aura 

V  =  <<  —   {  p  d.v  —   \  qdr  ~   j  rd:  —  .  .  .  ^  x 

pour  l'eciuation  qui  détermine  la  valeur  parlieulière  de  u;  et,  comme 
celte  valeur  de  «contient  les  constantes  arbitraires  a,  fi,  y,...,  on  pourra 
compléter  la  solution  par  la  méthode  exposée  ci-dessus. 

14.   Il  est  clair  qu'on  peut  généraliser  encore  le  cas  précèdent,  en 
supposant  que  W  .soit  une  fonction  quelconque  de  u,  et  que  l'on  ait  X 

eîJ^al  a  une  lonction  de  U  -.-  et  x.  \  une  tonction  de  \\  -7-  et  v,  Z  une 
^  dx  dy 

l'onction  de  W  -7-  et  ;, . . .  ;  car  en  faisant  X,  Y. . . .  constantes,  on  aura  p 

dz  ' 

égal  à  une  fonction  de  x  seul  divisée  par  W,  q  égal  à  une  fonction  de  / 
seul  divisée  de  même  par  W,...,  de  sorte  que  la  quantité 

du  —  p  dx  —  q  dy  —rdz  —  ... 

étant  multipliée  par  W  deviendra  intégrable. 
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NOrVKLI.K  SIIMTION 


PROItLÈME  DIJ  MOUVEMENT  DE  ROT/VTION 


O'UjN  coups  m  FKiUltE  yUliLCONQUK 


OUI     N  EST    AMMK     PAII     MCl'.NE     FOKC.K    ACCELERATRICE. 


[Noiiveriii.r  Mi'niiihrs  dv  V Acadviiuc  riiuilc  <Us  Stifucrs  i-t  liidlcs-Lfllifs 
de  Berlin,  iinnée  1773.) 


Ce  Prol)lëme,  l'un  des  plus  curieux  et  des  plus  dilliciles  de  la  Méca- 
uique,  a  déjà  été  résolu  par  M.  Euler  dans  les  Mémoires  de  cette  Acadé- 
mie pour  l'année  1758,  et  dans  le  tome  UI  de  sa  Mécanique.  M.  d'Alem- 
F)ert  l'a  résolu  aussi  dans  ses  Opuscules.  Les  solutions  de  ces  deux  grands 
Géomètres  sont  fort  dilTérenles  (|uant  à  la  méthode,  mais  elles  sont 
fondées  l'une  et  l'autre  sur  la  considération  mécanique  de  la  rdlalidu 
du  corps  autour  d'un  axe  mobile,  el  elles  supposent  ([u'on  connaisse  la 
position  de  ses  trois  axes  de  rotation  uniforme;  ce  (|ui  exige  la  résolu- 
tion d'une  équation  cubique.  Cependant,  à  coiisidérer  le  Problème  en 
lui-même,  il  semble  qu'on  devrait  pouvoir  le  résoudre  directement  et 
indépendamment  des  proprk'tés  des  axes  de  rotation,  propriétés  dont  la 
démonstration  est  assez  dilTicilc,  et  qui  devraient  d'ailleurs  être  plutôt 
des  conséquences  de  la  solution  même  que  les  fondements  de  cette  solu- 
tion. En  effet,  si  l'on  imagine  un  système  d'un  nombre  indéfini  de  cor|)s 
considérés  comme  des  points  et  liés  ensemble  de  manière  (]ue  leurs  dis- 
tances mutuelles  restent  toujours  les  mêmes,  et  qu'on  cberclie  le  mou- 
vement de  ce  système  après  qu'il  aura  reçu  une  impulsion  (|uelconque, 

■73. 
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c'est  une  question  «jui  ne  dépeml  (|uc  dvs  jirincipes  ordinaires  de  la 
Dynamique,  et  qui  ne  demande  d'autres  secours  (]ue  ceux  que  l'Analyse 
elle-même  peut  fournir. 

J'ai  donc  cru  (jue  ce  serait  un  travail  avantageux  aux  progrès  de  l'une 
et  de  l'autre  de  ces  deux  sciences  que  de  chercher  une  solution  tout  à 
fait  directe  et  |)urement  analytique  de  la  question  dont  il  s'agit;  c'est 
l'olijet  que  je  me  suis  proposé  de  remplir  dans  ce  Mémoire;  les  difficultés 
qu'il  présente  m'ont  arrêté  longtemps,  mais  entin  j'ai  trouve  moyen  de 
les  surmonter  par  une  méthode  assez  singulière  et  entièrement  nouvelle, 
(|ui  me  parait  digne  de  l'attention  des  Géomètres. 

Le  mérite  de  ma  solution,  si  elle  en  a  quel([u'un,  consiste  donc  unique- 
ment dans  l'Analyse  que  j'y  emploie,  et  (jui  renferme  différents  artifices 
de  calcul  assez  remarquahles,  ainsi  que  plusieurs  formules  nouvelles  et 
utiles  dans  bien  des  cas;  c'est  par  cette  raison  surtout  que  j'espère  qu'on 
iiu'  pardonnera  d'avoir  entrepris  de  traiter  un  sujet  qui  a  déjà  été  si 
savammemt  discute  par  deux  des  premiers  Géomètres  de  ce  siècle. 
D'ailleurs  mes  recherches  n'ont  lien  de  commun  avec  les  leurs  que  le 
Problème  qui  en  fait  l'olqet;  et  c'est  toujours  contribuer  à  l'avancement 
des  Mathématiques  que  de  montrer  comuient  on  peut  résoudre  les  mêmes 
questions  et  parvenir  aux  mêmes  résultais  par  des  voies  très-différentes: 
les  méthodes  se  prêtent  par  ce  moyen  un  jour  mutuel  et  en  acquii'renl 
souvent  un  plus  grand  degré  d'évidence  et  de  généralité. 

LintME. 

1 .  Soient  neuf  quantités  quelconques  x,  y,  z.  x' ,  v',  z' ,  .t".  y'  .  -■"'  ,/e 
i/is  qu'on  aura  celle  équation  identique 

r  y'  z"  -+-  y  z' x"  +  z  x' y"  —  x  z' y"  —  y  x' z"  —  z  y'x"  ■ 

=  - ^- ^  ,)■"■•  ^  r'     x'--^  y'-^  z'-)    x"- +  y"- +  z"-'> 

-t- 2  xx' -\- yy' ~  zz' ;   xx" -h  yy" -^  zz"  )   x' x" -^ y' y"  ^  z' z'' > 

—  :  JT-  -i-  >■•  —  z-  ;  ' x' x" -\- y' y" -i- z' z"  - 

—  x'-  —  )•'=  —  z''    •  xx"  -^  yy"  -i-  z  z"  ■- 

—  iX"--^  v"-  -hz"-    i  xx'  J-   )•)•'  -^  ZZ'  r. 
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2.   Corollaire  1.  —  Doiir,  si  l'on  ;i  ciUrr  les  m-iit' quantités  précé- 
(lentos  cos  six  équations 

x'  -^  r-  -4-3'  =:«,  x'x"-\-y'j-"-^  z'z"=  b, 
x'-  -f-  j"  -i-  s"  =  a',  xx"  -l-,)"^""  ■+-  zz"  =  h' , 
x"^ -+- _>•"=  -f-  z"-  =  «",     xx'  -ir y~y'  -^  zz'  =  h", 

t'I  qu'on  tasse,  pour  abréger, 

f  '^-  x'z"  -  z'x",     n  —  z'x"  -  x-z",     t  =  x'y"  —  yx  , 


^---^aa'a"~'?.bb'h"—ab---a'ir--  a'b"-. 
on  :uira 

xl  ^ y-fi  +  z'Ç  =  p. 

On  aura  de  plus  les  équations  i(lenti(jués  suivantes 

x'I  -^  y'r.-h  z'X  —  o,     x"'E-^y"r,  -hz"!:  —  o,      ^- ^  rr -r- ^' =  fin'  —  h'. 
y'I^  z't,^^  h  x'  -  a'x",     y"  ?  —  z"t,  =  a"x'  —  b  x" , 
z'I   -x'-Ç=  by'-a'y",     z"l  -  x"?  r_  d'y'-  by. 
x'-n—y'l  TTzbz'  -  a'z",      x"n  -  y"l^^a"z'  —  bz  , 

qui  sont  très-faciles  à  vérifier  par  le  calcul. 

3.   (ioROLLAiRE  II.  —  Si  l'on  prend  les  trois  équations 

x'^    -n-  yr,    -!-  zÇ  .=  ,3, 
xx'  -f-  )■)■'  -i-  z  z'  =^  b' , 
XX  -~  yy"-^  zz"^=  h', 

et  qu'on  en  tire  les  valeurs  des^quantités  x.y,  z,  on  aura  par  les  torniules 
connues 

_    p{y'z"-z'y")^b'[Y,z'-  Q-';  +  b":Xr'-r,z"  \ 
hy'z"—z'y"''^-n[z'x"—x'z''  +?(<)-"— r'ar"!' 

_  _     P(z'x"  —  x'z"  )  +  b'  '^x'—lz' .  -i-  b"[lz"—  "Lx"  ; 


\  ( y'z"  —  z'y"  )  +  V3  (  z'x"  —  x'z"  )  +  'Ç'  x'y"  —  y'x"  ] 

_  p ( x!y"  —  y'x" )-hh'  ly'  —r,x')-^b"{nx"—  ly" )  _ 
^  l  (  y'z"  —  z'y"  )  -i-  vi  1  z'x"  —x'z"    -+-  i:  (  x'y"  —  y'x"  ■■  ' 
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iloiic.  faisant  les  substitutions  du  numéro  précédent  et  supposant,  pour 

al)re£{er. 

a  =^  fl'a" —  b-, 

(Ml  ailla 

_  3;  -I-   a"6"  —bb'x'^   a'b'  -  bb" ,  x" 


y. 

,3 y;  H-  xd'b" 

—  bb'    )•'-!-   a'b'  —  bb" 

)r" 

a. 

y^+    a"b" 

-bb'    z'^.a'b'—bb" 

z" 

4.   CoROLLAFRE  III.  —  Si  l'on  t'ait  varier  les  (|uantités  x',  y',  s',  x", 

v",  z",  en  regardant  comme  constantes  les  quantités  a,  a"  et  h,  et  (|u'on 

suppose 

x"clx'-T-  r"dy'-\-  z''dz'^=  dm, 

Idx'   -  r.dy'  -r-  '^dz'  =</•!, 

Ijlx"  ^r,dy"-  Idz^do, 

on  aura,  en  vertu  des  équations  du  Corollaire  I,  ces  six  autres-ci 

x'dx'  -^ ydy'  -+-  z'dz'  =  o, 
x"dx"^r-  y"dy'  -i-  z"dz"=^  o, 

Idi    —  ndr.  -h  r</r  =o, 

x'dx"  -^  y'dy"  -+■  z'  dz"  =  —  dm, 

x'di  ~ydr.   ^z'd:,—~d-i, 

x"d\  -^  y"dr.    ^  z"dC  =  —  d-.. 

et  à  l'aide  de  ces  neuf  équations  on  jiourra  déterminer  les  neuf  differen- 
liellfs  r/£.  r//;,  dZ.  dx  ,  dy  ,  dz' ,  dx",  dy' ,  dz"  par  des  opérations  et  des 
ledintions  semblables  à  celles  du  numéro  précédent. 

Il  \\\  aura  pour  cet  effet  qu'à  changer,  dans  les  expressions  de  x,  y.  z, 
les  quantités  /i,  b  .  //'.  d'abord  en  o,  —  d'^.  —  d'l>,  ensuite  en  dl,.  drs.  o. 
et  entiii  en  d':..  o,  —  dv>,  et  Ton  aura 


dl 


.r' 

bdo- 

-a! 

'd'h\ 

-!- 

x" 

ibdL 

—  a'do 

_)  ' 

bdo 

—  a 

"d-L 

X 

y' 

bd-L 

^a'd'^\ 
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,^         z'(l>do  —  a"rfd»)  -t-  z"i  6(/'i>  —  n'd(3  , 

dç,  = — ' 

oc. 

j  ,       ld^  —  {bx'—a'x")d^ 

dx  =  ■- — 1 

dy-  = 
dz'  = 


r,  </'-]/  —    by'  —  a'  y"   dm 
a. 
,  _  ■Çd'i^—  {bz'  —  a'z")djs 


,  „ Ç</ç  —  (a"ar' —  bx")drs 

„      ndo  —  [  a"  y'  —  by"  dm 


dy 

dz"  = 


a 
Çd<f  —  ia"z'—bz"]dm 


Si  l'on  différentie  maintenant  les  valeurs  de  x,  v,  z  du  Corollaire  |)récé- 
dent,  en  supposant  aussi  constanlcs  les  quantités  p,  b\  // .  qu'on  y  suh- 
stitue  ensuite  les  valeurs  de  rf5,  dr,,  dÇ,  dx' ,  dy  .  dz' , .  .  qu'on  vit-ul  di- 
trouver,  et  qu'on  lasse,  pour  abréger, 

d<l'=^  bdo  —  a"d<i>,     d^'  =  hdii  —  a'do. 
on  aura 

_  l.b'd^'  ^  b"d^)  -h  x'(e,d<^  —  ab'dm   -^  x'^^d'l'  -h  xb'dm) 
dx^=  — -, ' 

—  nib'dW -\^b"d^)-h  r'i&d^  —  ocb'dm)  -hr"{^dW -h  <xb"drs 
dy  = ^ -.. ' 

—  t{b'  d'\:  +  b'  d<i>  ^  -^  z'  i^^d^  -  xb'  dm    +  z"  [pd^'  +  xb'dm , 
dz=-^ ^, 

Et,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de  x,  r,  3  dans  ces  expres- 
sions xdy  —  ydx,  zdx  —  xdz,  ydz  —  zdy,  on  aura,  en  employant  les 
réductions  du  n°  2, 

xdy  — ydx 

_     ^{a"b"—  bb')dW  -  ?ia'b'  —  bb")d^  -^  acia'b'-  +  a"b"-—  2  b  6^"  )dm 
~^  x' 

,  [b^^-h-  txb'b"   d<l>  -h  ^a"^--\-  xb'-   d'^'  -i-  x^  a"b"  —  bb'   dm 

63^-1-  xb'b")dW  -t-  {«'3^  +  xb'")  rf$  —  a&(a'b' —  bb"]dm 

H-  Z     —^ ^ • 
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zdx  —  xdz 

i  a"b'  -^  bb'  ,d^  -i,  a'b'-bb'id^  -h  a.{a'b"  +  a"b"-~  ibb'b"  dm 

=  ' ^^ ^ "- 

,     b1-^cr.b'b'    f/<I*  —    a''b--~y.b'-   f/T  —  3:3  ab"—bb'   dm 
_,.    ^^ ^ _- 

^    „    bp^-h  xb'b"  d'i'  -h  ia'^'~xb"')d^  -  x^^b'  -  b b"jdm 

a? 

ydz  —  zdy 

_  .,  ,3  a  b"  —  bb    d  M  —  p_  a%'  ~  bb"   rf4^-  a.  ab"  ^  à  b"' —  ■ibb'b'  <  d^ 

'     bp'+ab'b"   d^  +  :a"fi'-i-  y.b'^-  d^'  -  xp  af'h"  —  bb'  dm 

-^  y} 


„  1 
X 


[b'p'-^xb'b"  rf^+    «';5^-^g/<'-  (/<P  -  g^  a'b-bb"  dm 


5.  Remarqle  1.  —  Si  l'un  rcgaitle  les  trois  quantités  x,  y,  z  comme 
les  coordonnées  rectangles  d'un  point  31  rapporté  à  trois  axes  fixes  et 
perpendiculaires  entre  eux,  et  pareillement  les  (juantités  x  ,  y',  :'  comme 
les  coordonnées  rectangles  d'un  aiitie  point  M'  rapporté  aux  mêmes  axes, 
et  enfin  les  quantités  x",y",  z"  comme  les  coordonnées  rectangles  d'un 
troisième  |>oint  M'  rapporté  aussi  à  ces  trois  axes,  il  est  visible  (|ue  les 
quantités  a.  a  ,  a",  que  nous  avons  supposées  égales  à 

x- -H  >■- -f- z%     x''' +  y'- ~  z'-,     x"-  ^  y"'^  z"-, 

seront  les  carrés  des  distances  des  points  M,  .M'.  M"  au  point  commun 
d'intersection  des  trois  axes,  lequel  nous  nommerons  simplement  le 
centre  des  coordonnées;  et  il  est  facile  de  voir  de  plus  que  les  trois 
(|uantités 

a  -i-  a'  —  2  /)",     a  -f-  a'  —  ?./>',     a'  —  o'  —  ■>  b, 

lcs()uolles.  suivant  nos  hypothèses,  sont  égales  à 

(X  —  x'  :^-T-  ;_)■  —y'  -^  iz  ~  z'  y-, 

;  X  —  x"  i'  -+-  [  y  —  y"  )"  -r-  [z  —  z"  -, 
(  x'  —  x"  )-  -1-  ( y'  —  y"  '--^  ''  z'  —  z"  -, 
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cxprimeronl  les  carrés  des  (lislances  entre  les  puiiils  M,  M  .  ciitrc  les 
points  M,  M"  et  entre  les  points  .M',  IM":  de  sorte  que.  iHunniMiit  //  ./;,// 
les  carrés  de  ces  distances,  on  aui'a 


Or  si  Ton  nomme  c,  i,  i"  les  angles  formés  au  centre  des  coordonnées  par 

les  rayons  \a  ,  \a' ,  par  les  rayons  \a,  \a  et  par  les  rayons  \a,   \a", 

on  aura,  par  la  considération  des  triangles  dont  les  côtés  sont  \a  ,  \^", 

\li.    on    \(t.    \a",  \/i',  ou   \(3,    \a',  \'/i",  on  aura,  dis- je.  ces  valeurs 
de/,,  /,  ,  h 

h  =  rt'  -I-  a"—  a  \  a'rt'cose, 
h' z=  a  -ha" — 2  \aa"  cose', 
//"=:  a  -i-  a'  —  2  y'aa'cosE"; 


donc 


/' =  \  «'rt'cosc,     h' =  y/aa"cosi',     6'=  \  aa' coss" 


D'où  il  s'ensuit  (|ue  si  l'on  a  h  =  o,  h=  o,  //  =  o,  les  trois  rayons  \a, 
\ja',  s/a"  feront  nécessairement  entre  eux  des  angles  droits. 

Imaginons  niaintciiant  une  pyramide  triangulaire  (jui  ail  ses  (juatre 
angles,  l'un  au  centre  des  coordonnées,  les  autres  aux  points  M,  M',  M", 
il  n'est  pas  diilicile  de  prouver  que  la  solidité  de  cette  pyramide  sera 
exprimée  par  les  coordonnées  .r,  y,  z,  x',  y',  :■,...  de  cette  manii'rc 

z  :  x'r"  —  x'^"  )  -r-  2'  (  x^"  —  ^T"  )  +  -s"  (  xj"'  —  x^' } 


6 

c'est-à-dire  pai-  la  f(Miniile 

xl  +J"n  -\-  z'C 
~"       6  ' 

par  conséquent    2    cette  solidité  sera  égale  à  p-,  d'où  l'on  voit  que  la 

quantité  j5  n'est  autre  chose  que  la  pyramide  dont  il  s'agit  prise  six  lois. 

Ainsi  cette  quantité  sera  nulle  toutes  les  t'ois  (|ue  la  pvramide  en  (]ues- 

lit.  ■  -4 


586     NOUVELLE   SOLUTION   DU    PROBLEME   DU    MOUVEMENT       . 

lion  s'ôviiiKuiira .  ce  iiui  arrive  lorsqiu^  les  trois  |i()iiits  M,  M',  .M"  sont 
dans  un  nn-nie  plan  passant  par  le  ct'ntrc  des  cnordonnées. 

(Atninic  Idiilc  pyramide  est  égale  au  tiers  du  produit  de  la  l)ase  par  la 

hauteur,  si  l'on  divise  la  (juautite  '-.   par  l'aire  du  triangle  (|iu  a  ses  trois 

angles,  l'uu  au  centre  des  coordonnées,  les  deux  autres  aux  points  M' 
et  !M",  ou  aura  la  perpendiculaire  menée  de  l'autre  p(/int  M  sur  le  plan 
de  ce  triangle;  or  puisque  ce  même  triangle  est  forme  par  les  deux 
lignes  \à ,  \a" ,  ipii  tonnent  entre  elles  l'angle  i,  ou  aura 

\  a' a"  sine 
ï 

p(UU'  son  aii'e:  n)ais  on  a 

h  =  \a'a"  co'Ai; 
donc  cette  aire  sera  (3) 

\^a'a"  —  b-  _   ^  5£ 
a  2 

3 
donc  -^  sei'a  la  valeur  de  la  perpendiculaire  menée  du  piuut  M  sur  le 

\^ 

(ilan  passant  par  le  centre  des  coordonnées  et  par  les  deux  autres  points  M' 

et  M". 

De  plus,  si  l'cui  imagine  par  le  même  centre  des  coordonnées  deux 
autres  plans,  l'un  piTpendiculaire  au  rayon  \a'  du  point  .M',  l'autre  per- 
pendiculaii'e  au  rayon  \a'  du  point  M",  on  verra  aisément  (|ue  la  dis- 
tance perpendiculaire  du  point  .AI  sur  le  premier  de  ces  plans  sei'a  repré- 
sentée par 

\  «  sin  90"  —  ô"  )  =  ^  rt  ces  e"  ; 

et  (jue  la  distance  perpendiculaire  du  nu'Uie  point  .M  sui-  l'autre  plan  le 
sera  par 

V  a  sin  90"  —  ;'    -    \  rt  cos î'; 

donc,  puis(iu'on  a  trouve  plus  haut 

6'=  v'aa"cos£'     et     h"  7=^  y/'aa'cose". 
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lin  iiinii  |)(iiii'   l;i  (!i>l;iii('('  |M'i'|i('iiirH'iil;iir('  du   poiiil    M   ;iii   iircinici 

plan,  cl  pour  la  (lislancf  pci'pfiidicnlaiic  dn  mômo  point  nu  second 

plan. 

6.  Remarque  II.  —  Si  l'on  iniai^inc  (pi'aiix  points  M,  M',  M"  il  \  ail 
des  corps  de  niasses  données,  cl  (pii  soient  unis  ensenihle  |)ar  des  verfics 
inllcxihles  on  anircineni,  de  manii'rcï  (|u'ils  soient  obligés  de  i^aider  lou- 
jours  (-ntre  eux  les  mcin(\s  dislances  sjh,  \h',  \  h",  et  ([u'on  suppose  de 
plus  que  CCS  corps  puissent  tourner  dans  tous  les  sens  autour  du  centre 
des  coordonnées,  sans  néanmoins  <|ue  leurs  distances  à  ce  centre  \,(i, 
sja! ,  \[a!'  varient ,  il  est  clair  qu'on  aura  le  cas  dn  Lemnie  et  de  ses  Corol- 
laires, et  (|u'on  pourra  a|)pli(|uer  au  niouvenieul  de  ce  sysli'uic  les  t'or- 
niules  (|ue  nous  y  avons  données.  Ainsi  l'on  pourra  lauicuer  le  niouve- 
nient  du  coi'ps  ,M ,  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  aux  uiouveruents 
des  coips  M'  et  M",  dont  les  coordonnées  sont  ,r',  y',  ;',  ,r",  y",  s". 

En  général ,  si  l'on  a  un  système  d'autant  de  cor])S  qu'on  voudra  ,  dis- 
posés de  manière  qu'ils  soient  forcés  de  conserver  toujours  les  mêmes 
distances  tant  entre  eux  qu'à  l'égard  d'un  point  donné,  les  formules  ci- 
dessus  serviront  à  rapporter  le  mouvement  de  chacun  de  ces  corps  aux 
mouvements  de  deux  (|uelcou(|nes  d'entre  eux  pris  à  volonté;  car  pre- 
nant cr',y',  z'  et  ,r",  y",  z"  pour  les  coordonnées  rectangles  de  ces  deux 
corps,  que  je  désignerai  par  M'  et  M",  et  nommant,  en  général,  a-,  y,  z 
les  coordonnées  d'un  autre  corps  (|uelcon(|ue  M  du  système,  on  |(ourra 
exprimer  tant  les  variables  x,  y,  z  (jue  leurs  ditlerentielles  dx,  dy,  dz 
par  les  seules  variables  x\  y' ,  z  ,  x" ,  y",  z"  et  dzs,  r/'j/,  do,  lesquelles  se 
rapportent  uni(|uement  aux  corps  M'  et  M".  Et  l'on  remarquei'a  que  les 
constantes  a',  a" ,  //,  et  par  conséquent  aussi  h  et  «,  seront  les  mêmes 
pour  ttuis  les  coips  M,  puis(|u'elles  ne  dépendent  (|ue  de  la  position  des 
corps  M'  cl  M'  ;  mais  (jue  les  ctuistantes  a,  //',  h",  et  par  consé(|ueul 
aussi  j5, //',  // ,  seront  dill'éri'ntes  pour  chaque  corps  M,  pnis(|u'ellcs 
dépendent  de  sa  situation  ii  l'égard  des  corps  M'  et  M". 

Au  reste,  si  dans  les  roinuiles  du  Corcdlaire  IH  nous  avons  su|qiosé  les 
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i|ii:inlitt's  a,  a  ,  a  ,  h,  h' ,  h"  constantes,  ce  n'a  été  i[ue  [)our  plus  de  sim- 
plicité et  parce  (jue  cette  supposition  était  suffisante  pour  notre  objet; 
car  (railleurs,  si  l'on  voulait  regarder  ces  quantités  comme  v;irial)lcs.  il 
n'v  ;iurait  (|u'a  employer,  au  lieu  des  é(|uations 

x'dx'  -(->■'(/)•'  —  z'dz'  =  o, 
x" dx'  +  y" dy'  -i-  s'  dz  =^  o, 
Idi    -h  r.dr,  -^  ÇdC  =:o, 
x'dx'  -^ y'dy'  ~  z'dz"  =  —  dm, 
(•elles-ci 

x'dx'  -\-  y'dy'  -r-  z'dz'  =  — -, 

x"dx"+y"dy"+  z"dz"=  ^', 

>■  jv  1  .  j-,  dx 

iflt     -i--ndr,    -h-dC    ^= — » 

2 

x'dx"  —  y'dy"  -+-  z'dz'  ~  dh  —  dm, 
et  ensuite  avoir  égard  à  la  variabilité  des  coelficients 

'i       d'b   — bh'        ah' — bh" 

—  ,      ,      

X  oc  X 

ilans  la  ditTérentiation  des  valeurs  de  x,  y,  z;  on  trouverait  aiii>i  do  t'or- 
mules  analogues  à  celles  du  Corollaire  cité,  et  qui  pourraient  être  utiles 
dans  (juelques  occasions. 

7.   Rf,m\kqci:  III.  —   Si  dans  les  çqualinns  du  n"  2  ou  >Lippi)se 


et 


on  aura 


b  ^^  b'  ^^  b=  o, 
3=1     el     3!  =  I  ; 


le  là  on  aniM    3) 


x  =  '^,    y  =  r„    5  =  ;, 
savoir 

X  z^y' z"  —  z' y" ,     y=i  z'x"  —  x'z",     z  :=  x' y' —  )-'x"  ; 
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cl  l'oi)  lr(»ii\('t;i  (II'  iiii'iiU',  |»;ir  l;i  siiii|il('  iiiialogic, 

x'  ■^x"z  —  z"j;     y  =  z"x  —  x"z,     z'  =^  x" y  —  y"x, 
x"z=yz'  —  zy' ,     y"^zx'  —  xz' ,     z"=^xy'  —  yx' . 

Va  si  \\\\\  nuilliplic  (■l'siMiiialioiis  i'cs|)cclivcni('iit  \i\w x,y,  z,.t' ,  >-',  z'...., 
cl  (lu'dii  les  iijoulc  cnscmhlc  trois  à  trois,  on  aiiia,  en  vertu  du  l.iiiniir, 
CCS  nouvelles  t'oiinulcs 

jr'  +  jc'^  +  x"''  z=z  I ,  xy  ■+-  x'y'  +  x"y"=:  o, 
yi_^_  y.'i  _|_^."î^  1^  xz  -h  x'z'  -+-  x" z"  =  o, 
2'  4-  2'^  +  3"^  =  I,    yz  +  r'z'  +  y" z"  =:  o, 

(]ui  pourront  aussi  nous  être  utiles  dans  la  suite. 

Au  reste,  si  l'on  voulait  dans  celle  hypothèse  résoudre  les  six  équa- 
tions du  n"  2,  c'est-à-dire  déterminer  six  des  neuf  quantités  x,y,  z,  x', 
y',  z',...  par  les  Irois  autres,  on  y  parviendrait  aisément  à  l'aide  des  for- 
mules précédentes;  car  supposons  que  les  Irois  données  soient  x,j,  x', 
on  aura  d'ahoi'd  par  la  |)remière  équation  du  n"  2 


3  =;  y/ 1  —  x''  —  y' , 
ensuite  la  première  des  écjuations  trouvées  en  dernier  lieu  donnera 


X"  =  V  I  —  ^■' 


Connaissant  ainsi  les  cinq  (luantités  a-,  v,  ;,  x  ,  x",  on  trouvera  les  {|untrc 
autres  à  l'aide  des  é(|uations 

z  =^  x'y"  —  y'x",     y  =  z' x"  —  x' z" , 
xy  4-  x' y'  ■+-  x" y"  =  o, 
xz  -+-  x'z'  -+-  x" z"  =  o, 
lesquelles  donnent 

x'  z  ■+-  X  x'y  , x"y  —  x  x'z 


r 


x''  -+-  x"'  x'-  -(-  x" 


,, x'z  —  X  x'' y  „  __       x' y  -+-  x  x" z 

^  x'-  -f-  x'"^  "  x''  -+-  x"'- 
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Problème. 

S.  Dclcrmincr  le  mouvement  d'un  corps  de  figure  quelconque  qui  n  est 
ammé par  aucune  force  accélératrice,  et  qui  est  seulement  retenu  par  un  de 
ses  points,  autour  duquel  il  peut  d'ailleurs  tourner  dans  tous  les  sens. 

Solution.  —  Je  coiihidèic  k-  corps  propose  comme  l'assemblage  d'une 
infinité  de  corpuscules  ou  points  massifs  unis  ensemble  de  manière  qu'ils 
gardent  toujours  nécessairement  entre  eux  les  mêmes  dislances;  et  pour 
connaître  le  mouvement  de  ce  système,  j'imagine  trois  axes  fixes  et  per- 
licudii  iilaires  entre  eux.  qui  passent  par  le  point  du  corps  (|udn  suppose 
demeurer  immobile,  et  aux(|uels  je  rapporte  la  position  d(>  (dia(|ue  jtarti- 
cule  om  du  corps  par  le  moyen  de  li'ois  coordonnées  x,  v,  ;  parallèles  à 
ces  mêmes  axes.  J'aui'ai  par  les  principes  de  mécanique,  à  cause  (|ue  le 
système  est  supposé  libre  autour  d'un  point  fixe,  et  qu'il  n'est  d'ailleurs 
sollicité  piir  aucune  force  étrangère,  j'aurai,  di.s-je.  sur-lc-cliamp  ces 
trois  e()ualions 

•^  ,  zdx  —  xdz  .  ^ 

2;  2.1  Jt )^'»  =  B, 

3)  2( if/ )"'«  =  '- 

auxijuelles  on  |)eut  joindre  cette  (piatrienic 

,.4i  2.\ -dt^ )om^D-. 

Dans  ces  c(|ualions  les  i|uaiililés  A.  H.  C,  D  sont  de,-  constantes  arbitraiies 
jdépendantes  de  l'clat  initial  (hi  (orps.  dt  est  l'élément  du  temps,  et  ^ 
est  le  signe  d'inlegratinii  ndalivement  aux  différentes  paiticules  c^m  du 
cijr[»s. 

Les  trois  premières  équations  résultent  de  ce  principe  luimu  ipie  : 
(lans  tout  sysli'nu'  de  cor|)s  (|ui  agissent  les  uns  sur  les  autres  d'uni'  ma- 
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nicrc  (juclc()ii(|ii(',  ul  iitii  soiil  di'  plus,  si  l'on  vciil,  aniinés  par  des  l'orccs 
tendantes  à  un  point  iixe,  ou  assnjellis  de  quel(|ue  manière  ([ne  ce  soil  ii 
se  mouvoir  anlour  d'un  Ici  poinl,  la  somme  des  diil'ércnites  aires  ou  sec- 
teurs (|ne  cliaque  corps  dccril  relalivenieni  ii  un  plan  Iixe  (|ueleon(|ue, 
mnilipliés  eliacun  |)ai-  la  masse  du  corps  (jui  le  décril,  est  loujoins  pro- 
portionnelle au  temps;  de  sorle  (lUc  la  somme  des  produits  des  aires  élé- 
mentaires par  leurs  masses  respectives,  divisée  par  l'élément  du  temps, 
est  nécessairement  une  (piantité  constante.  Ce  principe  est  facile  a  ilémon- 
trer  dans  tous  les  cas,  mais  surtout  dans  le  cas  présent,  (u'i  il  sullit  de 
considérei'  (jue  la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces 

d^x  ^  cl'' y  ^  d-z  , 

—j-T  ûm,      —r.    oin,        ,--  ont 
dp        '       dt'  di' 

\r,\v  rapport  ii  un  axe  (juelconque  doit  ('tre  nulle,  ce  (|ui  donne  inuiie- 
diatemenl  les  trois  é(|uations 


xd-y  —  y  d-x 
z  d^x  —  X  d^z 


dt- 


om  =  o, 


yd'z  —  z  d'y\  ^ 


2 
1 

dont  les  trois  premières  équations  ci-dessus  ne  sont  (|ue  les  intégrales. 

A  l'égard  de  la  quatrième  équation,  elle  renferme  le  principe  très- 
connu  de  la  consei'vation  des  forces  vives;  on  pourrait  la  déduire,  dans 
le  cas  présent,  des  trois  précédentes  à  l'aide  des  dilVérentiations  et  d'une 
nouvelle  intégration,  comme,  nous  le  ferons  voir  plus  bas;  mais  puis- 
qu'elle présente  une  intégrale  toute  trouvée,  nous  nous  en  servirons  |)our 
simplifier  notre  solution.  Tonte  la  difficulté  se  réduit  donc  à  déterminer 
le  mouvement  du  corps  pai'  le  moyen  de  ces  équations,  et  c'est  dans  cette 
détermination  que  consiste  uni(|iu'inent  le  mérite  de  ma  solution,  si  elle 
en  a  quelqu'un. 

Il  est  clair,  par  la  dernière  Remarque,  que  les  formules  trouvées  dans 
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les  11""  2  et  suivants  s'appliquent  naturellement  au  Problème  dont  il 
s'ai^il.  Pour  eela  il  n'\  a  f|u'a  prendre  dans  l'intérieur  du  corps  deux 
points  (|ueU'on(|nes  M'  el  M",  pour  les(|uels  les  coordonnées  soient  a?',  v', 
r  ,  .<  ' ,  v' ,  ;";  et  comme  la  position  de  ces  points  est  à  volonté,  il  sera 
lion  (le  les  prendre  tels  (pie  leurs  distances  au  point  tixe,  (pii  est  en  même 
Icinps  le  centre  des  cooi'données,  soient  toutes  deux  égales  ii  i.  et  (juc 
de  plus  les  rayons  menés  de  ce  centre  aux  mêmes  points  lassent  entre 
eux  un  aiii^le  droit:  (Ui  aura  de  cette  manière  fSj 

donc  (3) 

6  :—  O,       «  =  I  . 

De  plus,  si  l'on  nomme  /•  la  distance  de  la  particule  o//i  au  plan  (|ui 
|)asse  par  le  point  tix(>  el  par  les  deux  points  donnés  !M'  et  M",  </  la  dis- 
tance de  cette  nu'ine  pailiciile  ;i  un  plan  passant  par  le  |)oint  tixe  et  |)er- 
pendiciilaire  au  ra\(Ui  du  point  IM',  et  entin  />  la  distance  de  la  incme 
parti(  nie  ii  un  plan  passant  aussi  par  le  point  fixe,  mais  per|»endiculairc 
au  rayon  du  point  M",  on  aura  [b ) 

Va  il  est  clair  (pie  les  trois  (pianlites  />,  q.  r  ne  ser(Uil  autre  cliusi'  (jue  les 
co(U(l(jiinées  rectangles  cpii  donnent  la  posili(Ui  de  (  luopie  particule  ()>n 
par  rapport  il  trois  axes  peipendieulaires  entre  eux,  passant  par  le  |)oiiil 
tixe  du  c(Ups  et  demeurant  toujours  tixes  au  dedans  du  corps;  en  sorte 
(|iie  ces  cpiantilcs  ne  seront  varialdes  (jue  pour  les  dilli'renles  particules, 
mais  seront  toui(uirs  constantes  pour  une  même  particule  pendant  le 
mou\cm('iit  du  c(U'ps. 

Faisant  donc  ces  sulistiliilioiis  dans  les  t'ormiilcs  des  n'"  3  et  'i.  on 
aura  d'alMM'd 

x^='ir  -t-  x'q  -+  x' p, 

y  -= -fi  r  ■+  y' q  -^  y' p,  .        .         ". 

z  =?/•-+■  z'q  -!-  z'y>; 
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l'iisiiitc.  il  (îiiisc  (le  r/'l'  =  —  d'ij  et  f/M  =  —  «/o, 

dx-'i.ypihj  -^  qd'^  )  —  x' [vd\  -^  pdm  +  x' [qdvn  —  rdo  , 
dy  =^ri(p  do  -h  q  df\i  )  —y''(rd'h  -h  pdus ,  -^y"  (Ç  djs  -  rdo), 
dz  =t  p  do  -{-  q  d<ij    —  z'  (rd']i  +  pdxs)  -+-  z"  {qdva  —  rdo  ,; 

ri  ciilin 

xdy — rdx^~  t  [qr  do  —  prd'\) —  [p'' -r- q-)dTs\ 
"*"  a'  [p<]d'li  -T-  'p--t  I-  jdo  —  qrdsf] 

—  z"  [pq  do  -h(q'-h-  /■'  d'h  -(-  pidr^i], 

z  dx  —  xdz  ^  —  r,  [qrdo  —  prd']/  —  (p''  -+-  q'-j  dw] 
-H.r' [/?9</d/  +  :p^  +  'r^)do  —  qrdus] 

—  X"  [P^  '^Ç  -+-   q-  -i-  !•''  d'L  -r-  prdrs], 

rdz  —  zdr  =  —  2  {qr  do  —  prd'i^  —  p'  -h  q-dm] 
-A-  x'  \ pq  d'il  -^  p-  -h  /■- 1  do  —  qrdjs] 
~x\pqdo  -;-    q'  -i-  r-  dli  -~  prdixi]. 

Donc,  si  roii  iiuiltijjlif  ces  trois  dernières  équations  j);ir  om.  qircnsiiitc 

on  les  intègre  par  rapport  à  la  caracléristi(]uc  V-  en  ne  faisant  varier 

que  les  quantités/?,  q.  r,  et  regardant  les  autres  comme  constantes,  et 
(lu'on  fasse,  pour  abréger, 

^^qrôm^=F,  \^pr6m  =G,  ^pi/oni^^U, 

\'    q- -h  r-  0  m  ^=  L,      V'  y>- -i- ;•-)  ôm  =  M,       7    p- -h  q-  oni  =z'S, 

on  aura,  en  vertu  des  équations  (i),  (2),  (3)  ci-dessus,  ces  trois-ci 

f         „  /„  do       -  d'il       „  dT;s\        , 

I  —  s     H  -y-  -I-  L  -;-!-  +  G  -;-    =  A, 
\  \     dt  dt  dt  ) 

m.  75 
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\      dt  dl  dl  I 

( o  ;  /'  -H  )■'  (  H  — ,v  ^-  M  -77  —  F 


dt         '     dt  dt 

/'      do  dl  dTs'\        „ 

H  -r^  -H  L  -T^  -H  G  -7-     —  B, 

\      dt  dt  dt 


[         ■    y       dt  dt  dt 


dt  dt  dt 


do  d'il  duj\ 

un  ~     'HT       '~di 


-^"  (  H  ^  -^  L  ^  -i-  (;  ^  )  =  c. 


Os  ('■qiiations  étant  élevées  rhacuue  au  carre,  et  ciisiiilc  ajoutées  en- 

senihle,  duiineiU  (Fabord  'en  vei'tu  des  formules  du  n"  2,  et  à  eause  de 

«  =  I.  (i'=  I,  b  =  oj  eelle-ei,  où  les  (juantites  ^"'t  J  ,  :■',  j:"",  . . .  ne  se 

liiiiivfiit  plus, 

/„  do       ,,  d'I      -,  </ôî\' 
[^-dt-''^-^^) 

\      dt  dt  dt  I 

f        /  .1 '/=       I  '/'^       /-'^^\"       ..       ■., 
\     dt  dt  dt  I 

De  plus,  si  Ton  ajoute  eiiseiuhle  les  carrés  des  valeurs  de  dx,  d\\  dz- 
Irouvres  ci-dessus,  un  aura,  en  ayant  égard  au\  mêmes  t'ui'muics  du  n"  2, 

(/.î--^  (/)-■ -f- (/--^   p  do  —  q  d'il  r -h    rdh -+- 1>  dm  ■  ^    qdm—rdo,' 
^   p- -i- r^   do^~    q-~r'  dl^----    p' ^  q-  dm' 
4-  ipq  dodb  -(-  2  pidldm  —  iqrdo  dm; 

donc  multijdiant  par  o/fi.  iiUégiant  par  rapport  ;i  la  caractéristi(iue  V- 
et  faisant  les  sulistitutious  ci-dessus,  on  aui'a.  en  vertu  de  Ti^ipuition  4)i 
celle-ci 

-,  do-  d'y-       ^.  dm'  „  do  d'h  „  d<l/  dm  ,,  do  dm       „, 

q       M  -777  -r  L  -y-  -+-  N  —, ^  ail  -7-  -r'   -+-  aG  -r-  -, at  -^  -7-  ^  D^ 

■'  dt'  dt'  dp  dt    dl  dt    dt  dt    dt 

Ainsi  voilà  déjà  deux  é(iualions  '8    et    9)  qui  ne  renferment  (|ue  les 
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.      •     •  '^9     <^'-P     '/ra      .111  , 

trois  iiicdiinucs  -r^  ■>  —r^i  ' ,   ■.  cl  |);ir  lcs(|in'll('s  on  |ioiiir"i  iiiir  (■oiisc(|ih'iil 
dt     dt      dt         '  '  '  '  ' 

ilriciiniiicr  deux  (|ii('l('on(|ucs  il'ciilrc  elles  |):ir  hi  lioisièiiie. 
Faisons  pour  plus  de  siinplicilé 


>.  = 

dt             dt             dt 

p.= 

dl             dt             dt 

V   = 

„    do        ,    rf'i        „  f/rrr 

et    les  deux  équiitious  (huit  nous  venons  de  parler  pouiidiil  se  niellr( 
sous  cette  l'orme  assez  sin)j)le 

(  /.■  4-  jJ.'  -h-y-=  A=  -+-  B=  +  c. 


dj^  do  dd/       ^ 

(//       '■    dt  dt 


d'h      drn 


Tirant  donc  des  Irois  éuualions  ci-dessus  les  valeurs  de   '-V^î   ',-i   -t^ 

'  dt      dt      dt 

en  À,  a,  v,  el  les  substituant  dans  la  seconde  des  deux  éfjuations  ii,, 
on  aura  deux  équalions  en  ).,  y.,  v  à  l'aide  desquelles  on  pourra  déler- 
niiner,  par  exemple,  les  valeurs  de  /jl  et  v  en  À;  de  sorte  qu'il  ne  restera 
plus  qu'à  connaître  À. 

Pour  cela  je  reprends  les  trois  équations  (5j,  (6),  (7),  lesquelles  p;ir 
l'introduction  des  (luanlités  À,  p.,  v  se  réduisent  à  cette  forme 

I  t'i.  +  z'y-  —  z"v  =  A, 
[12)  <  r,'/.-\-  y' a  —  y  "v  =  B, 

!  £ /■  -1-  ■!■'' tJ.  —  x"y  ^^  C; 

et  ajoutant  ensemble  ces  équations  après  les  avoir  multipliées,  la  pic- 

mièi'e  par  'Ç,  la  seconde  par/;,  et  la  troisième  par  |,  j'ai  par  les  roruiuies 

du  n"  2 

'/  =\Ç-hBr,  +CÏ. 

J'aurai  de  même  en  multipliant  ces  équations  respectivement  par  c/Ç, 
dri,  di,  et  les  ajoutant  ensuite  ensemble,  en  ayant  égard  aux  fornuiles 

du  w"  4. 

—  ;/  dl  +  V  r/o  =  A  dZ  -i-  B  dr.  +  C  d\. 
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\l;iis  rci|ii;i(i()ii  |)r('C(''il('iil('  (Idiine  p;ir  lu  (linV'i'ciili;ilioit 

dl^XdÇ-hKdr, -hild'i; 
dl=z  —  ud'b  -h  'jdo, 


(loue  (III  :iiii'a 


(i  par  ((iiisiMiiKMil 

l3  ; 


'^^  =  dt. 


■     dt  dt 


..      .  dl         do  ,  -  ,.•• 

Ainsi,  ((Miiiiic    -,'-  cl  —,-  sont  (kmiU'S  en  /  ,  •;.,  v.  cl  (luc  -j.,  v  suiil  (Icia 
(//  (//  ,  1       ,  .1 

cdiiiuis  cil  À,  celle  éiiualion  ne  conlicndia  i|uc  les  deux  vaiialilcs  /  cl  '/. 

déjà  séparées,  cl  donnera  par  c(»nsci|uenl  pai'  l'inlci^ialion  la  valcnr  de  / 

en  "/.,  cl  ricc  rc/sà  cidle  de  '/  en  /;  ainsi  l'un  coniiailra  les  (pianlilcs  /.,  a,  v 

par  dos  fonctions  du  lenips  /. 

Pour  pouvoir  eoiinailie  inaiiitenanl  le  inouvcnicnt  de  (dKi(|ne  |ioiiil  du 

cor[)S,  nonnnons,  coiiinie  ci-dessus,  .r,  v,   ;  les  Irois  coordonnées  rec- 

langles  ([ui  déterminoni  la  posilion  inslanlanéc  d'un  [loinl  (|uelcon(iiie 

donné  du  c(U'ps,  dans  l'espace,  cl  soicnl  de  niéiiie/j,  q,  r  les  co(U(loniiees 

rectangles  (|ui   délermincnl  la  positimi  du   même  point  dans  le  coips 

nièine;  lui  aura  donc  comme  ci-devani 

x-lr  -(  x'(j  -!-  x" p, 
y  ^  r,  r -^  )■' q  +  y" P< 
z  =^'C_r  -~  z'q  +  z" p, 

d'où  l'on  lire  d'aiiord  l'equalion 

(  i4  )  -«■-  +  .)■■  -t-  3=  —  p-  -+-  q-  -+-  ;•-. 

l'Jisuile,  Taisant.  (Huir  aliréger. 


d'j                dm 
^='"i    dt    -^i"     dt    ^    '1'^'" 

d^ 
dt  ' 

^               dm               d'I/ 

^  =  '^'-    dt         '"J    dt      -    /^"-"'■" 

dt  ' 

do             d'h 

^  =  '1''  dt-     1"' d,      l'-'-'r 

dm 
dt  ' 
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(III  ;iiii':i  aussi 

jdx  -  xdy  ^  i  ?  K  +  s'  Q  -J   z"  i'   </f. 

xdz  —  zdx  =  {vW+f'Q  -I  j"  I'   i/l, 

zdy  -ydz  =  (^H  -f  ,r'Q  -i   x"  P  )  dt. 

(les  trois  i'(Hi;ili(iiis,  niiisi  (jiic  les  trois  priM'i'dciitcs,  cljiiil  iiiiilliplii'i's 
rcs|u'('tiv('in('iil  |>:ir  les  (■(|iialions  (12),  ot  les  produits  ctMiil  lijoiitcs  cii- 
s('mi)l(' .  il  vinidia .  eu  vertu  des  l'oriiiules  du  n"  2,  ces  deux  e(|iialioMs-(i 

(i5)  kz  -f-  B/  +  i'.x  "-  ;•/  -1-  qy.  —  pv, 

(16)  kiydx  —  xdy   -t-  m  xdz  —  srfx)  -+-  Ci  zdy  —ydz)  z^  [Hl -h  Q  y.       !'>'//, 

l(^S(|uelles,  étant  eombinées  avec  l'équation  l'r/i)  ci-dessus,  sci'vir(uil  à 
délcrniiner  les  trois  inconnues  a-,  j',  ;. 

Je  roniar(|ue  d'aljord  ({ue  si  les  deux  constantes  arbitraires  |{  et  C 
étaient  nulles,  la  déteriniualion  dont  il  s'agit  n'aurait  aucune  dilliciilte; 
car  faisant,  pour  ahréi^er, 

9   =  /■}.  -+-  qy.  —  p-v, 
(-)  =  R>. -f-Qa-  Pv, 

rt-~  p-  -+-  q-  -+-  r' 

{d  et  (-)  étant  des  t'ouctions  connues  de  /,  et  n  une  constante  (|ui  exprime 
la  distance  du  point  donné  du  corjis  au  centre  auloui' (hnjuel  il  se  meut), 
l'équation  fi5)  donnera  d'aliord 


'=J' 


et  re(|uati()n    i4/  tlt)nnera 


Knsuite  re(|uation  (iG)  donnera 

ydx-  xdy-^  ~^, 

la(|iielle  étant  divisée  par  la  précédente,  on  aura  cette  équation  intéi^raldi 

ydx  —  X  dy  A  (-)  dt 


x^  -+■  T' 


AVi'—  5' 
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Soil  donc,  |Miiir  ulirrirer, 

T  -J  Â^^^^r^' 


ei  I  DU  auiii 


li'oii.  ;>  cjuise  rie 


on  tii'o 


^  =  tangT, 


jT'  -+-  r-  = , 


x= cosT,      )■=  I r sinT. 

A  A 

Mais,  pour  ne  pas  borner  notre  solution  an  cas  de  B  =  o  et  C  =  o,  je 
vais  résoudre  les  trois  (''quations  '14^!  (iJ'  et  i''  dans  toute  leur  gé- 
néralité. 

Je  fais  pour  cela 

et 

A  B  ,  C 


f- 


» 


d'où 

A  =  /,/,     B  =  kg,     C  =  /,  A  ; 

eu  sorte  (|u'on  ail 

f'-^g-^/r-^,, 

ft  je  prends  six  autres  ijuantilesy",  g  ,  h \J  ,  g  .  /'  .  entre  lesquelles 
et  les  trois  quantités/,  g,  h  j'établis  les  mêmes  rapports  qu'entre  les 
quantités  .r,  v,  z,  x',  y',  ;',  x'',  y",  :■"  du  n"  2,  en  y  supposant 

a^  a'  =  a"^  I     et     6  r=  J'  =:  />'  =  o  ; 

j'aurai  donc  aussi  entre  ces  mêmes  quantités  /,  g,  h,  /  .  g  , . . .  des  rela- 
tions analogues  à  celles  (ju'on  a  trouvées  dans  le  n"  7  entre  x,  y,  r.  x \ 
Y  ,.■■.  en  sorte  que  prenant  a  volonté  les  trois  (|uantités  /",  g.  J  ,  ou 
poui'ra  par  leur  moyen  déterminer  les  six  autro. 


I)i:   UOTVnON   D'UN  COUPS  DE  FIGURE  QUELCONOUI-:.     5!M» 
(It'lii  pose'",  je  suppose  encore 

f  z  +  g  y  -I-  lix  1-  Z, 
fz-^g'y-^  /i'x\, 
f'z  -f  g-".)-T   li"x  =  \; 

j'aurai  (l'abord,  eu  ajoutaul  enscmide  les  carrés  de  ces  trois  é(|ualious, 

aJ  -H  j''  -+-  a:'  —  Z"  +  Y'  +  X% 

à  cause  des  relations  établies  entre  les  quaudtés/',  ^',  li,f  \<^'.h —  '2  : 
ainsi  l'on  aura  par  l'écpialiou  (i4) 

X^H-Y=  +  Z==H^ 

Ensuite  recpialion  (i5)  deviendra 

/.Z  ^:  0. 

Or  si  l'on  cbercbe  la  valeur  de  Yr/\  —  Xc/V,  ou  la  trouvera  éi^ale  à 

g'h"—li'g      ydx  —  xdy   -+-    li'f'  —  f'li'xdz^zdx 

-i-'-f'g"-  g'f"  '"^iy-y'^^y^ 

mais,  par  les  formules  du  u"  7,  on  aura 

gh-^h'g       rf,        /,'/"-/'/,"         g,       f'g"~g'r=l>, 

doue  l'équation    iGj  deviendra 

/>    \(/\  -  \d\    -^^ddt. 

Ainsi  l'on  a  maintenant  entre  X,  Y  et  Z  les  mêmes  équations  (|u'ou  a 
eues  ci-dessus  entre  x,  v.  :;  dans  le  cas  de  B  =  o  et  (^  =  o,  avec  cetti' 
seule  dilTérence  qu'il  y  i>  ici  ^'  à  bi  place  de  A.  On  aura  donc  sur-le-cbamp 


X  =  ^ , fosJ  ,      ï  ^ -, sui  I ,     Z  =  T- 

le  If  II- 

Ayant  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  on  tirera  des  formules  précédentes  celles 
de  a;,  V,  :;,  et  l'on  aura  '7)  par  les  relations  qui  doivent  avoir  lieu  entre 
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li'>  ((M'Iliciciils  /',  i^\  /i,/',  g',  //',... 

x  =  AZ  +  /(' Y  +  /(' X, 

.r  =  g'Z  +  s''Y  +  s"x, 

z=/Z+/'Y+,rX. 

Il  ImmI  icni:ii'(|ii('r  (|ii('  la  (|iiiiiitil(''  /"'  (Iciiieurt'  inclétermiiH''(':  de  sorlo 
(liToii  |ioiitr;i  lui  (loniR-r  telle  valeur  (|u"(iu  voudra,  sans  déidj^cr  eu  rien 
;i  la  i;eneralilé  de  la  solution. 

9.    RicMviioDE  1.   —  Si  l'un   lire  des  lidis  e(|uations  (lo;  du   numéro 

I      .  I  I  \     dv     dt\)     djs  I-  ■        .  I 

précèdent  les  valeurs  de  -tti  —r--'  -7-'  on  aura,  en  laisant,  iiour  ahrei'er, 
'  dl      dt      dt  '  '^ 

A  =  LMN  -  2FGH  -  E^L  -  G=M  -  H=N, 

ces  e.\|)i'essi(Uls 

</9  _  i  GH  +  EL  )  /.  +  i  LN  —  Gy.i  y.  -  i  FG  +  HN  j  v 


dt  ' 

A 

) 

rf|_ 

-(FH 

+  GM)>.- 

-(FG  + 

HN)f/. 

H-  ': 

MN- 

F= 

;  V 

dt  ' 

A 

dm 

(LM- 

H^j/ -i-iGHh-FL 

i  p.  - 1 

FH 

-i-GM 

^"^ 

(|ui ,  ('lanl  substituées  dans  la  seconde  des  é(|ualions    11.  la  rédnironi  a 
celte  forme 

LM  -  H%         LN  -  G-  MN  -  F^ 

GH  +  FL  ,  FH  -^  GM  .  FG  ^  HN 

+  a  ^ lu.  -  2 ^ l.v  -  -1 -^ p.v  =  E-; 

et  cette  équation,  étant  eoniliinee  avec  celle  auti'e 

Ir  -(-  [J.-  -1-1/'  =:  k', 

sei'vira.  ((unnie  n(uis  l'avons  déjii  dil.  ii  déterminer  a  cl  v  en  /.  (Ui.  en 
i-eiu'ral,  ii  detei miner  ), .  u.  et  v  par  une  même  indéterminée  (|n('lciMH|iie. 


1)K    HOTATION    D'UN   COIU'S   Di:    IIGLIU'    QUELCONQUE.     (iOI 
l-".ii  circl,  si  l'dii  l'iiil 

p.  ^    i/,       Il  =;  là., 

cl  (in'dii  divise  les  deux  ('(jiniliDiis  riiiic  par  l'iiulrc,  la  (|iiiiiititr'  /.  s'fii 
ira,  cl  l'on  aura  une  t'(]ua(iou  du  second  degré  eiilre  s  cl  ;/,  par  ia(|uellr 
on  poni'i"!  (létei'miner  u  en  .<■;  ensuite  nu  aura  par  la  dernil're  {''(|ualiuii 


1=  ' 


V 


-!-  i-  +  n' 


cl  de  la  (in  ((innailra  les  trois  (piantités  ).,  [i.,  v  en  s,  dnnt  les  \aleiirs 
étant  substituées  dans  le  premier  nienihre  de  récpiation  [l'i],  on  aina 
une  équation  séparée  entre  v  et  /,  par  la(juelle  on  déterminera  s  en  /  et 
vice  versa. 

Mais,  comme  de  cette  manière  on  tomlie  dans  une  écjuation  un  |)eu 
compliquée  à  cause  dos  doubles  signes  radicaux  que  les  expressions 
de  ).,  y„  V  doivent  renfermer,  il  est  bon  de  voir  comment  on  peut  parve- 
nir à  des  résultats  plus  simples,  à  l'aide  de  (|uelques  substitutions  conve- 
nables; d'autant  plus  (|ue  la  métbode  (|ue  nous  alltuis  exposer  pourra 
aussi  être  utile  dans  d'autres  occasions. 

Il  est  visiljle  (]ue,  si  l'on  prend  de  nouveau  neuf  quantités 

qui  soient  assujetties  aux  mêmes  conditions  (|ue  les  quantités 

X,  r,  z,  x',  r',  z' ,  x",  y" ,  z" 

du  n"  2,  en  supjKisant 

rt  — â'  =  a"=^i     et    i>  —  b'-ih"—o, 
on  aura 

f'i.  -^f'u-  —f"'j]-  -f-   g-/.  +  g'ij.  -^-  g"-j  -  -r-  A  /  +  /l'y.  -^  /'"v  ,=  =  /,-  -+-  u-  -+-  T^-  — -  Il  •; 

et  connue  parmi  ces  neuf  (|uantités  il  en  reste  trois  d'indéterminées,  à 

cause  qu'il  n'v  a  ([ue  six  conditions  à  remplir  (numéro  cité),  on  pourra 

encore,  en  introduisant  trois  nouvelles  indéterminées  v,  p,  y,  faire  en 

II!.  :6 
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sorte  (lu'on  ait  aussi 

7.  f'i.  -i-/'y.  -\-f"y)-+  Pigl  +  g'ii-  -*- S"  '■''-<- 7  /''  -^  /''y  —  /'"•-'' 
LM-H=-,       LN-G'    ,       MN-F-' 

GB  -I-  FL  .  FU  -r-  GM  .  FG  ^  UN 

-I-  -•  X '  «  —  2 T /V  —  2 'J.V  =  E'  : 

car  pour  cela  il  n"_v  aura  iju'ii  supposer 
LM-H 

=  ^f'f"+?^g'g'  +yh'h". 

Pour  pouvoir  maintenant  résoudre  ees  t'ipiations,  je  remarque  que  les 

neuf  (pianlilés/.  ^,  h,f',  g',  h' auront  nécessairement  entre  elles  des 

relations  analoitues  à  celles  qu'on  a  trouvées  dans  le  n°  7  entre  a-,  v,  z, 
x',y',  z  ,...\  d'oii  il  s'ensuit  que,  si  l'on  lait,  pour  abréger, 

^  _  LM  -  H=  „        LN  -  G=  ,       MN  -  F= 

GH-f^FL        ,  FH^-GM  FG  +  HN 

"  =  — A — '    *  = ^ — '    "  =  -— À— 

il  iir  faut  pas  confondre  ces  quantités  A,  B,  C,  a,  h.  c  avec  celles  (|ue 
nous  avons  dénotées  ailleurs  par  les  mêmes  lettres  ,  (Ui  trouvera   les 

ciiiiihinaisons  suivantes 

A/  -  af  -  bf  =  y.f,  B/'  +  fl/  +  cf"  =  a/',  C/"  +  hf  -.  cf  ^  xf , 
Xg^„g-^hg":^^g,  Bg'-^ag^cg"=Çig',  Cg"^hg-^cg'=^g-, 
\f,  ^  ah'  -  hh'  r=  y  h,      B/,'  -^ah-r-  ch'  =  y  h' ,      C/i'  -+-  bli  -  ck  =  yh  . 


A 

LN 

— 

G= 

A 

M> 

l    

F 

A 

GH 

-i- 

FL 

A 

FH 

+ 

GM 

A 

FG 

-1- 

HN 
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Des  deux  |iiTiiiit'ics  de  ces  ('(iiiiiliiiii^  on  tiic 

f—  (  A  —  « )  c  —  «A   .      j.„_  (A  —  g)  (B  —  ce)  —  g'  . 

ri  CCS  v;ilcurs  ctant  suhstiUiécs  dans  la  troisième  <iii  aura,  a])ics  avoir 
divise  par  /'cl  l'ail  disparaitre  les  fiactioiis,  celte  ('■(iiialioii  en  y. 

(a  — Aj(a  — Bj^a— C)  — c'(a- A)  —  6'(a  — B)-  a^a  — C:  —  iahc  =  o. 

Si  l'on  traite  de  même  les  équations  suivantes,  on  en  tice  cette  antre 
e(| nation  en  ,S 

;3.—  A     ,3  -  B  ;   (3  —  C)  -  c=  ;p  -  A)  -  èM{3  —  B  >  -  a»:^  -  C   -  labc  =  o. 

Et  les  trois  dernières  ecjualions  donneront  pareillcnient  celle  équation 
en  7 

(■/  —  A)    y  —  B     ■/  —  C   —  c-  7  —  A    —  b-  y  —  B    —  a-  y  —  C    —  2abc=^  o. 

D'où  il  est  facile  de  conclure  que  les  trois  quantités  a,  jS,  ■/  seront  les 
racines  de  cette  é(|ualion  du  troisième  degré 

\  p  —  A  j  !  p  —  B  ;  (  p  —  Cl  —  f-'  (  G  —  A    —  i-  '  p  —  B    —  a    p  —  C    —  2  abc  -:  o. 

savoir 

p^—  (A  +  B  -r-  C  p'+   AB  -r-  AC  ^  BC  -  «=  -  b-  —  c'.p 

—  ABC  +  c'-A  -^  b'B  ~  a-C  -  labc  —  o. 

Or  cette  équation,  étant  d'un  degré  impair,  aura  nécessairement  une  ra- 
cine réelle;  mais  je  vais  démontrer  qu'elle  les  aura  par  cela  même  toutes 
trois  réelles. 

Pour  cet  effet  je  remarque  (jue  si  l'on  prend  la  racine  réelle  de  l'équa- 

f        f 
tion  doni  il  s'ai;it  nnur  y,  les  tleux  uuantités  ^  et  ^  seront  nécessaire- 

ment  réelles,  ce  qui  est  évident  par  les  valeurs  ci-dessus  de  ces  quantités; 

.   ,        ,  ■    .     Si'     b'        ■      ■  h'     Il 

et  je  vais  prouver  qu  alors  les  quantités  — ?  £^5  ainsi  que  ^5  -j-  seront 

réelles  aussi;  après  (]uoi  notre  proposition  sera  démontrée,  parce  qu'(Ui 
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;i,  |i;ii'  la  (|iiiitiiiMn(>  des  é(]Uiilioiis  ci-dcssiis, 


3  =  A-+-a^  +/>  ^, 
■I  par  la  septième 


S  5 


y  —  A-i-a-j — \~  h  -j-- 
'  Il  II 

Qu'on  mulliplie  la  première  des  mêmes  équations  par  la  (piatiii'n)e,  la 
deuxième  par  la  cinquième,  la  troisième  par  la  sixième,  et  qu'on  ajoute 
ces  trois  produits  ensemble,  on  aura  (à  cause  de  /g  -h /'g'  -h /"f^"  =  o 
jiar  les  formules  du  n"  7)  cette  écjuation 

( A/  +  af  +  bf"  ]{\g  ^ag'-h  bg"  ) 
-f-  '  B/'  -1-  af  +cj"){  Bg'  +ag  +  cg"  ) 
+  (C/'  -+-  l>f  -+-  cf  )  iCg"  -+-  bg  +  cg'  ,,  =  o, 

c'est-à-dii'e  en  divisant  pai'yj;'', 

J  f  I  \  S  g  I 


f   '       V 

^^■Ç-^b^cÇ)(cÇ^b-^eÇ]^o. 


(5  & 


On  trouvera  de  uu''m(\  en  ajoutant  ensemble  les  produits  de  la  premii're 
par  la  septième,  de  la  deuxième  par  la  liuitii'iue  et  de  la  troisii'uie  par 
la  neuvième,  et  avant  atlenti(Ui  i\\\v  fit  -^  f  h'  ^f"h"  =  o,  on  trouvera, 
dis-je,  celle-ci 

(  A/  -+-  af  -f-  bf"  A  h  H  ah'  +  bli'  ) 
+  (  B/'  +  af  +  cf"  )  B//'  -f-  ah  +  cii' , 
-+- 1  Cf"  -f-  bf  -f-  (/'  )  :  C  A"  +  bli  -t-  ch'    =  o, 

mais  on  aina  par  les  Ibrmules  du  n"  7  appliquées  au  cas  présent 

/'-/V-s'/".   f>'=fli-s"f'   '>"=fg'-sf-^ 

d(UH'  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'e([uation  précédente,  et  (lu'on  la 


DK    UOTMION    D'UN    CORPS   l)K   KIC.IIRF,  onKLCONOll  K.     (io:; 
divise  |Kif  /'-^'',  elle  ilcvicndi;) 

.1  J  I        \.fS  /A'-  /         V/         S  1  \«-         ./  / 


+  (B=C  +rt-4-c=C 


/     / 


\  / 


/■ 


b(/;  _r:\  _^«(./;^_/^)  +c-(^  -■/; 


VéT     /  /      V  .fs      h  I      \J      s  L 


On  M  donc  ainsi  deux  ('(lualions  TuM'iiircs  cnlrc  les  deux  incduiiiit's  —, 

^5  do  sorte  ((uc  les  valeurs  (|ii  on  trouvera  ponr  ces  incoiniiies  seront 

nécessairement  ré(dles. 
Kntin  on  aura 

h'  _     f      g         a;;_      g      f 

yk     fg         fg     fg 

|»ai'  conséquent  les  valeurs  de  y  et  de  j-  seront  aussi  réelles. 
11  s'ensuit  de  la  démonstration  précédente  (|ne  : 

Toute  équation  du  troisicme  degré  réductible  à  la  forme 

j;'  —  { A  H-  B  +  C  1 X'  +  (  AB  +  A( M-  BC  —  a-  —  \f-  —  c--)  x 

—  ABC  +  C'A  -h  /!i-B  +  rt-C  —  -y.ahc  —  o 

a  nécessairement  trois  racines  réelles,  quelles  que  soient  les  quantités  A  ,  B. 
(],  a,  h.  c.  pourvu  seulement  qu'elles  soient  réelles. 

(^omme  ce  Théorème  est  assez  remar(|ualile,  il  serait  utile  d'en  clier- 
elier  une  démonstration  directe;  mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  nous 
occuper  de  cet  ohjet. 

Quant  aux  valeurs  de  /./',/".  comme  on  doit  avoir  par  les  l'oruuiles 
du  n''  7 


il  n'v  aura  qu'à  substituer  dans  celte  équation  les  valeurs  de  /  '  cl  de  /'" 
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lr(Miv(''('s  ci-dessus,  cl  l'iiii  en  tirera  d'abord  celle  de  /,  ijui  sera 

^^  (  B  ^  a  )  6  —  ac 

v'[(  B  —  «  )  6  —  acf  +  [  (A  —  «  )  c  —  06]^  H-  [(  A  —  «)  (  B  —  a  i  —  «-]= 

ciisiiilc  (III  aura 

,., (A  —  a.)c  —  ah 


./■"-  7 


v'[(B-  a.)h-ac^-+  [(A  -  a)  c  -  «i]= -)- [(  A  -  a)  f  B  -  s;    -à'' 
a=— (A  — a)(B  — a) 


v'[(B-a)6  — «(?]=+[(A  -a)c  — «&]=-f-[(A-a)^H-  a  ■  —  «M' 

On  (roiivcra  de  même  les  valeurs  de  g,  g' ,  g"  et  de  //,  h' ,  It";  et  |)our  cela 
il  iiv  aura  (lu'à  changer  dans  les  expressions  précédentes  a  en  ,'5  pour 
celles  de  g,  g',  g",  el  u  en  y  pour  celles  de  ^,  /?',  //". 

Ainsi  les  douze  quantités  indéterminées/,  g,  /^/',  /,'  ,  /i' ,  /' .  ,i,'  .  A  , 
'/,  fi.  y  seront  connues  inoyeiinanl  la  résolution  d'une  seule  c(|uatiiiii  du 
troisième  degré,  et  idlcs  seront  ncccssaireiiieiil  toutes  réelles. 

Maintenant,  si  l'on  l'ait,  pour  aliréger, 

n=/>.  +  />+/"v. 

(1)  —lu.  +  h' a  -'^  //'■>, 
nos  deux  equatiiuis  à  icsoudre  seninl  réduites  ;i  celle  roriiie 

y.lV^  pM'^  +  yl'-r^E-, 
don  l'on  lire  racilcnieiit 


E'—  (y  —  ain- 


y-?> 


E=—  ((3—  a)n= 


Or  les  Iriiis  ('(piatidiis  ci-dessus  étant  ajuiilecs  eiiscinhle,  apri's  a\(iir  clé 
iniiltipliees  respecrneineiil  |>ar  /'.  g.  h,  par  /',  g\  //'  t't  par  /',  g" .  Ii  , 
doiiiieiil  sur-le-clianip,  en  vertu  des  torinules  du  ii"  2  \a.  a' ,  a"  étant  ici 
supposées  égales  ;i   i,  et  //,  h  .  //  sup|)iisees  égales  il  /él'o.  coniine  nu   l'a 
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dit  [iliis  IkiiiI^, 

À  =  /  II  -(-  g- M'  h  fi  (1),     7.  ^  /'  II  +  g'  W  -t-  />'  <\\     V  =  /"  n   i-  g  '  ^V  +  //"  'i>. 

Do  plus,  M  (hms  les  (•\i)rcssi(»iis  de  -t^'  -r-'  -7-  trouvées  ;ni  (■(iiiiiiiciicc- 
'  '  (il      dt     (Il 

iiiciil  (le  cclli'  Hcin;iii[U(',  (ni  substilue  pour 

(III    ■■   IL        LN-  G^ 

leurs  valeurs 

e(  (|u'i)U  y  iutroduise  les  (|u;nilités  II,  *}',  <1',  ou  Irouvera 

^  =  ocf'n  +  ?g'W  + y /,''[>, 


d^ 
dt 


a/"nH-;3g-"¥  +  y/("'l', 


De  là  ou  aura,  après  les  substitutious, 

+  (y -a)  (/"/(' -/'//",  n* 
c'est-k-dire  par  les  formules  du  u"  7 

(le  sorte  que  l'équation  !  i3)  de  la  solution  ci-dessus  deviendra 

fdU-hgdW-hhd'^ , 

;(3-y)/4"$+   y-x  gn<^  ^    x  -  ^   /iTl'i'  ~" 

Substituons  au  lieu  de  dW  et  r/<I>  leurs  valeurs  tirées  des  équatidiis 

n^  -f-  4-'  -^  <I>=r-_  /r-,     xW^  ,3H'=  -f-  y*-'  =  E% 
lesquelles  donnent 

:3  — 7)4'  1(3  — 7  <î> 
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cl  rcciualioii  ildiil  il  s'agit  deviendra  après  les  réductions 

c'csl-à-dirc  en  iiiettaiU  |)uiir  H  el*l'  leurs  valeurs  en  II  trouvées  plus  luiul, 

dn 

dt, 


5/,  =  —  E=-  f  |3  —  3!  '  n=]  [—  y /,'  -hE-'-h(y—  x'  H'] 


(■(juation  dont  le  pi'emier  nimilire  n'est  intégrable,  en  i;énérai.  (|ue  par  la 
re(iili(ali(Ui  di's  sections  coniques. 


10.   Rkmaiimli;  II.  —  Nous  avons  trouvé  dans  la  solution  du  Pioldènie 
piecedent  que  la  valeur  de 

dx-  -t-  dy-  -h  dz', 

r'csl-ii-dire  le  carré  du  petit  espace  (pi'une  particule  (pudcoinpie  du  corps 
parcourt  dans  l'instant  dt.  est  exprimée  par  la  tornuile 

pdif  -H  qd'i^  ■  -h  :  rd<]f  ^ pdrs  r  +  [qdis  —  rdo  r, 

/;,  q,  r  étant  les  coordonnées  rectangles  qui  déterminent  la  position  de 
celte  particule  dans  l'intérieur  du  corps;  donc  toute  particule  ou  point 
(In  corps  dont  les  coordonnées  seront  telles,  qu'on  ait  ;i  la  fois 


pd'j  -t-  qchh  =^  o,      /(/'i  +  pdm  =  o.      ijdm  —  i  d-^  —  o. 
sera  en  repos  pendant  un  instant:  or  ces  ti'ois  éciuations  (huincnl 

q  (/c       /  (/cT 

p  d'I       ji  d 'b  ' 

d'iMi  il  est  aise  de  coucdurc  qu'il  y  aura  nécessairement  dans  le  ccups, 
non  pas  un  seul  point  imundiile  a  chaque  instant,  mais  une  suite  de 
|)oints  formant  une  ligne  droite,  (jui  sera  par  conséquent  l'axe  de  rota- 
tion inslaiilancc  du  corps:  et  il  est  clair  (|ue  cet  axe  fera  avec  les  trois 
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;i\('s  (les  coordomK'cs  />,  c/,  /•  des  aiii^lcs  o,  -7,  m  lois,  (|ii(' 


CDSp    rrr 


COS<T  = 


V  I''  +  </• 

<l 


rfj> 

VY/'V 

-1-  do- 
do 

+  dm' 

v/rf^^ 

-^d<f 

+  drs' 

dm 

\5!' 

W 

H-  (3^ 4'^ 

+  y- 

,|,. 

/'«n 

+  g'pM 

+  A' 

y  a' 

V'a' 

W 

+  p'M'^ 

+  / 

<î>= 

f- 

n 

+  gp^l 

■+// 

y<l. 

,la^- 

n^ 

+  (3=¥= 

+  y= 

<1)= 

\//>=  H-  7'  -h  ;•' 
/■ 

(•0S'.)=  

\!P'  +  ?'  +  '■'       \'i'^-  +  do''  -+-  dm- 

ou  liicii,  cil  iiKihiiii  [)(iiir  c/!/,  d-:,,  drr,  Iciii-s  vmIciiis  en  II.  *l  .  <l',  liiuivrcs 
dans  la  sdliilidii  ci-dcssiis, 

/■"«n  +  s"BM^-f-/("y'I> 


cosc 


(OS W  : 


.Maintciiaiil  ii  csl  clair  (|U(',  cdinnic  les  (|iiaulilcs  11,  M  cl  i|>  sont,  en  i;c- 
iiéi'al ,  des  l'onclions  du  temps  /,  la  position  de  l'axe  de  rotation  dont  il 
s'agit  variera  eonlinnellenicnl,  à  moins  (jne  ces  trois  quantités  not^ardent 
entre  cdles  des  rapports  conslants;  or  eomuie  on  a  (par  la  Remar(]ue  pré- 
(•(■'dentej 

n-V ^f. ' 

il  est  clair  ([ue  cette  quantité  ne  peut  être  constanle  a  moins  ([ue  la  (|uan- 
tité  n  ne  soit  elle-même  constante;  et  dans  ce  cas  les  deux  autres  (juan- 
tités  ^.'  et  <I>  sci'ont  aussi  nécessairement  constantes.  Voyons  donc  les 
conditions  qui  peuvent  rendre  11  égale  à  une  constante. 

Si  l'on  considère  l'équation  entre  n  et  t,  trouvée  à  la  tin  de  la  Re- 
marque précédente,  on  verra  aisément  que  la  quantité  II  sera  constanle, 
c'est-à-dire  que  la  différentielle  dU  sera  nulle  si  le  dénominateur  est  nul 
en  même  temps;  mais  pour  (lue  le  temps  /  puisse  être  quelconque,  il 
faudra  de  plus,  par  les  règles  connues,  ([ue  la  différentielle  de  la  (|uaii- 
tité  (|ui  est  sous  le  signe  radical  dans  le  dénominateur  soit  nulle  aussi  : 
III.  77 


(ilO     NOUVELLE  SOLUTION    DU   PROBLÈME   DU   MOUVEMENT 

c'csl  |i(iiir(|(ii  on  Miii;i  ces  deux  équations  de  (■(judilmn 

[pi,'  -  E^-  -  (  [3  -  a  )  n^]  [-  y /.-  -)-  E=  +  (7  -  y. ,  II]  =  o, 
[;3/,--  E'  -^  I  p  -  a'  m]  [y  -  a]n  ~  [-  y  /,'  +  E'  +    y  -  X ,  n']l  p  -  u.   H  r=  o. 

La  iirtMuii'rc  donne  :  on 

^/,^- E=— 1-;3  — sîin'^o, 

;ui(|in'l  cas  la  seiMUide  donnera 

ou     n^o     un     yh   —E-—    y-    xW    =0; 

on  bien 

y/.-—  E'— 'y  — ain-  =  o, 

au(jnel  (Ms  la  seconde  donnera 

ou     n--o     ou     |j/<-— E- —    3  —  3;  II':  -  o; 

d'où  l'on  voit  (ju'il  tant  nécessairement  (|ne  de  ces  Irois  ijuanlités 

^n,     p/,'-E'-'p-  y.)!!-',     y/r=- E=—   y~a  n% 

deux  soient  nulles  a  la  l'ois;  ce  (|ui  donne  trois  combinaisons,  el  |)ar  con- 
séquent trois  cas  dillerents  oii  l'axe  de  rotation  instantanée  pourra  être 
fixe  dans  le  corps;  et  coninie  (Ui  a 

^.  ^  y/.— E'-(y-a)n^       ^^^ _  ,3/,^-E'-lP-ai n=  _ 


y-l5  ^-  [â-y 

il  est  clair  (|ue  ces  trois  cas  seront  ceux  on  l'on  aura  en  même  temps 
4'  =  o  el  <!'  =  o,  ou  n  :=  oet  i>  =  o,  on  tl  --  o  et  M  --  o;  dans  le  pre- 
mier cas  on  anra  par  les  l'orniules  ci-dessus 

cosp  :  y,  cos5-  =  /'',  coso)  =y, 
dans  le  second  on  aura 

cosp  =  g-",  cosc-^g',  coswr^g-, 
el  enlin  dans  le  troisième 

coso^/r,      cos!r  =  /*',      cos'.)r-/(. 


DK    KdTMloN    1)  UN   COUPS   I»K    I K.IIRE  OUELrONQUK.     till 

On  voit  donc  ([n'il  v  ;i  ihiiis  cliiKiiic  corps  trois  lignes  droites  (jui  peuvent 
être  des  axes  de  rotation  tixes,  el  ([n'il  n'v  en  a,  i;énéralenient  parlant, 
(]ue  Irois;  de  pins,  si  l'on  nomme  i,  s',  i"  les  angles  que  ces  trois  axes 
l'onl  entre  eux,  il  est  facile  de  voir,  d'après  ce  qu'on  a  dit  dans  le  n"  5, 
(|u"on  aura,  en  général, 

g/i  -  -  g' h'  -'r-  g" h"  1-  cose, 

f/l    -\-f'/l'    ~hf"/l"=COSE', 

fg  -^-f'g'  -^-f's"    (■(^^-"' 

de  sorte  <jue  i  7  ,  l\  cause  de 

ff       J  a        J    o  ' 

gh  —  g' h'  -h  g"/i"  =  o, 
on  aura 

C0Sc=O,       C0Se'=O,       ces  £"=:(), 

et  par  conséquent 

£  =:  90",        c'  =  90°,        e''  =  90"  ; 

d'oii  il  s'ensuit  que  les  trois  axes  dont  il  s"agil  seront  nécessairemenl 

perpendiculaires  entre  eux. 

Kntin,  comme 

clx-  -+-  cl)--  -+-  dz- 

exprime  le  carré  de  la  vitesse  de  chaque  particule  du  corps,  et  (|ue  celle 
([uantité  est  représentée,  en  général,  par  la  formule 

fpJo-^qil<y\-       1  rd^  -i-  pdvs\-       t  qdis  —  rdoV' 


dt  j  ^  \  dt  J  ^  \  dt 

si  l'on  V  substitue  les  valeurs  de  -7?,  -7^7  ~  en   II  .  M  .  il>  (Remarque 

,     dt      dt       dt  ' 

précédente)  on  trouvera  (|ue  la  vitesse  d'une  particule  (|uelc(iii{[ue,  pour 
laquelle  les  coordonnées  sont/?,  q,  r.  sera,  dans  le  cas  de  M  =0  et  <!)=:(). 


a^^[pf+qf"Y+(rf"  +  pf?+  [qf-  rf'f; 
dans  le  cas  de  II  =;  o  et  ^  =  o, 


p  H'  s   pg'  +  qg  "  ?  +  { rg"  4-  pg  ■'  -^    qg  -  rg' 


()!:>     NOUVELLE   SOLUTION    DU    PHOBLEML   DU   MOUVEMENT 

cl  ilaiis  II'  (Ms  (Je  rr  ==  o  et  M'  =  o, 


•/ <ï>  V  ph' -h  qh"  )■'  +  ( rii  +  ph  j^-h{q/i  —  rli' ,- . 

Ainsi  CCS  vitesses  seront  constantes;  par  conséquent  le  mouvement  de 
nilwlion  (lu  corps  autour  de  chacun  des  trois  axes  dont  il  s'aiiit  sera  uni- 
t'ornic. 

11.  Rr.u\RQUE  III.  —  Nous  avons  (]it  dans  la  Solution  ci-dessus  (jin- 
l'équation  4;'  41"  l'ent'erme  le  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives,  pouvait  se  déduire  des  équations  (i  :,  (2],  (3,.  Pour  le  démontrer, 
nous  considérerons  ces  trois  équations  sous  la  Corme  i2j  à  laquelle 
nous  les  avons  réduites  dans  le  n"  8,  et  prenant  les  différentielles  pour 
en  l'aire  disparaiti'c  les  c(Uistaiites  A,  B,  (1,  nous  aui'ons 

'Çd'/.  -^  z' du.  —  z"dy  -^  /.</?  —  y.dz'  —  •jdz"  =  o, 

/,  d'/  -f-  y'd  ij.  —  y'dy  -f-  'hdr,  -^  ydy'  —  ydj"  =  o, 
c_d'/.  -+-  x'du.  —  ,t"f/v/  -^  l.d i  -~  'j.dx' —  v(/x"  =  o, 

mais  par  les  formules  du  n"  4  on  a,  en  faisant  a  —  1 ,  «'=:  i ,  </==  r ,  />  =  o, 

•  (/i  =  —  x' d-h  —  x"do,  (/.r'=  \d']j  +  x"dm,  </.i"=:  id'~,  —  x'dm, 
dr.  =  —  y'd'h  —  y"d-j,  dy'  =  y;  d'i^  +_}  "(/cj,  dy"^r,  do  ~  y'dm, 
de,  =  -  z'd-l  -  z'ch,      dz'  =  rr/'i  -1-  z"dm,      dz"  =  Ido  -  z'djn, 

donc  sulistiluant  ces  valeurs,  nos  trois  équations  deviendront 

l  d't.  -{-  y.dl  —  v(/o  I  -+-  z' '  d'j.  —  'i.d'l  ^  -jd-m  —  z"  dy  -^  'i.do  —  ud^n  =  o, 
Y.  d'/.  —  y.(/'^  —  ydo)  +  j''  dy  —  Idl  —  vJro  —  y"  i  dy  -+-  /.</--  —  y^l^  =  "> 
;   dl  -1-  yd-L  —  yd-^    -+-  x'   dy  —  '/.dL  -!-  ydjD    —  x"   dy  -f-  '/.do  —  y.dm    =  o, 

lesquelles  étant  ajoutées  ensemble  après  avoir  été  multipliées  res|)ecti- 
vement  par  !:.  r;,  ;.  par  ::',  v',  œ'  et  par  z" ,  y",  x",  donneront,  en  vertu 
des  formules  du  n"  2,  l'cs  trois-ci 

d'/.  -h  yd'l/  —  ydo  ^=  o, 
d  y.  —  '/.dL  ~r-  ydrn  =  o, 
dy  -t-  '/.do  —  'j.dm  ;=  o. 


DK    KOTMION    l>  UN    COIU'S    1)1-:   rKilIHK   OU  KLCONOUi:.     (ii:3 

l'^t  fiiiployaiil   les  (raiisl'niinatioiis  de   l;i   Hcin;ii'(|iic  pi'cinii'ic ,   ces  tfois 
équations  iloviondroiit 


/['J/"-'P--y>M'i. 


f'\'ln~(^-y)'^''^' 


^^^    -  (y  -  oc)  Il'l'  I  +  h  I  --J-  _  (a  -  P;  HM^    =  <,, 


./■" 


(IJl 

ili 


-l(3-y)H'l' 


P;n^F 


o, 


■  /;" 


(1^ 


i«-(3,inM'' 


Icsciuelles  étant  encore  ajoutées  enseinlile  apri's  avoir  été  Miiilliiiliécs 
respectivement  par/,  /'.  /",  par  g,  g',  g"  et  par  /i,  //',//'.  (Idimcronl 
enfin  ces  trois-ci 


dt 

dW 
dt 

d<l> 
"dT 


—  (y  —  3c   n<l>  =  o, 

—  (a-(3)nM'---=o, 


(|ui  serviront  à  déterniiner  les  trois  vai'iaiiles  II,  M  ,  '!>. 

Or  il  est  visible  (|u'en  Muilti|iliaiil  la  preniii'i'e  par  II  r//,  la  seconde 
par  Me//  et  la  ti'oisii'iiie  pai'<iir//,  et  les  ajontanl  enseniMe,  on  aura  une 
équation  intégraMe  dont  l'intégrale  sera 

n-'-HH-  + 'I'-— consi.  ; 

et  multipliant  de  uiénie  la  première  par  vWilt,  la  seconde  par  j'iMV//,  et 
la  troisième  par  -j^lult,  on  aura,  après  les  avoir  ajoutées  enseuihle,  une 
nouvelle  équation  intégrable,  et  dont  Tinlcgrale  sera 

3:11-  +^  T'  -4-  y  il'-  =;  consl. 

(>es  deux  équations  sont  les  mêmes  (pi'on  a  trouvées  dans  la  Remarcpu'  I, 
et  les  mêmes  que  les  équations  iij  de  la  Solution  précédente,  dont  la 
seconde  renferme  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 

12.  Reafarque  IV.  —  Si  l'on  supposait  que  chaque  particule  du  corps 
^m  fût  sollicitée  par  des  forces  quelconques,  il  n'y  aurait  qu'à  réduire  ces 
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loiTcsà  liuis,  dirigées  suivant  les  coordonnées  x,y,  z,  et,  les  représentant 
par  les  (|iiaiitilés  X.  Y,  Z,  on  aurait  par  les  principes  connus  de  la  Méca- 
ni(|iie,  au  lieu  des  équations  (i),  (2;,  (3j  du  n°  8,  ces  trois-ci 


-r^  !  xd-y  —  rd''x\  ^  Va-  v    - 

>   ( f^ )  ^'"  "^^  ^^  ^ }'^  ^'"> 

2^  \ ^, 1  om  ^^2^  i  2\  -  xl  ont. 


•r^  [  yd-z~-zd'r\  ■.  V       ^  V-    - 

2^\    d? )om=2^    rZ-  z\    0, 


Or.  couinic 

xd'-y — yd''x  =  d  xdy  —  rdx  , 

z  d-x  —  X  d'-z  ^  (/  zdx  ~  xdz  , 

rd-z  —  z  d-y  ;  ;  di  ydz  —  zdy  , 

il  est  clair  (|u'on  aura  des  équations  de  la  niétne  l'oi^nie  que  celles  dont 
nous  \('n(Uis  de  parler,  avec  celle  diliérence  (|ue  les  quantiles  A.  15.  ('.  ne 
scroul  plus  conslaiites.  mais  auront  ces  valeurs 

-A..y^x\^y\on,. 

--^^     ::rz  2^'  Z\-Xl    O  ,„ , 

dC        ^  . 

dt       é^  ■ 

De  plus,  le  piiucipe  Ay  la  cuuservaîion  des  forces  vives  donnera  au>si 
une  e(|uation  semhlahle  à  l'équation  {[\]  avec  celte  diliérence  (juc  la 
(piaiilile  D'-  devra  étic  telle,  (|iie  l'on  ail 

d  DV=^   \dx  ^\dy^-Ldz   om. 

Ainsi.  (|uan(l  les  (juantités  X,  Y,  Z  ser(mt  données  en  x,  v,  ;,  on  poui'ra 
ern|)lover  les  substitutions  et  les  transforniatious  dont  nous  avons  l'ait 
usage  dans  le  Prohièuie  précédent.  « 

Kn  général,  il  est  clair  (ju'il  n'entrera  dans  les  équations  du  I>rol)lén!e 
(jue  les  variables  ,i-  ,  y' ,  z  ,  x  ,  y' .  z",  :,  r,,  'Ç  et  d<h,  dzs,  d'j;  mais  les 
six  dernii'res  sont  des  t'onclions  données  des  six  premii-res  (2  et  4i,  et 


1)1.   ItoiATloV    D'UN  CORPS   DE  FIGUKK  QUELCONQUE,     filo 

l'on  A  (le  |ili:>  mire  (cllcs-ci  trois  ('■(|iialions  (2)  p;ir  l('.s(|iicllfs  on  (iciii 
en  ddiiiuMiri-  trois  |);ir  les  trois  imli'cs.  Iji  cll'cl.  l'é(juatioii 

x'^  -+-  y'^  -+-  z"'  =  a 
donne  d'abord 

z'  ^-.  \Ja  —  x''  —  y''  ; 
(Misiiite  l'i'iiuation 

x'x"  -t-.r'j'"  -+-  z'z"  -~  h 
donne 

y' y"  -+-  z'z"  ^  b  —  x'x", 

iloul  le  carn'',  et;inl  reti;inelie  de  reiiuatioii 

j-"'-l-z'  =  r-.  a  — ic"- 

innlti|)liée  [tar  y'- -)- c'-,  donne  eelle-ei 

[j-'z"  —  z'j'"f=  (a  —  x"-) .  y''-¥-  z'-  \,  —  :b  —  x'x"  j-; 
ainsi,  coniliinaut  ees  deux  éqnations 
y'  y" —  z'z"  =  6  —  x'x" , 


y'z"  —  z'y"  =--^[a  —  x"^-)  (  y"  -h  z''   —  '  h  —  x'x"  r-, 

on  trouvera  j"  et  z"  :  en  sorte  que  les  trois  (|uantités  r-  ,  y"  e(  z"  seront 
données  par  ees  trois  autres  oc',  y'  et  x".  Moyennant  (juoi  il  n'y  aura,  à 
proprement  parler,  que  trois  variables;  et  la  difficulté  se  réduira  à  déter- 
miner ces  variables  par  le  temps  t. 

13.  Remarque  V.  —  Puisqu'on  a.  en  général,  dans  la  Solution  pré- 
cédente 

x^z'ir -h  x'q  ^  x"p,     y  =  nr -i- y'q -h  y"p,     z  ^  Çr -^  z'q  -^  z"p, 

il  est  clair  qu'en  faisant 

p  =  o,    q^o,     r-  i, 

on  aura 

X  =:l,    y  =  r,,     z  =  ï; 

(|ue  de  même  on  aura 

x^=x',    y=^y',     z=^z', 

en  faisant 

r  =  o,      p  =:o,      </  =  i; 


(•>l(i     NOUVELLE  SULLTION   DU  PROBLEME  DU  MOUVEMENT,  ETC. 

(|irciitiii  (11)  aura 

Cil  faisant 

/■  =  o,       q  —-  o,       /'  =  I  ; 

iloiic,  si  l'on  l'ail  ces  suiiposilioiis  dans  les  valcnrs  de  >,  W  tl  n  Ce  (|ni 
donnera 

<lans  le  |ircini(_'r  cas, 

,.  .  r/ro  d'L 

6  =  ,".,    «--^-^y-'^^' 

dans  le  sccuud  cas, 

dans  le  Iroisicnic  cas),  on  aura  les  valeurs  des  (juanlilés  ç,  •/;,  Ç,  a-',  r'.  ;', 
.i' ,  ■>'' .  ;' ,  lesquelles  sei(uil  les  iiiciucs  pour  tnus  les  points  du  corps: 
et  ces  (|uaulitt'S  étani  coniuies  en  /,  ou  aura  par  les  e\[)ressions  ci-dessus 
les  coordounées  ,r,  r,  ;  pour  chaque  point  du  corps  dont  la  [losilicui 
dans  le  corps  nièiue  dépendra  des  coordonnées  y^  q,  r. 

14.  Remarque  VI.  —  Si  le  corps  qu'on  a  supposé  ius(|u'iei  tixenient 
arrêté  pai'  un  de  ses  points,  était  cntièrernenl  lihre,  alors  il  n'y  aurait 
(|u';i  prendre,  ii  la  place  de  ce  point  supposé  fixe,  le  centre  de  gravite  de 
ton!  le  corps,  car  on  sait  (pie  les  mouvements  de  rotation  se  l'ont  autour 
de  ce  centre  comme  s'il  était  fixe;  et  a  l'égard  du  mouvement  de  ce 
centre,  on  le  déterminera  par  la  ((Uisidéralion  (|iril  doit  éli'c  le  même 
(jue  si  ((Mlles  les  l'orces  qui  agissent  sur  les  dillérenies  jiarties  du  corjis  y 
étaient  apprK|uees:  tout  cela  est  trop  connu  pour  (|ue  luuis  devions  nous 
arrêter  ii  en  donner  la  déuKuistration. 


SUR  L'ATTI!AI,Tini\ 


SPHÉROÏDES   ELLIPTIUIKS. 
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SI  K  L'ATTU  VCTION 


sphéroïdes  elliptiques. 


{Ndiii'cdii.i-  Mi'iiiiiiic^  lie  r  Icddéniie  myale  tirs  .SVvVv/ccv  rt  Jiclhs-Lctlics 
(If  lieriiii,  iinntV  1773.) 


Quelques  avantages  (|ue  l'AiialYse  algéljri(|ue  ail  sur  la  uiélhode  géo- 
métrique des  Anciens,  qu'on  appelle  vulgairement,  quoique  fort  impro- 
prement, synthèse,  il  est  néanmoins  des  Problèmes  où  celle-ci  parait 
préférable,  tant  par  la  clarté  lumineuse  qui  l'accompagne,  (jue  par  l'élé- 
gance et  la  facilité  des  solutions  qu'elle  donne.  11  en  est  même  pour 
lesquels  l'analyse  algébrique  paraît  en  quelque  sorte  insutfisante,  et  où 
il  semble  que  la  métliode  synthétique  soit  seule  capable  d'atteindre. 

Le  Problème  où  il  s'agil  de  déterminer  l'attraction  ([u'un  sphéroïde 
elliptique  exerce  sur  un  point  (|uelconque  placé  sur  sa  surface,  on  dans 
son  intérieur,  est  de  cette  espèce.  M.  Maclaurin,  (|ui  a  le  premier  résolu 
ce  Problème  dans  son  excellente  Pièce  sur  leJJu.r  et  le  reflux  de  la  mer. 
couronnée  par  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  1740,  a  suivi  une 
méthode  purement  géométrique,  et  fondée  uniquement  sur  quelques 
propriétés  de  l'ellipse  et  des  sphéroïdes  elliptiques;  et  il  faut  avouer  que 
cette  partie  de  l'Ouvrage  de  M.  Maclaurin  est  un  chef-d'œuvre  de  Géomé- 
trie, (|u'on  peut  comparer  ii  tout  ce  qu'Archimède  nous  a  laissé  de  plus 
beau  et  de  plus  ingénieux,  (lonime  M.  Maclaurin  avait  une  sorte  de  pré- 
dilection pour  la  méthode  des  Anciens,  il  n'est  pas  surprenant  qu'il  l'ait 

,8. 
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('m|il(i\cc  (hiiis  l;i  soliiliuii  du  Pi'diilèinc  dont  ikuis  vcikhis  de  pinlrr; 
mais  il  l'csl  cxlrriiicniciil,  rc  me  senildc,  (iii'uii  PioldèiiU'  iiussi  im|ji)i- 
hiiil  (|uc  ((diii-lii  n'ait  |)as  élc  résolu  (lf|iuis  (ruiic  manière  directe  et 
aiialvli(|ue,  surtout  dans  ces  derniers  leni|»s  on  l'Analyse  est  devenue 
d'un  usai^c  si  commun  et  si  général.  On  ne  [)eut,  je  crois,  eu  altriiiuer  la 
cause  (|u'au\  dillicultés  de  calculs  que  la  solution  de  cette  (|uestion  doit 
renfenner-  lors(|u'on  l'envisage  s(Uis  un  point  de  vue  purement  aualy- 
li(]ue.  (le  n'est  pas  (|u"il  ne  soit  aise  de  trouver,  et  (|u<'  mémo  dill'éreuls 
(leomi'lres  n'aient  dcjii  donne  des  formules  générales  pour  déterminer 
l'attraction  (|u"un  cor|is  de  tigui'e  (|utdcou(|ne  exerce  sur  un  point  [dace 
où  Von  voudra;  mais  la  grande  diiliculté  consiste  dans  l'inléiiratiou  de 
ces  formules,  et  il  parait  iiu'on  n"a  |>u  y  réussir  juscju'ii  présent  qu'en 
se  i)oi'uaul  ii  l'hypollièse  que  le  solide  soit  très-peu  diil'érent  d'une 
spiii'ic.  On  trouve  il  la  vérité  dans  les  Ouvrages  de  iM.  Thomas  Sini|)son 
une  sidulion  |)urt'meut  analyti(|ue  du  Prohlème  de  j\I.  .Mailanriu.  dans 
la(|nelle  on  ne  suppose  |)oint  (pie  le  splK'idide  (dlipli(|ue  soit  à  ti'ès-|>eu 
pri's  spliériipie;  mais  d'un  antre  côte  celle  solution  a  le  didanl  de  procé- 
der |)ar  le  moyen  des  séries,  ce  <pii  la  rend  non-seulement  Imigue  cl 
<(»mpli(|uee,  mais  encore  peu  directe  et  peu  l'igoureuse. 

.le  me  propose  dans  ce  Mémoire  de  faire  voir  (|ue  iiien  loin  (|ue  le  l'ro- 
lilème  dont  il  s'ai;it  se  refuse  à  l'Analyse,  il  peut  être  résolu  parce  moyen 
d'une  manii'rc,  sinon  plus  simple,  ilii  moins  plus  directe  et  j)lus  générale 
(|ue  par  la  voie  de  la  synthèse;  ce  ipii  servira  ;i  détruire  un  des  princi- 
paux arguments  (|ne  les  détracteurs  de  l'AiiaKsi'  puissent  ap|MU'ter  pour 
la  rabaisser  cl  pour  prouver  la  supériorité  de  la  UK'thode  syiitlK'liipie 
des  Anciens. 

Prort  KMi:  I. 

1.  Troi/wr  Icrprcssio/i  gc/ic/iilc  de  I  ((llruclion  (jit  nu  corps  de  fi  mue 
iloitiièe  e.re/re  sur  un  point  jAace  on  l  Du  roiidra,  en  snpposntil  que  chafjuc 
parlicidc  dn  corps  nthrc  ic  rncnn'  point  connue  une  /oncln>n  (pnlcoinpie  de 
1(1  distance.  ■ 

Soieiil  il.  h.  c  |i's  trois  coordonnées  rectangles  (pii  delenninent  la  jiosi- 
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tiiMi  (lu  |)(iiiii  iloiiiH-  |);ir  iiipporl  ;i  trois  axes  fixes  pris  ii  vulontc,  cl 
sdiciil  (le  iiiciiK'  X,  y.  :  lo  Irois  cooriloniiécs  i'0(*lani>lcs  qui  (lélcnniiu'iU 
lit  position  trune  pai'ticiilc  a  du  corps  par  ra|)poi'l  aux  mciiics  axes,  il 
est  clair  (|ue  la  distance  entre  celte  |)arlieule  et  le  point  attiié  étant  nom- 
mée r,  on  aura 


r=  ^1 X  —  a)' -t-  {y  —  b)' -h  (z  —  c]'; 

donc  désignant,  en  général,  par  R  la  fonction  de  ri»  hKiiieile  l'attraction 
est  supposée  proportionnelle,  on  aura  cR  pour  l'allraclion  exercée  pai' 
la  partieule  a  suivant  la  direction  de  la  ligne  r:  et  il  est  facile  île  voir  (|uc 
pour  déeoniposer  cette  attraction  suivant  les  diicctions  dv^  lignes  a,  h,  c 
perpendiculaires  entre  elles  et  parallèles  aux  trois  axes  lixes,  il  n'y  aura 
iiu'ii  la  multiplier  respectivement  par 

X  —  a       y  —  b       z  —  c 

»     '- )     ■- 

r  r  r 

de  plus  il  est  visible  que  la  parliciile  r/.  peut  être  représentée  par  le  pa- 
rallélépipède intiuiment  petit  (^Arr/v  (7;  ;  ainsi  Ton  aura  ces  trois  attrac- 
tions élémentaires 

K(x—n               .        R:,)-— 6     .                   R  s  — f 
ctxdyaz,      — ^ dxth'dz,      t/x  {/}(lz, 


et  il  ne  s'agira  plus  que  île  les  intégrer  en  sorte  que  l'intégration  s'étende 
à  tous  les  points  du  corps. 

Pour  cela  on  commencera  par  intégrer  en  faisant  varier  une  seule  ile> 
trois  coordonnées  x,  y,  z,  comme  :;,  et  l'on  étendra  cette  intégrale  jus- 
(ju'aux  valeurs  extrêmes  de  z  qui  répondent  à  la  surface  du  corps:  or  la 
tigure  du  corps  étant  donnée  on  aura  une  équation  entre  x,  v.  :;,  pour 
exprimer  la  surface  de  ce  corps,  et  par  laquelle  lui  pourra  déterminer 
les  valeurs  extrêmes  de  ;  en  j:  et  j';  de  sorte  qu'après  ces  substitutions  il 
n'y  aura  plus  ([ue  deux  variables  x  et  v:  on  intégrera  donc  une  seconde 
fois  en  faisant  varier  une  seule  d'entre  elles  comme  v,  et  il  faudra  de 
nouveau  étendre  l'intégrale  jusqu'aux  valeurs  extrêmes  de  v  qu'on  trou- 
vera en  chercbaut  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  v  lorsque  x 
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l'sl  coiishml  cl  ;  viiriahlc  dans  l'écjuation  a  la  surface;  moyennanl  quoi 
ics  valeurs  de  >-  seront  ilonuécs  en  x  seul;  el  il  n'y  aura  plus  qu'à  inté- 
i;ici-  |>ai  lapporl  à  celte  dernière  variable,  el  à  élendre  l'intégrale  aux 
valeurs  extrêmes  de  jr,  e'esl-à-dire  à  la  plus  grande  et  à  la  plus  petite 
valeur  de  .r,  lorsque  >'  el  ;  sont  supposées  variables  ;i  la  t'ois  dans  recjua- 
lioii  (buiiU'e. 

•1.  Remahqie.  —  Ouoi(|ue  les  fornuiies  cpu'  nous  venons  de  trouver 
soient  ecdles  (|ui  se  présentent  le  plus  nalurellemenl,  ce  ne  sont  cepen- 
dant pas  celles  qui  sont  les  plus  commodes  poui'  le  calcul. 

Poui'  en  donner  un  exemple,  prenons  b-  cas  où  le  corps  attirant  serait 
une  spbi're,  et  (ui  l'altiaction  se  ferait  en  raison  iii\erse  des  carrés  des 
distances:  on  aura  (buic 

;■-■ 
ce  (pii  (Inuiiera  ces  trois  toi'mules 

X  —  a)dx  dydz       [y  —  b  i  dx  dy  dz       (  z  —  c   dix:  dydz 

: ,         _! : , : , 

V  r'  r^ 

qu'il  fainira  integier  suivant  les  c(Uiditions  énoncées  dans  le  numéro 
précèdent,  et  comme  la  surface  du  corps  est  supposée  sphérique,  si  l'oji 
prend,  ce  (pii  est  permis,  l'origine  des  coordonnées  .r,)',  r  dans  le  centre 
même  de  la  spiii're,  et  (pi'on  nomuH'  /'le  rayon,  on  aura  |)(mr  l'équation 
i»  la  surface 

X-  -\-  y-  ^  2'=/% 

par  ou  l'on  déteiininera  l'une  des  coordonnées  par  les  deux  autres. 

(Considérons  d'abord  l'expression  d<'  la  force  (jui  agit  suivant  l'ordon- 
née z,  savoii' 

:  z  —  c)dxdrdz 

si  un  rinli'grc  eu  ne  faisant  varier  (|ue  r-  on  aura,  à  cause  de 
;■  =  ^  !  .r  —  rt  '  -!-  ,  r  —  6  ?  -t-  I  s  —  c)», 
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l:i  (|U;iiUll('' 


dx  dy 


ur  I  (MiiKilidn 

-pJ  +  J.2  _,_  2'  =r  /= 

donne 


2  =  ±v//'-.r^-r. 

en  sorte  <ni('  les  deux  v;il('iirs  cxlrènics  (le  z  sont 


léter  ri 
(|u'elle  soit  nulle  lors(|ne 


1 , .        Il-    ,  -        1      d.rdr  .1    !•      1        1  1 

ainsi  pour  compléter  I  inlegp;ile  — ^  il   nuidrii    la    prendre   en   sorte 


z=  —  sip—  x^  —  y\ 
et  qu'elle  finisse  ijuand 


ce  qui  donnera  donc,  en  faisant,  pour  abréiçer, 

a"  +  i"+  c'^=  g-, 
l'intégrale  complète 

(Ixcly  dxdr 


\f''-f-  g' —  2ax  —  iby—  ïc  \  J  -  ~  .1-  —  t  '       \  J  '  -f-g'  —  ia-r  —  aér-l-  2C  \/f'  —  .r-  — y' 

11  faudrait  maintenant  intégrer  de  nouveau  ces  quantités  en  faisant  va- 
rier .r  ou  y;  mais  c'est  ce  qui  ne  parait  pas  aisé  à  cause  des  deux  signes 
radicaux  qui  y  entrent. 

On  rencontrera  les  mêmes  dilljcultés  si  l'on  veut  intégrer  les  deux  au- 
tres formules  ([ui  donnent  les  forces  parallèles  aux  coordonnées  a?  et  y; 
de  sorte  (ju'en  s'y  prenant  de  la  manière  ci-dessus  il  sera  piescpie  impos- 
sible de  déterminer  l'attraction  d'une  sphère  sur  un  point  place  dans  un 
endroit  quelcon(jue;  cependant  on  sait  que  ce  Problème  est  très-facile  à 
résoudre  lorsqu'on  suppose  la  sphère  partagée  en  une  intinité  de  petits 
cylindres  ayant  tous  i)our  axe  la  ligne  qui  joint  le  point  attiré  et  le  C(>ntre 
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(le  l;i  s|»lii'n',  cl  ([n'oii  chcrclic  d'iilxiid  r;itti';u'tion  exercée  par  eliacun 
(le  ces  |)e(ils  cvliiulres,  et  ensuite  la  somme  de  toutes  ces  attractions,  par 
rinléi^i'alidu. 

On  voit  (loue  pai'  là  combien  il  esl  important  dans  cette  recherche 
d'employer  à  la  place  des  trois  coordonnées  rectangles  x,  y,  z,  d'autres 
variahles  (pii  puissent  faciliter  les  intégrations  qu'elle  demande.  Nous 
allons  donner  dans  le  Pi-ohiémc  suivant  les  |)rincipes  nécessaires  pour  cd 

O 1 I j (' I  . 

PliOBLÈMIi    II. 

3.  Siij>fi()so/is  ijii  0/1  ait  la  différentielle  Vdxclydz,  où  P  soit  une  Jonc- 
tion donnée  de  .r,  y.  z,  et  qui  dowe  être  intégrée  trois  fois  en  faisant  varier 
successncnu'iit  les  changeantes  x,  y.  z,  et  en  obsencitit  les  conditions  énon- 
cées dans  le  l'robléme  1  ;  on  propose  d' introduire  à  la  place  de  ces  clian- 
geantes  trois  autres  changeantes  p,  (],  r.  qui  soient  des  fonctions  données 
de  celles-là. 

Puis(pH'  p,  (j,  /soûl  supposées  des  Ibnclious  de  x,y,  z,  on  aura  aussi 
réeipro(|ueiiH'nt  x,  y,  z  exprimées  par  des  t'onctions  de/^,  q,  r;  on  f'eia 
donc  d'ahord  ces  sui)stitutions  dans  la  (piantilé  P,  ce  qui  la  réduirai  it  une 
l'onction  de/v,  q,  r,  el  il  n'y  aura  de  dillicullé  que  par  rapp(U'l  ii  la  (piau- 
tité  dxdydz. 

Q)u'on  (  hcrchc  par  la  diliérenlialion  les  valeurs  des  dillerences  dx,  dy, 
dz,  el  Ton  aura,  en  gem'ral, 

■  dx=  S.  dp  +  B  di/  +  (]  dr, 
dr  =  Ddp  ^Edq  r-  Vdr, 
dz  =Gdp-^lld(j  -i-ldr, 

A.  H,  ('.....  claul  des  touclious  c(uniucs  de/),  q,  /•;  or  il  esl  facile  de  c(uu- 
prendre  (pu'  pour  avoir  la  valeur  de  dxdydz,  on  ne  doil  pas  nuilliplier 
eiisemhle  les  valeurs  préiM'deules  de  dx,  dy,  dz;  cai'  alors  la  dilleren- 
licdle  Vdrdvdz  couliendrail  des  lermes  où  les  ditrérenees  dp.  dq,  dr  se 
trouNcraieul  (devees  au  carre''  (Ui  au  cuhe,  en  sorte  (|ue  la  Iriple  iulégra- 
tiou  (|ui  doil  se  l'aiic  relativement  aux  ti'ois  variables  p.  q.  r  ne  pourrait 
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plus  avoir  lieu;  d'ailleurs,  couime  dadydz  expiime  l'élément  de  In  suli- 
dilé  du  eoi'ps,  il  est  (daii'  (pie  (pielles  que  soient  les  variaMes /;,  </,  / 
qu'on  introduiia  ii  la  place  des  variables  oc, y,  z,  eel  élénienl  ne  pourra 
être  représenté  (jue  pai'  le  produit  dpdqdr  des  trois  difl'érences  ^//>,  ^/y.  di 
uiulliplii'  par  une  louetion  (pi(deon(|ue  de  /;,  r/,  /■.  Je  considère  doue  (pir 
dans  l'expression  du  [larallélépipède  dxdydz,  la  dillérenee  dz  doit  être 
prise  tandis  (jue  .r  et  v  demeurent  constants;  (pi'ensuile  la  dillérenee  dy 
doit  être  prise  en  regardant  a?  et  s  comme  constants,  et  (ju'eutiii  la  dillé- 
renee f/.r  doit  être  prise  en  supposant  dy  et  dz  nuls;  doue  : 

i"    l'our  avoir  la  valeur  de   dz,  on   fera  dx  =  o  et  dy^=o,  ee  qui 

donnera 

A  dp  -+-  ]idq  -h  Cdr:=  o, 

M  dp  H-  Edtj  -+-  F(//  =  o, 
d'oii  l'on  tirera  dji  cl  i/q  en  r//',  savoir 

BF-CE    ,  ,         CD  -  AF    , 

'^^^ÂË^^d'^''      ''^=AÊ^rBD'''- 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  dz,  on  aura 
,        G(BF-CE)  +  H(CD- AF)-i-I(AE-BD)    , 

2"  Pour  avoir  la  valeur  de  dy,  ou    fera   da:  =  o   et   dz  =  o,  ce  (|ui 

donnera 

dr  =;  o,     \dp  --  Bdq  =^  o, 

d'où  l'on  tire 

,  Bdq 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  dy,  on  aura 

AE  — BD    , 

dy= dq. 

3°  Enliu  pour  avoir  la  valeur  de  dx,  on  fera  fA'=  o  et  dz  =  o,  ce  (|ui 

donne 

dr  =:  o,     dq  =:  o, 

III.  79 
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t'ii  sorto  qu'on  aiirn 

dx=^  A.  dp. 

Miiiiitcnaiit.  multipliant  ensemble  ces  valeurs,  on  aura 

iLvdydz  =  [G  (  BF  -  CE)  -+-  H  (  CD  —  AF)  -+-  1  (  AE  —  B\))]dpd(jdr, 

où  l'on  observera  que  la  quantité 

(KBF-  CE)  +H(CD  -  AF   +  li  AE  -  BD) 

AEI  -h  BFG  +  CDH  -  AFII  -  BDI  -  CEG 


ou  men 


demeure  la  même,  ou  eliange  tout  au  plus  de  signe,  en  échangeant  res- 
pectivement entre  eux  les  trois  systèmes  de  (|uantités  A,  B,  C;  D,  E,  F; 
(i,  H,  I;  de  sorte  (ju'on  aura  le  même  résultat  si,  au  lieu  de  chercher 
d'abord  comme  nous  l'avons  l'ait  la  valeur  de  dz,  ensuite  celle  de  dy  et 
de  da-,  on  voulait  commencer  par  chercher  celle  de  dy  ou  de  dx,  et  en- 
suite celle  d'une  (|uelcon(|ue  des  deux  autres  ditl'érentielles.  Il  ne  pourra 
y  avoir  de  dillérence  que  dans  le  signe,  mais  elle  ne  sera  ici  d'aucune 
consé([ucnce,  puisqu'il  est  indifférent  de  prendre  l'élément  a  =  dœdydz 
en  plus  ou  en  moins;  cependant,  cttmme  il  est  [ilus  naturel  de  regarder 
cette  quantité  comme  positive,  on  aura  toujours  soin  de  pi'endre  la  va- 
leur de  a  positivement;  c'est  pour(|noi  nous  supposerons,  en  général, 

y.  =  ±  iAEI  +  BFG  +  CDH  -  AFII  -  BDI  -  CEG   <//></-/ <//-. 

4.  Corollaire.  —  Une  des  transformations  les  plus  utiles  et  les  plus 
(U'dinaires  est  d'introduire  à  la  place  des  coordonnées  rectangles  x,  v,  ; 
un  rayon  vecteur  /■  partant  d'un  point  lixe  (]u'on  nomme  le  centre  des 
rayons,  avec  deux  angles/?  et  </  (pii  dcicrmineni  la  posili(Ui  de  ce  rayon; 
ri  dont  l'un  p  soit  celui  ([ue  le  même  layon  l'ait  avec  un  des  axes  des 
coordoiuiées  comme  avec  l'axe  des  ;,  ou  l/u'U  avec  un  axe  parallèle  à 
celui-ci,  mais  passant  par  le  centre  des  rayons;  et  (huit  l'autre  c/  soil 
l'angle  ([ue  la  projection  du  rayon  /sur  le  plan  des  coordonnées  J7,j  lait 
avec  l'axe  des  .r,  ou,  ce  (|ui  est  la  même  chose,  avec  un  axe  parallèle  à 
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celui-ci  et  passant  par  le  cciilic  (l(>s  rayons.  Si  l'on  dénote  para,  h,  c  les 
coordonnées  rectangles  cpii  détci  iiiinciit  la  position  arbitraire  du  centre, 
il  est  visible  qu'on  aura  d'alioid 


r  =  \/{x  —  ay  +  (j-—  by  -+-  (z  —  c)'; 
ensuite  ou  trouvera  faeileuieut 


sinp="-^- — -»     sina  =  -— : -=, 

d'où  l'on  tire 

X  —  a  =  rsin/j  C0S7,     r — h  :=  rsmpsinq,     z  —  c  ^^  rcoap; 

el  difiérentiant 

dx^^  r{  cospcosq dp  —  s\npsinq dq  '  -^  stnp  cosq^/l■, 
dy  =  ricosp  sinqdp  —  sinp  cosqdq]  ~\-  sinpsinqdi, 
dz  =:  —  islnpdp  +  cospdr; 

ce  (pii  donne  parla  comparaison  des  ternies 

A  =^  rcos/>cos(y,  B  ~  —  rsinpsinq,  C  —  sinp  cosq, 
B  ^  rcospsinq,  E  :=  rs\np  cosq,  F  =:  siii/' siii</, 
G  ^=—  rs'inp,  H-:o,  l=cosp; 

d'(tù  l'on  tire  d'abord 

BF  —  CE  =  —  /sin /A     AE  —  BD  =  r'siup  cosp; 

de  sorte  qu'à  cause  de  H  =  o,  on  aura 

AEI  -+-  BFG  +  CDH  -  AFH  -  BDI  -  CEG  =  (BF  -  CE)G  -+-  (  AE  -  BD )1 

^  r-  s'm'p  +  i-su\p  cos^p  =  r-ship; 

par  conséquent  on  aura,  en  prenant  le  signe  +, 

a  =  dxdydz  =  r''s\npdp(/qdr. 

Otte  expression  de  v.  qui  est,  comme  on  voit,  assez  simple,  peut  aussi  se 

79- 
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liiiiivrr  (rneclfiiH'iit  sans  aucun  calcul,  mais  nous  avons  prcleic  de  la 
(Icduirc  (le  noire  formule  générale  pour  en  taire  vuii'  l'usage. 

5.  Remaroi  k.  —  Supposons  maintenant  qu'on  ait  un  corps  d'une 
figure  tinie  et  continue,  dont  la  surface  soit  exprimée  par  une  équation 
entre  les  cooidounées  a:-,  y,  ;  qu'on  transformera  aisément  en  une  antre 
entre  le  rayon  /•  et  les  angles  p  et  q,  et  (|u'il  s'agisse  d'intégrer  la  dili'é- 
rentielle  Pc/  en  sorte  (]ue  l'intégrale  s'étende  ;i  toute  la  masse  du  corps: 
il  faudra  faire  varier  successivement  les  (|uanlilés  r,  p,  q,  et  intégrer  par 
rapport  à  chacune  d'elles  en  particulier;  mais  pour  cela  on  doit  distin- 
guer deux  cas  suivant  (jue  le  centre  des  rayons  r  est  placé  au  delioi's  ou 
au  dedans  du  corps. 

r"  Lors(|ne  le  centre  des  rayons  est  hors  du  cor[)s,  il  est  clair  (jue  les 
angles/)  et  q  ne  peuvent  augmenter  que  ius(|u';i  un  certain  point;  et  l'on 
trouvera  leurs  limites  en  cherchant  les  points  où  le  rav(Ui  /•  touidie  la  sur- 

!■  I  •     .  ■     I-  ,     dr  .    dr  r^         •     ■      i      -i 

tace  (lu  coriis,  c  est-a-du'c  on   -— =  te   et  -7-  =  îc  .   Ln  eeneral,  il  est 
'  dp  (Iq  ^ 

visihie  que  puis(|ue  le  rayon  r  traverse  le  corps  entier,  l'équation  (|ui 
exprime  la  surface  de  ce  cor|is  doit  diuini  r.  pnur  chaque  valeur  de/*  et  q, 
(ieii\  valeurs  de  /■,  (|ue  nous  dénoterons  par  /■  et  /■' ,  et  (|ui  répondent 
aux  deux  points  de  la  surface,  lesquels  sont  dans  une  même  ligne  droite 
avec  le  centre  des  rayons.  On  commencera  donc  par  intégrer  la  différen- 
tielle Vc/.  en  faisant  vaiier  /•  seul,  et  l'on  prendra  l'intégrale  en  sorte 
ilu'eUe  citmnn'nce  au  point  où  /=  r'  et  finisse  à  celui  oii  r  =  r" ,  c'est- 
à-dire  (|u'on  prendra  la  dilléivnce  des  intégrales  ([ui  répondent  à  /■  =  r" 
et  à  r  =  r':  or  il  est  clair  (jue  les  points  où  le  rayon  r  touche  la  surface 
du  coips  sans  la  couper  sont  nécessairenu'ut  ceux  ofi  les  deux  racines  /■' 
et  r'  ihviennent  égales;  ainsi,  faisant  r' =^  r  on  aura  une  é(|uation 
entre />  et  q,  (jui  déterminera  l'étendue  (ju'on  peut  donner  à  ces  angles, 
et  d'oii  l'on  tirera  aussi  deux  valeui-s  de  /)  en  q.  (|ue  nous  dénolei'ons  de 
méuH'  par/i'et//;  c'est  pour(|uoi  il  faudra  intégrer  de  nouveau  l'inté- 
grale précédente  en  y  faisant  varier/^  seul,  et  prendre  la  nonv(dle  inté- 
grale en  sorte  qu'elle  commence  où  p  =  p'  et  (|u'elle  finisse  oii  p  =//'; 
enfin  (ui  i\'v;\  p'  =  p",  ce  (|ui  dnnuera  une  é([uati(ni  en  q  seul,  la(|uelle 
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aiiiM  aussi  lUM'cssairciiiriil  deux  raciiii'S  r/'  cl  fj"-,  ainsi  l'on  iiilf'gi'cia  |iiiiii- 
la  li'oisii'inc  l'ois  en  l'aisaiil  varier  y,  cl  l'iui  [irciidra  l'iiUcgralo  en  suric 
(lu'elle  coiiimcncc  où  q  ^^q'  ci  (jirclle  Unisse  où  q  --  q" .  On  aura  de  celle 
manière  l'intéi^rale  coniplMo  de  la  dirierenlielle  proposée.  Il  l'anl  senle- 
nienl  reniarijncr  (|u'il  peut  arrivci- i|iic  ré(|uation //  =  />',  (|ui  doil  don- 
ner les  deux  valeurs  extrêmes  de  q,  soit  impossible,  ou  (|u'(dle  ne  ren- 
t'ciMic  poini  la  \ariiii)le  </;  dans  ce  cas  ce  sera  une  niar(|nc  (jin'  l'aniflc  q 
peut  recevoir  louti'S  les  valeui's  possibles,  cl  pour  coin|)lclcr  l'inl(''i;ialc 
il  siillira  abus  de  la  prendre  de|)uis  q  ---  o  ins([u":i  r/  =  nSo",  c'est-ii-dirc 
(lu'on  prcndi-a  (7'  =  o  et  y"=  i8o".  On  remarquera  encore  (juc  dans  le  cas 
(u'i  les  valeurs  de//  el/j"  seront  indépenrbintes  de  q.  les  intégrations  rela- 
tives à  /;  et  q  seront  indépendantes  l'une  de  l'autre,  puis(jue  les  (juanti- 
tés//  cl//  aurcuil,  ainsi  cjuc  les  quantités  q'  et  q" ,  des  valeurs  absolues  et 
données.  D'où  il  suit  (|u'il  sera  indifférent  dans  ce  cas  de  commencer  par 
l'intégration  relative  ii  p  ou  par  celle  (pii  regarde  q,  el  ([u'il  conviendra 
par  consé(|ucnl  ^\v  commencer  par  celle  des  deux  (|ui  rendra  le  calcul 
plus  facile. 

2"  Lorsque  le  centre  des  rayons  /-est  au  dedans  du  cor|)s,  il  est  visible 
(jue  les  angles /j  et  q  peuvent  recevoir  toutes  les  valeurs  possil)les.  puis- 
que dans  quelque  position  que  le  rayon  r  se  trouve  il  rencontre  toujours 
nécessairement  la  surface  du  corps;  de  plus  il  est  clair  que  le  même 
rayon,  étant  prolongé  de  part  et  d'autre  du  centre,  doit  rencontrer  la 
surface  du  corps  des  deux  cotés;  et  l'on  déterminera  les  deux  valeurs 
de  i\  que  nous  désignerons  par  /'  et  r" ,  par  la  résolulion  de  l'cipialion 
à  la  surface  entre  les  cooidonnées  r,  /;,  q.  Or  il  est  facile  de  conccvoii' 
que,  pour  avoir  dans  ce  cas  l'intégrale  complète  de  Pk,  il  sullira  d'inté- 
grer d'abord  en  faisant  varier  l  seul  et  de  manière  (jue  l'intégrale  soit 
nulle  lorsque  r=^o,  et  de  prendre  la  .somme  des  valeurs  de  l'intégrale 
(|ui  répondent  a  r  =  r'  et  à  /•  =  r";  d'intégrer  ensuite  cette  quantité  en 
faisant  varier  successivement  les  angles/?  et  q,  et  de  prendre  chacune  de 
ces  intégrales  particulières  en  sorte  qu'elle  soit  nulle,  et  complète  lors- 
que/; ou  (/ est  égal  à  180  degrés.  Et  comme  les  intégrations  qui  regar- 
dent les  variables /?  et  q  soni  absolues  et  indépendantes  l'une  de  l'autre. 
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il  csl  visible  qu'il  sera  indifl'érent  de  commencer  par  celle  qu'on  voudra. 
Ou  voit  par  là  qu'il  y  a  une  i^raude  ditl'éreuce  entre  le  cas  où  le  centre 
des  rayons /"est  supposé  au  dehors,  et  celui  où  il  est  au  dedans  du  corps; 
que  ce  dernier  est  sans,  comparaison  plus  facile  à  résoudre  que  l'autre,  et 
(|u'ainsi  il  convient  de  ramener  toujours  la  ([uestion  à  ce  cas,  ce  qui  est 
d'ailleurs  toujours  possible,  })uisque  la  position  du  centre  des  rayons  est. 
arbitraire,  ne  dépendant  que  des  constantes  indéterminées  a,  h,  c. 

H"  Il  y  aurait,  à  la  vérité,  enctu'e  un  cas  qui  paraîtrait  mériter  une  dis- 
cussion particulière,  |)arce  (ju'il  est  couime  intermédiaire  entre  les  deu\ 
précédents,  c'est  celui  où  le  centre  des  rayons  serait  placé  sur  la  surface 
même  du  corps;  mais  on  peut  rapporter  ce  cas  au  précédent  et  le  traiter 
de  méuie,  eu  remarquant  qu'on  aura  une  seule  valeur  de  r,  l'autre  deve- 
naiil  nulle,  et  (|u'ainsi  après  avoir  intégré  en  faisant  variera,  il  n'y  aura 
(|ii';i  prendre  l'intégrale  en  sorte  qu'elle  soit  nulle  lorsque  r=  o,  et  com- 
plète lors(jue  /■  aura  la  valeui'  l'ésultante  de  rc([uatiou  entre  r,  p,  q:  \\ 
i'éeard  des  deux  autres  intégrations,  on  v  observera  les  mêmes  condi- 
lions  que  ci  ilessus. 

Problème  III. 

6.  Déterminer  la  valeur  de  l' attraction  qu'un  corps  dont  la  surface  est 
exprimée  par  une  équation  du  second  degré  exerce  sur  un  point  placé  au 
dedans  du  corps  ou  à  sa  surface,  en  supposant  i attraction  réciproquement 
proportionnelle  aux  carrés  des  distances. 

Conservant  les  dénuminalions  du  Problème  I,  on  aura  R  —  —  i  et  l'élé- 

ment  de  l'attraction  sera  égal  à  —■^   (|ui   étant  décomposé  suivant  les 

directions  des  coordonnées  a\r,  :;  donnera  les  trois  attractions  éieniiMi- 
taires 

[x  —  a)x       [v — h]  y.         z  —  c   y. 


Introduisons  maintenant  à  la  place  des  coordonnées  rectangles  x,  y,  z  le 
rayon  uu^nie  r  avec  les  deux  angles  p  et  r/,  ainsi  (|u"on  l'a  fait  dans  le 
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11"  4,  et  l'on  ani'a 

a  =  r'siii/>  dpilqdr, 
X  —  a^^  rs'mpcosq,     y— b  =  rsmpslnq,     z  —  c  =^icosp, 

et  les  trois  attriictions  élémentaires  dcvicndioiit  (t'Ilos-ci 

sin' p  cosq  dp  dqdr  suivant  a, 
sin' pain q  dp dqdr  suivant  6, 
sin/;  cospdpdqdr    suivant     c. 

.Maintenant,  eommc  le  rayon  est  supposé  mené  du  point  attiré,  il  est  clair 
que  ce  point  sera  ici  le  centre  même  des  rayons;  par  conséquent  il  faudra 
procéder  dans  l'intégration  d'une  manière  ditierente  suivant  que  le  point 
attiré  sera  hors  du  corps  ou  au  dedans.  Dans  le  Prohlènie  présent  nous 
supposons  (jue  ce  point  est  placé  dans  l'intéiicui'  du  (■ni|)s,  ainsi  l'on 
suivra  les  règles  données  ci-dessus  (5,  2"j. 

On  commencera  donc  par  intégrer  |)ar  rapport  à  /-,  et  nommant  /'  et  /•" 
les  deux  valeurs  de  r  qu'on  trouvera  par  la  résolution  de  ré(|uation  ii  la 
surface  donnée,  on  aura  ces  premières  intégrales 

i;-'+  ;•")  s\n'p  cosqdpdq, 
r'  -+-  r"  sin-p  sinqdpdq, 
r'  -t-  r")sinp  cospdpdq. 

Maintenant  on  sait  que  les  surfaces  du  second  ordre  qui  sont  renfermées 
dans  un  espace  tini  peuvent  être  représentées  toutes  par  l'équation 

z'  -+-  mx-  -+-  ny-  =  /r, 

T)i.  n,  k  étant  des  coetricients  quelconques  positifs;  et  il  est  clair,  pai'  la 
nature  de  cette  équation,  que  les  axes  des  trois  coordonnées  rectangles  jc, 
y,  z  seront  tels,  que  les  plans  passant  par  deux  quelconques  d'entre  eux 
partageront  la  surface  en  deux  parties  parfaitement  égales;  de  sorte  (|ue 
ces  axes  seront  en  même  temps  les  axes  de  la  surface,  et  leur  intersection 
commune  en  sera  le  centre.  Qu'on  substitue  donc  dans  cette  équation  a 
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la  place  di-  .t  ,  v'.  r  leurs  valeiifs  en  /■,  p,  y.  savoir  ^4) 

X  ^=  a  +  rsuxp  coscj,     r  == /»  ^  rsin/^  siii  r/,     5  =  c -i- /'fos/>, 
on  aina  {'('(jnatidii 

.'  c  -t-  rcospf-  -+■  in\a  -t-  /'siiiy^  cosç  ■  +  /(  ■  /i  -\-  r^iup  sinq ;'  =  A, 

el  ordonnant  les  teiines  par  rappinl  îi  /•. 

[  cos'p  -+-  ni  siw j)  cos-(y  +  11  sin'-/i  sin'iy    /■-' 

-I-  2  (  c  ros/)  +  nui  s\np  coaij  -t-  nh  sin/<  sin  q   r  -h  i  f-  -^  nui-  -^  /ît-  —  /i 


o, 


(■  est-a-(hre 


a  (c  cos/7  H-  »îa  sin/7  cos(/  -1-  nh  s'mp  s'mq 
cos'p  +  ni  sin^p  co^'q  +  n  sin-/)  sin'7 


c-  +  ma-  +  nh-  —  h 


cos-p  -+-  m  sin-p  c.os^q  -+-  n  s'm'p  sin'q 


o. 


eqnatn)n  dont  les  racines  seruni  /■  et  /■  ;  mais  nous  n  aurons  pas  nieiiie 
besoin  de  la  résoudre  pour  clierclier  ces  racines;  carcoiiinie  il  nous  siillit 
d'avoir  leur  soiuine  /'-)-;■",  ou  la  c(uniailra  iiniuédiatement  par  le  coel- 
iicient  (In  second  terme;  en  S(ule  (pToii  aura 

,        „_       2{c  cosp -\- ma  sin p  cosq -i- nbs'mp  sin  q 
cos^p  -h  m  ninp  cos-q  -^  n  sin-/;  sin'-q 

ainsi .  substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  jirécédentes,  elles  de- 
vieiidr(Uit 

2 1  cosp  -f-  ma  sinp  cosq  +  nb  sinp  sinq  ,  sin^p  cosqdpdq 
cos'p  -+-  m  sin' j)  cos'ç  -+-  n  sin-p  siu'-q 

a  (  cosp  -t-  nui  sinp  cosq  +  nh  sinp  sinq    sin-y>  sinqdpdq 
cos-p  -+-  m  sin'y;  cos'^  +  n  sin-p  sin' 7 

2i  cosy;  +  «îrt  siiiy>  cosq  -+-  nb  sinp  sinq)  sinp  cospdpdq 
cos'p  +  m  sin-p  cos-q  -+-  n  sin  y*  sinVy 

Il  ne  s'agit  (\onc  plus  i\[\v  d'iutegrei'  ces  i'ormules  en  faisant  \aricr  les 
angles yv  el  t/  i  liacun  en  particulier,  et  prenant  cliai|ue  intégrale  en  sorte 
(|u'elle  soit  nulle  lorsque  la  variable  est  nulle,  et  complète  lorsipie  la 
varia])le  est  égale  ii  180  degrés  (5,  2°). 
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Donc,  si  l'on  l'ail.  |iinii'  aliii-i^er, 

(•(is'/>  H    m  s\\\-  j)  cos-<y  -t-  «  siii/'  >iii'fy  ^  N, 

cl    (111(111    SII|(|l()Sf 


.  _    rs'in-pcospcosqdjxhj 

/'sin'y^  cos'qilpclq 

p_    rsiu'p  s\i\q  rosqdjx/q 
C_j  pj  , 

,,        r sin- p  cos p  s\nq dp dq 
^J  N ' 

„_    f  sh\' p  sin  q  cosq  dp  dq 
J  N ' 

Psin^psin'qdpdq 
'"j  N ' 

„  _  r s'in p  vos' p dp dq 
j  N  ' 

„ r  ain-p  cosp  cosqdpdq 

H-J  -^j  , 

p  cosp  sinqdpdq 


1 


__js^ 


N 


ces  iiiU'grales  ('laul  coniplélécs  de  la  manière  qu'on  vicnl  de  le  dire,  on 
aura  les  valeurs  suivantes  des  attractions  clierchées 

allraction  dans  la  direction  de  la  lifiue  «,  —  acA  —  imaB  —  iiibC; 
attraction  dans  la  direction  de  la  lii^ne  h,  —  ic\)  —  2W«E  —  i/.nbF: 
attraction  dans  la  direction  de  la  ligne  c,      —  2cG  —  swatl  —  '>nl)l. 

7.  (loROLLAiRi:  I.  —  Il  est  clair  (|ue  les  valeurs  des  (|uanti(es  A,  15,  (! 

sont  indépendantes  des  (|uanlit(''s  a,  h,  c,  i\m  déterminent  la  position  du 
point  altirt',  ainsi  que  de  la  constante  k  qui  entre  dans  re(iualion  à  la 
surface,  d'où  il  suit  : 

1°  Que  si  l'on,  a  deux  points,  dont  l'un  soit  déterminé  par  les  coordon- 
nées a,  b,  c,  et  l'autre  par  les  coordonnées  la,  )./>.  /r.  proporti(unielles 
III.  Su 
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a  cellos-lii,  1rs  nllractioiis  du  luriiic  ('(U'iis  sur"  le  iiicmicr  point  seront  à 
(•('Iles  sur  le  sc((ui(l  |(oint  coinuic  i  est  ii  À,  puisqu'cn  suljstiluant  j.a,  '/.b, 
'/.!■  il  la  place  de  d,  h.  c  dans  les  l'oruiules  précédentes,  on  ne  fait  autre 
<iiose  (|ue  les  multiplier  par  le  coetïiiient  )..  Or  il  est  t'aeile  de  voir  (|ue 
la  position  des  deux  [)oints  dont  il  s'agit  sera  sur  une  même  ligne  droite 
menée  par  le  centre  de  la  surface  qui  est  l'origine  des  coordonnées  x,  y, 
z,  ainsi  cpu'  des  coordonni'es  «,  It,  c,  et  (jne  la  distance  du  pi'emier  point 
au  centre  sei-a  ii  celle  du  sec(uid  point  ;iu  même  centre  comme  i  est  ii  À. 
D'où  Ton  |)eut  d'abord  conclure  que  les  attrac!i(Uis  sur  deux  [)oints  [)la- 
ces  dans  une  droite  menée  par  le  centre  de  la  sui'l'ace  seront  nécessaire- 
ment proportionnelles  aux  distances  de  ces  points  au  même  centre, 
pourvu  toutefois  (jue  ces  points  ne  soient  pas  placés  hors  de  la  surface, 
i^t  cninme  cette  proposition  esl  vraie  en  particulier  |)ar  rapport  à  l'attrac- 
tion (pie  le  solidi'  exerce  suivant  chacune  des  coordonnées  rectangles  a, 
I),  c,  il  s'ensuit  ipTidle  sera  vraie  aussi  pai'  rapp(ut  ii  l'attiaction  (ju'il 
exerce  suivant  une  diicction  (pu'lcon(jue  donnée. 

2"  Oue  l'altractiiui  sur  un  ()oint  donné  placé  au  dedans  du  corps  ou  ;i 
sa  suiface,  c'est-ii-dire  sui'  un  p(jint  (pielconque  du  corps,  sera  la  même 
tant  que  les  constantes  m  et  n  de  l'équation  à  la  surface  seront  les  mêmes, 
i|uel{pie  valeur  {|u'ou  donne  d'ailleurs  à  la  constante  k;  or  il  est  facile  de 
prouver,  pai'  la  nature  de  ré(|uation 

z-  ■+-  m.i  ■  —  II)-  =--  k, 

(pie  les  constantes  m  et  n  dcteriniiiciil  rcspèce  «le  la  sui'l'ace,  et  la  con- 
stante k  sa  grandeur,  en  sorte  (pie  toutes  les  surfaces  dont  rê(|uation  ne 
(litière  (|ue  par  la  valeur  de  /•  sont  senihlahles  entre  elles,  etsemblable- 
ineiit  situées;  d'oii  il  s'ensuit  que  tous  les  solides  senihlahles.  dont  la 
surface  sera  représentée  par  une  équation  de  la  loi'me 

s-  -:-  mx-  -+-  ny-  =  /< , 

exerceront  nécessaircinenî  la  même  attraction  sur  un  iiiciiie  point  ([U(d- 
coiii|nc  place  où  l'on  voudra  dans  l'intérieur  ou  a  la  snif'ace  de  ces  so- 
lides. |-".l  (le  lii  on  llic  d'aixiid  ce  Théorème  (pie,  si  l'on  n  un  solide  creux 
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dont  les  deux  surfaces,  l' extérieure  et  l'intérieure,  soient  semblables ,  son 
attraction  sur  un  point  quelconque  de  la  surface  intérieure  sera  nulle; 
car  Fattraflioii  du  solide  entier  serait  la  même  que  celle  de  la  partie  ipii 
occupe  la  cavité. 

8.  CoiiOLi. \iRi:  II.  —  (Considérons  mainlenaiit  de  plus  prés  les  valeurs 
des  attractions  suivant  les  lignes  a,  b,  c;  et,  comme  tout  si-  réduit  à 

avoir  les  valeurs  des  (juantités  A,  15.  C vovons  comment  on  |inurra 

les  trouver. 

Pour  l'aciliter  beaucoup  cette  recherdie,  je  commencerai  par  remar- 
quer, en  général,  que  si  l'on  a  nne  l'onction  P  de  sin/>  et  de  cos-/j,  et 
qu'on  demande  la  valeur  de  l'intégrale  de  P  cospdp  prise  en  sorte  (|u'elle 
soit  nulle  lorsque  p  =  o,  et  complète  lors(pu'  p  —-  i8o",  cette  valeur  sera 
nécessairement  nulle;  car  comme 

sin  i8o"  —  [j   ^s\np    ei    cos  i8o"  —  /?■  =  —  cosp. 

il  est  visible  que  les  valeurs  de  Pcosyj  (jui  répondent  à  p  et  à  i8o"  — /> 
seront  égales  et  de  signes  contraires;  d'où  il  s'ensuit  (jue  dans  la  suite 
des  éléments  î*cospdp  qui  répondent  à  toutes  les  valeurs  de  p  depuis 
p=.o  jusqu'à  p  =  1 80°,  les  mêmes  termes  se  trouveront  deux  fois,  mais 
avec  des  signes  dilTérents,  en  sorte  que  la  somme  totale  sera  toujours 
nulle. 

De  là  on  doit  conclure  que  si  P  est  une  fonction  de  sinp,  cos-/j  et  de 
siny,  cos-y,  et  qu'on  demande  l'intégrale  complète  de  Vcospdpdq  ou 
de  Pcosqdpdq  ou  de  Vcof^p  cosqdpdq,  en  faisant  varier  successivement 
les  angles/;  et  q,  depuis  o  jusqu'à  180  degrés,  chacune  de  ces  intégrales 
sera  nulle;  car  on  aura,  en  faisant  d'abord  varier/;. 


!' 


p  cosp  dp  =  o. 
et  faisant  variei'  q,  on  aura  de  même 

V  cosqdfj  =  o; 


f! 


80. 


(V.]G  SUR    L'ATTK  ACTION 

donc,  ftc.  P;ir  le  iiiiivcn  de  ce  Tliéorèinc,  on  iiiii';i  donc  sans  aucun  calcul 

A  =:  o,     C  =  o,     D  =  o,     E  =  o,     H  =  o,     I  zz:  o  ; 

|tar- consé(]uent  les  valeurs  des  tr'nis  attractions  suivant  les  lii;iies  a,  h,  r 
se  réduiront  ;i  C(dles-ci 

—  y.maB,     —  inhT,     —  icij. 

D'où  l'on  voit(|ue  ces  trois  alti'actions  seront  respectivement  [)ro|MMliou- 
nelles  aux  iii;iies  a.  //,  c. 

Or  coHinie  ces  lii^nes  sont  parallèles  aux  trois  axes  du  solide,  il  est 
(  lair  (ju'elles  expriment  en  même  temps  les  distances  du  point  attiré  à 
chacun  des  trois  plans  passant  par  ces  axes.  Donc  l'attraction  d'un  point 
(pielconque  du  solide,  parallèlement  à  chacun  de  ses  trois  axes,  sei'a 
|)roportionnelle  ii  la  dislance  de  ce  point  au  plan  passant  par  les  (h'ux 
autres  axes;  par  conséquent  tous  les  points  du  solide  <jui  seront  ;i  nK'nie 
dislance  de  l'un  ([uelconiiiu-  de  ces  plans,  c'est-à-dire  tous  les  points  pla- 
ces dans  un  plan  |)arallèle  ;i  l'un  (luelconcjiie  d'entre  eux,  seront  adirés 
|»erpen(liculairement  à  ce  même  plan  par  une  force  égale. 

9.   Ojrollaire  111.  —  Si  dans  i'é(]ualion 

z-  ■+-  nix-  -+-  iiy'  :^  /r 

ou  fait  n  =  ni,  idle  devient 

z-  +  m  X-  -i-  y-   =  /r, 

laquelle  l'cprésente  un  sphéroïde  ellipti(jue  formé  par  la  révolution  d'une 
ellipse  dont  ré(|uation  serait 

z-  -+-  mil-  =  Il , 

autour  de  l'axe  des  ahscisses  g;  mais  si  m  n'est  pas  égal  ;i  n,  alors  le 
solide  sera  un  ellipsoïde  dont  toutes  les  coupes  seront  des  ellipses. 
Dans  l'un  et  dans  l'autre  cas  l'attiaction  que  le  solide  exerce  sur  un  (|nel- 
conque  de  ses  points,  parallèlement  à  l'un  de  ses  trois  axes,  sera,  par  les 
Corollaires  précédents,  égale  à  celle  qu'exercerait  sur  le  [toini  du  même 


DES   SIMIKROÏDES   EI.F.l  PTIQL'ES.  ()37 

axc  sur  lequel  loiiilhriiil  une  pcrpendieulaire  menée  du  pniiii  altiie,  un 
elli|)soï(le  seniltlable  et  seuihlahlement  situé,  e'esl-à-dire  ayani  le  iiniiic 
centre  et  les  mêmes  axes,  et  qui  passerait  par  ee  même  point  de  l'axe.  Ht 
cette  attraction  sera  toujours  proportionnelle  à  la  partie  de  Taxe  coni- 
pris<'  entre  ce  point  et  le  centre  du  sphéroïde. 

10.  CoKOLLviuE  IV.  —  Il  ne  s'agit  plus  (]ue  de  déterminer  les  valeurs 
des  quantités  B.  F,  G,  c'est-à-dire  des  intégrales  de  ces  formules 

s'm^ p  cos^ q  flp dfj       sin^p  sin^qdpdq       sinp  cos'pdpdq 

N  '  N  "  '    .  N  ' 

N  étant    G)  égal  à 

cos-p  ~  m  s'uV'p  cos-q  -^  n  sin'/>  sin-ç. 

Four  y  parvenir  il  convient  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que  m  est 
égal  à  n  on  non. 

Supposons  : 

1°  Qu'on  ait  m  =  n,  ce  qui  est  le  cas  d'un  sphéidide  eliipti(|iie  de  ré- 
volution 'numéro  précédent],  on  aura  alors 

N  =  cos-p  -h  m  shV'p, 

en  sorte  que  l'angle  q  disparaîtra  du  dénominateur. 

Qu'on  intègre  donc  en  premier  lieu  suivant  q,  et  l'on  trouvera  (|ue 
l'intégrale  des  trois  formules  précédentes,  prise  en  sorte  (|u'elle  soit  nulle 
lorsque  y  =  o,  et  complète  lorsque  g  =  180",  sera 

sin'prfp  sin' pdp  s'mpcos-pdp 

— ^J-  X  90°,      — ^-^  X  <)o",      —     ^i  -^  '^**"! 

où  l'on  voit  que  les  deux  premières  quantités  sont  les  mêmes,  eu  sdrlc 
qu'on  aura  nécessairement  B  =  F. 

Pour  pouvoir  intégrer  une  seconde  fois  en  faisant  varier  p,  on  sup])ii- 
sera  cosp  =  «,  ce  qui  donne 

N  =^  m  -+-   I  —  m  j  u' 
et 

sln^pdp  (i — H-  du  sinpcos-pdp_  irdu 

ÎS  m-}-  1 1  —  m''U-  N  m  -i-  ii—  m   u- 


Soil  (le  pins 


SUR    L ATTRACTION 


I  —  m  i 

—    -  -  =  o.-      01      a  -  - 


lin  ani'ii 


i-L 


(  I  —  lû  ]du      __  f  ij?  —  t-)dt        \  +  ij?      (Il  lit 


m  -1-  {i  —  m\  II'        mu.''  i  H-  T  )         ma' 


II-  (lu 


fdl 


dl 


dl 


;h -H  (  I — mai-        mu.'ii^-P)        mu?        mjj.'  j -h  P 

Oi- coniinc  (ui  (loil  inlc'girr  ces  ioininlfs  en  sorlf  que  riiilrgralnm  ((un- 
nicncc  l()i'S(|n('  p  -  o  et  linissc  lois(|n('  />  ;  rcSo".  il  t';uulr;i,  ii  cîinsc  de 
(  '-=  ij.u  -—-  ij.vos/),  l';iii'c  CM  sorti'  i|ni'  rluiipir  inlrgralr  soil  nnllr  li)rsi|ur 
/   -  y.,  ri  rouipli'lr  lorsi|nc  /  —     -  iJ.\  c'est  ponnjnoi  rui  aura 

r,  r    (Il 

I  dt  —  t  —  ij.,       j  -        7  =  arc  tang/  —  arc  lanj;  v, 

cl  l'aisanl  cnsnitc  t  -=  —  ij., 

r,  r  ''i 

\  dt  ^=  ~  la,        I ^  —  a  arc  tane a. 

,,.      ,        ,  1-  .      1      siiiV"//' 

Doin'  I  mlcgialc  ciini]ilctc  de  — '—'-  scfa 

2lî  -i-  U.-  ]  2 

— —  arc  lansu :.? 

mu'  m  y- 

cl  celle  lie N^^"  ^^''" 


ilonc  cnlin  on  aura 

B=F  = 


2         2arctang|U- 

m  u-  m  a' 


'-  arc  UuiL'u X  ibo" 

m  y'  my? 


/    I  arclangu.  ,       „,.  „ 

G  — ^'-  1  X  3ho°. 

\  m  [j?  m  u.' 


2"  Soil  //  iliUercnt  de  m.  ce  (|ui  est  le  cas  oh  le  solide  est  nn  cHi|isiudc 
ntt  lontcs  les  cun|)cs  sont  des  tdlipses;  dans  ce  cas  le  dcnouiinalenr  N 


i)i:s  si'iir.iioiDr.s  i-i.mi'TIOi  I■-^'•  <j3') 

conliciidi'a  l'aiiglc  y,  ri  l'on  ne  |)i)iiii;i  ijjiR'rc  exôculor  (|ii'iinc  seule  inté- 
gration, savoir  celle  (jiii  se  fa|i|)(»ile  à  l'aiii'le  p.  l'iiiir  cela  on  reinar- 
(|uern  (iiie,  comme  dans  celle  inlei;rali(ni  l'anj^lc  </  est  suppose  constani, 

...       ,         ,  11       slu^ndn       .     ,       s'inp  COS-p(fp    , 

on  aui'a   poui'  I  inteLrrale  com|)lete  de    — .': —      et  de    — -~v^- — -    n's 

uu'mesexpi('ssions(iue  ci-de.ssus,  en  \  substituant  simplement,  à  la  place 
de  ///,  la  (juanlité  mcos-q  -\-  ns'in'-q,  ou  bien  (en  faisant  /i  ~  m  —  y) 
c(dle-ci,  m  +  v  sin-y.  Dénotant  donc  ces  valeurs  par  Q  et  Q'.  il  n'v  aura 
plus  (ju'ii  iidegrcr  les  dill'éi'cnlielles 

Qcos-V/</r/,     Qsiirry(/(/,     OVAy, 

en  faisant  varier  rj  depuis  f/  -----  <>  jus(|u'à  y  =  i So";  et  l'on  aui'a  les  valein-s 
eliercliées  de  B,  F,  G. 

11.  REMARQUE.  —  M.  Maclaurin,  dans  son  Traite  du  Jht.icl  du  reflux 
de  la  mer,  s'est  contenté  de  clieiclur  l'attraction  d'un  sphéroïde  eHipli(|ue 
sur  un  point  (luelcon(]ue  de  ce  s|dieroide,  et  les  l'ésiiltats  de  sa  Ixdie  mé- 
thode synthétique  s'accordent  iiarlaitemeiit  avec  ceux  (|ue  nous  vencuis 
de  trouver  par  l'Analyse.  IM.  d'Aleniberl  vient  d'étendre  la  solution  de 
M.  Maclaurin  à  des  sphéroïdes  où  toutes  les  coupes  seraient  elliptiijues, 
en  faisant  remarquer  que  les  propositions  (jui  servent  de  hase  à  cette  so- 
lution sont  également  vraies  à  l'égard  de  tous  les  sphéroïdes  elliptiques, 
soit  de  l'évolution  ou  non  :  c'est  ce  (jue  nous  avons  trouvé  directement 
par  notre  Anaivse  dans  les  trois  premiers  Corollaires  du  Prohième  pré- 
cédent. A  l'égard  de  la  valeur  absolue  de  l'attraction  des  sphéroïdes  (|ui 
ne  sont  pas  de  révolution,  M.  d'Alemhcrt  a  essayé  de  la  déterminer  par 
différents  moyens  très-ingénieux,  mais  dont  aucun  ne  lui  a  pleinement 
réussi.  Un  des  plus  simples  pai'ait  être  celui  que  nous  avons  employé 
dans  le  Corollaire  IV,  2";  mais  il  est  facile  de  se  convaincre  que  les  inté- 
grations qui  restent  à  exécuter  pour  avoir  les  valeurs  des  constantes  B, 
F,  G  échappent  à  toutes  les  méthodes  connues  jusqu'à  présent. 

Au  reste,  si  le  sphéroïde  proposé  diflerait  peu  d'un  sphéroïde  de  révo- 
lution, en  sorte  que  v  =  m  —  n  tut  une  quantité  très-petite,  on  pourrait 
déterminer  son  attraction   par  approximation  aussi   exactement  ([u'on 


(i'.O  .  SUK    !; ATTRACTION 

\(Mi(li;iit.   Kn  cncl.  il  n'v  ;inra  (jn'à  subsliliicr  m  -r  «sin-y  au  lien  di'  m 
(huis  les  Milciirs  de 


7  f  I  -t-  tj/  1 

()  =  — ' —  air  lAWi^u. 

m  u?  '  '  m  a- 


ri  (le 


O'  — 


■2  ?.  ai'Ctangy 


'1.'-  (■tant 


■I  (]rvclo|)p('i'  ensuite  ces  (juaulités  suivant  les  puis- 


sances (le  v;  ce  (|ui  clian^cra  la  (juauiiti'  Q  en 


(10       .  I    '/=0 

O  -; — -. —  y  suir/  H —  -; —  v-sin'(/ 
uoi  1  t/nr  ' 


cl  la  (|uantil(''  O'  en 


f/(y 


I  f/H)' 


0'  ^      ,-•-  •>  siii'rt  H —     ,  '    v'sHi'f/  H-  .  . .  ; 

on  niulti|i!ieia  maintenant  la  pi'emif're  de  ces  f|uaiitités  par  co^-r/da  et 
pac  s\n-q(/(j,  cl  la  secdinle  par  (///.   et.   prenant    les  iiit<''gral('s  en  snrte 
(pr(dles  soient  nulles  l(ns(|in'  <-/  -=  o  et  cduijjlètes  lorsque  (/  ^  i8o",  on 
aiii'a  les  valeurs  cheichées  des  (piaulités  1],  V,  G. 
On  aura  donc  de  cette  manière 


\''  "        iS  i/m         r'    ■.',  (//?)-        i2b2.3(//«'         5i2    2.3.4'/'»'  " '/ 

,,       (i^      3-./JQ       lov-  I  r/-Q       35'/     i     r/'Q       126-/       i       ^/'Q  \    „ 

^  •>.  ,S   (//«         T.>     ■?.  (lin-         12b  x.ianr         5i2    2.3.4  "'"  / 

C,       ('()'      ^  l'*^  _!_  ^  1  ^^  _i_  i!!!?  _L 'Z!^   '  35'/       I       (/'Q'  \    ^^,, 

2  f//»  y    2  dm'  32    2.3   f///('  12^  2.3.4  '/'"' 


Pp.onLibiE  IV. 

12.    Les  rncines  c/ioscs  ctaiil  siijiposrcs  t/iie  diiris  U-  l'rohicmc  111.  un  clc- 
itidiidc  l  (iiiractioii  du  sphéroïde  sur  un  point  place  au  dtdiors. 

Ou  aura  dan.s  ce  cas  les  miMiies  formules  difl'érenlielles  que  dans  c<dui 
du  Proi)lème  cité;  toute  la  dilï'érence  consistera  dans  la  manii're  de  com- 
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plc'k'i' cIkhiiic  in t('' Ivraie;  on  suivra  |i(iiir  cela  les  règles  données  dans  le 
n"  5.  i",  cl  il  est  i'acili'  de  voir  (|ii'a|)rès  la  première  intéiiralion  suivant 
la  variabilité  de  r,  on  aura  les  uiènies  formules  (|ue  dans  le  i*rid»l(>me  III, 
mais  avee  eette  dillerence  (|u'au  lieu  de  la  somme  r'-t-  /'des  deux  va- 
leurs de  /•  il  l'audra  melire  leur  dilléicnee  r'  -r".  Ainsi  les  premières 
intégrales  des  trois  attiaelious  suivant  les  (rois  axes  du  spheidide  ser(Uil 

(;•'  —  /•"]  siiiY'  cosqdpdq, 
(r'  —  r" )s\n^p  sin  qdpdq, 
(r'  —  r"  )  si  n  p  cos]>  dp  dij . 

Mainlenanl,  si  l'on  représente  par 

r-+2ro/'-(-p  —  o 

l'ecpiatiou  en  /'  dont  /•'  el  /'    sont  les  racines,  on  aura,  counne  on  sait, 


/■  —  r   =  2  y'ro'—  p. 

Qu'(ui  suppose,  pour  abréger, 

ccosp  -',--  masinpcosq  -h  iih  sinp  sinq  ~-  M, 
cos-p  -t-  m  sin^^  cos-^  +  n  sin''p  sin'ç   ^  N, 

£■'  -t-  ma-  ■+  iih-  —  k  :=  A, 


et  l'on  aura  'Problème  III  ; 
don 


"'-N'      P-N' 


„'      2  y/M'—  AN 

N 

Ainsi  il  n'y  aura  (|u'h  substituer  cette  valeur  dans  les  formules  [)réeé- 
dentes  et  intégrer  ensuite  par  rapport  à  la  variable/»;  pour  compléter  ees 
intégrales  on  fera  /•'  =  /•",  c'est-à-dire  /■'—  r"=  o,  el  l'on  aura 

M'-  AN  =  o, 
III.  8i 


(5i2  SLR   L'ATTRACTION 

('•(jiKitidii  d'où  l'on  tirera  les  deux  valeurs  extrêmes  de  p,  ou  plutôt  de 
s\n/)  ou  de  cos/j,  lesquelles  détermineront  l'étendue  qu'il  faudra  donner 
aux  intégrales  dont  il  s'agit.  On  intégrera  enfin  relativement  à  q,  et  pour 
avoir  les  valeurs  extrêmes  de  q  il  n'y  aura  qu'à  chercher  les  conditions 
qui  donnent  des  racines  égales  à  l'équation 

(irdouuec  relativement  à  sin/j  ou  cosp;  connaissant  ces  valeurs,  on  s'en 
servira  pour  compléter  les  dernières  intégrales. 

13.  CoROLLAir.E  I.  —  Considérons  le  cas  d'un  sphéroïde  de  révolution 

aui|iii'l  nii  a  m  =  n;  on  aui'à  donc 

M  =  c  cosp  —  m  sinp  a  cosq  —  b  s\nq  , 
N  =  cos-p  -^  niiin-p. 

Supposons  de  [dus  (ju'on  cherche  seulenu'nt  l'attraction  du  sphéroïde 
pour  un  point  quelconque  de  son  axe  de  révolution  ;  il  faudra  faire  a  =  o, 
h  =().  et  l'on  aura  simplement 

M  =  ccos/j; 

(l'oii  l'on  voit  que  l'équation 

M=-/;N=o 

ne  renfermera  point  l'angle  q,  et  qu'ainsi  les  intégrations  relatives  à  /; 
et  q  seront  indépendantes  l'une  de  l'autre,  en  sorte  qu'il  sera  libre  de 
commencer  par  celle  des  deux  qu'on  voudra;  de  plus,  l'intégration  rela- 
tive à  q  devra  s'étendre  (5,  x"j  depuis  q  ==  o  jusqu'à  q  =  i8o". 

Faisant  pour  plus  de  simplicité  sinp—u,  on  aura,  à  cause  de  h=^c-^k. 

M-  —  /( N  ^  c-{i  —  a-   —  h  I  —  U-)  —  mh it^ 
=  c'  —  /(  —    c-  —  /(  —  mh  i  u- 
=  li  —  \_k  ~  m  c-  —  /)-)]  M', 
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et  1rs  iidis  ri)ii!iiil('s  ditrcrcnlirllcs  (IcviciiiliiMit 


zJ/f  —  (fr  —  mk  -¥-  me'  )  m'  ,    , 

-  ' — ; — . ■ —  u'cosqdpda, 

I  —  (i—  m)  M»  1    r     1 


■i  V Vf  —  (  /r  —  mk  -+-  me')  m'        .        ,     , 

-î- — ; ^— it'smq  dp  dq , 

i  —  (i—  m)  u'  1    r    ï 


2  \, /.  —  (/( — m/f-T-TOc')«-      ,     , 

Or  coiiinic  rt''(|iiali()n 

Il  —    h  —  mk  -^  me'   «<'=;  o 
iliiiiiif 


V  /■  -  mk  - 


me' 

il  s'fiisiiil  (|ue  les  intégrations  relatives  à  l'angle/;  dcvidiit  s'élciidic  d 
puis  p  =^  y.  juscju'à  />=  —  «.  on  prenant 


arc  s 


"V^^^ 


D'où  il  l'sl   i'a<ilr  de  coui-liii-e  d'ahord  ciue   l'iiitéf^ral''  iumpli'lc  de   la 

quantité 

v'^  —  (k  —  mk  -¥-  me-)  u-     ,  , 

i ! —  u'dp 

I  —  !  I  —  m)ii'  ' 

sera  nulle:  car  si  l'on  dénote  par  A  l'intégrale  de  cette  quantité  prise 
depuis />  =  o  jus(ju'à/>  =  5;,  il  est  clair  que  l'intégrale  de  la  même  quan- 
tité depuis  p  —  o  jusqu'il  jo  =  —  k  sera  égale  à  —  A,  puisque  ir  —  sin-/j 
conserve  la  même  valeur  en  prenant  p  négatif;  or  il  est  visilde  que  l'in- 
tégrale depuis  p  ~  X  jusqu'à  /j  =  —  a  n'est  autre  chose  que  la  somme 
des  deux  précédentes,  c'est-à-dire  A  —  A  =^  o. 

Donc  l'intégrale  de  chacune  des  deux  premières  formules  diiféren- 
tielles  sera  nulle;  par  conséquent  l'attraction  perpendiculaire  à  l'axe  de 
révolution  dans  lequel  est  prise  l'ordonnée  c  sera  nulle;  ce  qui  est  d'ail- 
leurs évident  de  soi-même. 

(*)  1*  facteur  2.  qui  figure  dans  ces  formules  et  dans  celles  qui  en  résultent  par  l'intégra- 
tion,  est  omis  dans  le  texte  primitif;  nous  avons  cru  devoir  le  rétablir  ici. 

•  [IVnte  (If  l'Éditeur.) 

81. 
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Il  iir  reste  donc  (in'ii  cliercher  l'inlégrale  de  la  troisième  foriiuile  dil'- 
tV'ifntielle,  et  euiiinie  on  peut  intégrer  d'abord  suivant  q,  on  aura,  en 
exécutant  cette  inté;;ration ,  et  complétant  l'intégrale  en  sorte  qu'elle 
commeiK-e  au  point  où  y  --  o  et  qu'elle  finisse  à  celui  où  y  =  180",  on 
auia,  dis-je,  la  i'ormule 


a  v'/r  —  (/r  —  mk  -h  me'')  u'  udu 


I  —  ^i  —  m)  u- 
Ainsi  il  ne  s'agira  plus  que  d'intégrei'  la  (piantité 


X  180" 


2 \Jk  —  [h  —  mil  -+-  me-  i  li-  udu 

i  —  î  I  —  m  )  u- 


el  |Hiiir  cela  on  fera 


\lk  —  { l(  —  mli  -+-  me')  ^<-  =  /, 

/,■  -  r- 


ce  (|ui  (loiHie 

k  —  mk  -I-  me' 
moyennant  (pioi  la  ditrérentielle  proposée  se  transforme  en  celle-ci 


me 


■y.fdt 


me'  +  (  I  —  m\  f 


dt- 


(l(»nt  rii]léi;ralc  est  évidemment 


/    me'  t 

t  —  \j '<  arc  taiiff 

V    I  —  /« 


\J~J' 


pourcomplétercette  intégrale  il  faut  se  ressouvenir  (prelle  doit  s'eleiidre 
de|)uis  /;  =  (Z  jusiju'à  /?  =  —  c<;  et  pour  éviter  toute  erreur  il  conviendra 
de  clii-rcliei' il  pari  les  deux  portions  (pii  s'étendent,  l'uiu'  depuis /;  =  o 
ius(|u';i  /;  "  y  el  ([ue  n(Uis  dénoterons  par  A,  l'autre  depuis  p  -  o  jus- 
(pi'ii  p  ^^  -^  c/.  el  (jue  nous  dénoterons  par  15;  el  la  sounne  Ah-  B  sera 
l'inlégrale  complète  cherchée.  Or  en   faisant /;  =  o  on  a  u  —  n,  dcuic 
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/"  y/-;  |)ai' (•()iis('(|iiciil  hi  coiistaiilc  il  Jijdulcr  ;i  l'iiilogralo  ti-ilcssiis  scrii 

X  arc  lang  — -' ^  • 


I  —  ni 


('"■-\/t^ 


\/t 


me 


m/ 


laisiiiil  ciisiiilc  />       9.  011  niiia  /  -  -  o,  cl  faisant  p  =  —  oc  on  aura  de  iiirinc 
/— .  o;  d'oii  il  siiil  (|ii'(tii  aura 


A  =  B  =  -^-  /  ,1  -  y/y^    X  arc  tans  -/^' 


—  /'M  V    I  —  '« 


V  I  —  m/ 


(loue  riiit('i;ralc  (licrclK'c  sera  cgalc  ii  2  A  ;  et,  iiiulli|iliaii(  par  i  «So  ilcorés, 
1111  aura  cnliii  la  (|iiaiilil('' 


2       /  -T       .   /  me'  Jh 

/  me"- 


(V  A  —  \/  ~^^ —  X  arc  taiiff  — ,"  "        \  x  36o" 


pour  la  valeur  de  raltiaclioii  du  s[du'roid('  sur  un  point  de  l'axe  placé  ii 
la  distance  c  du  centre. 

(le  Prol)lèine  a  aussi  été  rés(du  synlliéliijucment  par  M.  Mai  lauriii  dans 
siui  Traité  (les  Fluxions,  et  nos  solutions  s'accordent  dans  les  r(''snltals. 

14.  CoROLL/ViRE  II.  —  Si  l'on  voulait  résoudre  la  (|uestioii  àw  (itu'ol- 
laire  précédent  sans  supposer  m  =  n,  c'esl-a-dirc  en  regardant  le  splié- 
roide  coinine  simplcuient  (dli[)ti(|ue  sans  (pi'il  soit  de  révolution,  la 
(|naiitité  N  serait  (en  faisant  toujours  sin/>  =  u) 

I  —  u'-^  {m  cos-q  -+-  n  s\i\-<]   ii-, 

an  lieu  d'être  siiupieuient 

1^11--+-  mn'  •. 

eu  sorte  que  pour  appli(|ucr  les  formules  ditTéren  tic  lies  du  n"  13  au  cas 

présent  il  suffirait  d'y  mettre  partout  m  cos-*/  -h  n  sinV/  i»  la  place  de  /n. 

De  là  on  [)eul  d'abord  conclure  (|ue  les  intégrales  relalivi's  à  p  sciftnl  les 


(îie 
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m('llI^^  (|ii('  ci-dcssiis,  en  y  cliiiiigcaiit  sotilcmcnt  m  cil  r/nns-c/  -f  /is]irrj. 
Doue  les  iiilri^i";ilcs  des  deux  preiiiièrcs  formules  seronl  missi  nulles,  et 
celle  de  hi  ti'eisii'iiie  sera  représentée  par  la  (piaiililc 


4  </o     /    T  I  '»<■'' 

-  -  /  \  /'  —  \    ><  arc  lai 

I  —  /»  \    i  —  m 


V    I  —  m  / 


la(|iielle  devra  Aiwu-  ciicdiv  être  int(''i;r(''i'  rclaliveiiieiit  ii  y,  apri'S  \  avdir 
siilisliiiK'  parldul  m  cos'-fj  -h  n  siirc/  ;i  la  place  de  //t.  Or  comine  les  deux 
valeurs  extrêmes  de  />  sont  f  13j  /*  =  !Z  et  p  --  —  a,  il  est  visilile  (pi'elles 
ne  peuvent  devenir  égales  (pren  faisant  y  =  o,  et  |)ar  eoiisiMpienl 


-,--     -, =  o     et     /(  —  mil  -•-  mc-r  ;  x  , 

A  —  iiili  +  nie- 


ce  (pii  ne  se  pent;  ainsi,  ne  pouvant  tirer  île  cette  condition  les  valenrs 
de  (/  nécessaires  pour  compléter  rintegrale  de  la  ipiantilé  précédente, 
on  pi-endra  cette  intégrale  en  sorte  (|ir(dle  cmninence  où  c/  ^^  o  et  (pTclle 
linisse  on  </ i  =  iSo":  mais  l'intégration  de  la  dillérentielle  dont  il  s'agit 
elanl  Iri's-dillicile,  si  même  elle  n'est  pas  impossible,  nous  ne  nous  y  ar- 
releions  pas;  outre  que  cette  matière  n'est  pas  proprement  de  roiijel 
ainpiel  ce  Mémoire  ('tait  destiné,  (die  a  d'ailleurs  été  déjà  savainuient  di.-N- 
eutee  dans  le  sixième  volume  des  Opuscules  de  M.  d'Alemlieit,  aïKjuel  il 
nous  sullira  par  consécpient  de  renvoyer. 

15.  Reviarque.  —  On  trouverait  des  difTicnllés  hcaucoiip  plus  grandes 
si  l'on  vtmiait  déterminer  par  les  formules  du  l'iobli'ine  jirecedent  l'al- 
traclion  du  spliéioide  sur  un  point  placé  hors  <le  l'axe;  car  alors  les  (pian- 
tiles  (/,  h  n'étant  point  nulles,  les  expressions  des  attractions  dilféreii- 
tielles  seiiéuMit  troj)  conipruiuées  pour  (pi'oii  put  les  traiter  par  le.s 
méthodes  connues.  On  peut  cependant  ramener  en  (pu'hpie  manii're  lou> 
les  cas  à  celui  on  le  point  attire  est  placé  dans  le  prohuigeinent  de  l'axe 
des  co(M(lonnees  ;,  en  changeant  la  position  des  coordonnées  rectan- 
gles x,  v,  ;■  di'  manière  ipie  l'axi'  des  r  passe  par  le  point  attii'e;  car 
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alors  on  iuii"!  ('{paiement  o  =  o  et />  =  o;  ce  i|iii  |iuinr;i  iiciit-i'lrc  t'acililcr 
les  iiité^ralioiis  relatives  aux  angles /j  et  (]. 

Pour  l'aire  eelle  transformation  des  eoordonnées  de  la  manière  la  plus 
générale,  ou  leuiarquera  (|ue  nommant  x' , y' ,  z'  les  nouvelles  eoordon- 
nées reelangles,  (|u'on  suppose  avoir  la  même  origine  (|ue  les  coordon- 
nées a",  y,  ::,  les  valeurs  de  celles-ci  en  celles-là  seront  exprimées  de 
cette  manii're 

y  =  /.'a.-'  -t-  y.' y'  -h  V z' , 
_  z  :=  Yx'  -T-  i;.'' y'  +  v" z' , 

les  coeiricients  À,  'j.,  v,  À',...  dépendant  unicjuenieiil  de  la  position  des 
eoordonnées  x' , y' ,  z'  rehuiveiueul  ii  celle  des  coordonnées  x,  v,  z.   ■ 

Or  comme  on  suppose  que  les  coordonnées  a?',  y',  z'  se  rapporieni  mux 
mêmes  points  que  les  coordonnées  x,  y,  z,  on  aura  nécessairement 

x'-  -+-  y'-  ^  z'"  =  x-  ^  y-  -h  z=  =  /■'; 

donc  il  faudra  ([u'on  ait 

(X-  -1-  X'^  -I-  A"')  x'-  +  I  a-  -t-  a''  -h  ^"'')y"'-  +  l  y'  +  v'-  +  v'  -)  z'- 

-+■  2  (  lix  -^  /.'  u.'  -:-  l"ij."  x'y' -I-  2  :  >.v  +  /' v'  -t-  ï/'v" )x'z'-i-2  y.-j  -^  y.'  v'  -f-  u"i/")_^-' z' 

équation  qui  doit  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de  x' ,  y' ,  z  \ 
c'est  pourquoi  il  faudra  qu'on  ait,  en  particulier,  les  conditions  suivantes 

't?-  -+•  À'^  -4-  ?/'■'  =  I ,  y}  +  y:-  -H  y!""  —  i ,       v'-'  -^  y" -h  y"'  =  i , 

\y.  -+-  l' y.'  -i-  '/."y."  =  o,     Àv  ^-  /.'v'  -+-  î"v"  -—  o,      av  -i-  y.'v'  -^  y/'v"  =^  o, 

qui  serviront  à  déterminer  six  des  neuf  quantités  À,  a.,  v,  À  ,  a', 

Maintenant,  comme  a,  h,  c  sont  les  coordonnées  (|ui  déterminent  la 
position  du  point  attiré,  relativement  aux  axes  des  piemières  coordon- 
nées x,y,  z,  si  l'on  nomme  de  même  ci,  h  ,  c'  les  coordonnées  qui  déter- 
mineront la  position  du  même  point  rrdativement  aux  axes  des  nouvelles 
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coordonnées  x' ,  y',  z',  on  ;inra  pareillement 

a  ^  la'  -h  y. b'  -f-  V c', 
b  =  '/.'a'  -+-  a'b'  H-  y'c', 
c='/."a'+u."b'-i--j"c'; 

et  tes  équations  serviront  à  déterminer  les  trois  restantes  des  neuf  (juaii- 
tités  À,  a, — 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  «'  =  o  et  è'=  o,  pour  que  le  point 
attiré  se  trouve  dans  l'axe  niéuie  des  coordonnées  c';  et  l'on  aura 


rt  =  V  c  , 


y  c  ,    c  =z  y  c  . 


d'où  l'on  tire 


V  =   —  )        V 


c 

c' 


Knsuite  on  déterminera  les  autres  quantités  /.,  À',  /.' ,  [j.,  p.',  a'  par  les  six 
équations  ci-dessus. 

On  substituera  donc  à  la  place  de  x,  y,  z  les  expressions  ci-dessus  dan^ 

re(|llaliiill 

z-  -^  mx-  -r  ny-  =  /r  ; 

ensuite  il  faudra  mettre  ^6  à  la  place  des  nouvelles  coordonnées  .r',  y' , 
z'  les  (|u;iutités  rsinjocosy.  r^mpAwq,  c'^-rcos/?:  et  l'on  arira  l'éipia- 
lion 

ini'i.r  sinpcosq  -T-  w.  ;siii/i  siuç  —  v  ic'  -^  rcosp)]^\ 
-r-  n \)!r  sin/j  cosq  -;-  a'r  smp  sin q  -   v'  \c'  —  r  cosp  ]-  >  =  h, 
-r-     [}."rsin/j  cosq  -;-  y.'  rs'inp  siny  —  ■>'  i  c'  --  rcosp  ?  ] 


hupudle,  étant  ordonnée  par  rapport  à  /■,  deviendra 

m   '/.  smp  cosq  --  y.  s\np  sinq  -,-  y  cos^  - 

—  n  ['/.'  sinp  cosq  —  y.'  smp  s'mq  --  y  cosp  - 
_  -^     !  À"  smp  cosq  -'-  y."s'mp  sinq  —  y"  cosp  - 

iny   1  sinp  cosq  -^  u.  smp  sinq  -f-  v  cosp 

—  ny'  '/.'  smp  cosq  —  y'  smp  s'mq  -r-  y'  cosp 

—  y"  i  '/."smp  cosq  -^  y."  sinp  sin  q  —  y"  cosp 
~    m  y-  -~  n  y'-  -^  y"-\  c''  —  />  =  o. 


] 
] 


f.c  r 
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Donc  l'aisaiil 

■  m  (1  sin/j  cosq  -(-  a  sin/^  siii  </  -t-  v  coup  ' 


N 


[/n(Àsin/j  cosg  -(-  a  sin/^  siik/  -t-  v  cos/?  '  ~| 

-t-  71  (  1'  s'inp  cos^  -+-  '/'  sin/j  sin </  -f-  v'  coup  f   1  ' 
-F     Çk" s\np  Qosq  -i- y."siny;  siii(/  -t- v"  ros/7 /' J 
[I  «/  >,y  -f-  H  /,'v'  +  /.'v"  ^  sin/>  cosiy  "i 

-I-  {niy.'j  +  iifji'v'  -h  [J."v"  )  sin/*  >irw/    I 
+  («Jv'  -i-  /!v"-f  v"=,i  cos/>  J 


I  m  }.)/  -f-  H  /,'v'  +  /.'v"  ;  sin/>  cosiy 
M=|        -\- {my.'j  +  n  fji'v' -h  [J."v"  )  s\]\p  >\iï(i    \  '<  c' , 

-+-  («JV'  -i-  /!v"-f  v"v,i  cos/>. 
A  =  (  inv^  4  «v'=  +  v"-  c'^  —  /.■  -^^  «■'  +  m//'  -f  iiv'  —  /.  ; 


(III  iiiii':i 

Nr'+ aM/-  + /(  =  o; 

d'oii  l'on  lire  i:i  (lillV'iciicc  des  raciiu's 


'    -' N ' 

valeur  qu'il  faudra  sul)stituor  dans  les  formules  din'érenlieiles  du  Pni- 
l)lènie  lY,  après  quoi  on  intéi,n'ora  relativement  à  p  et  à  q,  en  ohseivaiil 
les  règles  données  dans  ee  Problème.  Mais  comme  les  valeurs  ci-dessus 
de  M  et  de  N  sont  presque  encore  plus  compliquées  que  celles  du  n"  12, 
il  s'ensuit  que  la  méthode  précédente  ne  saurait  être  d'une  grande  ulilile 
dans  la  solution  du  Problème  diuit  il  s'agit. 


EXTRAITS   DE   DEUX   LETTRES   DE   D ALEMRERT   A   LAGRANGE. 

{ Nui{{>ciiu.v  Méinnircs  de  V Acadcinic  royale  des  Sciences  et  Belles- Lettres 
de  Berlin,  année  I774-) 


LETTRE  I)C  l5  SEPTEMBRE  IjyS. 

La  lecture  de  votre  e\cellent  Mémoire  sur  l'attraction  des  spliéroïdes  ellipliciues.  inséré  dans 
le  volume  de  lyyS ,  m'a  fait  revenir  un  moment  sur  ce  que  j'avais  donné  dans  le  sixième  vo- 
lume de  mes  Opuscules,  relativement  à  cette  matière,  et  j'ai  trouvé  que  le  Théorème  de 
M.  Maclaurin,  sur  lequel  j'avais  formé  quelques  doutes,  pages  242  et  243,  Art.  54,  et  (pi'il  a 

III.  82 
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t'iioncé  sans  démonsl  ration,  est  en  effet  très-vrai.  Pour  le  faire  voir.  j('  reprends  ItMniation  i 
la  page  aSG  de  mon  sixième  volume 

I  -^  sin-  Z —  I  -H  sm'  /  — 7^-  - 

a  .V 

v\  I  ajdule  au  premier  membre  //■'  —  <■,  et  au  .second  B-  — C\  (]ui  lui  esl  éi:al  par  lliypotliès 

ce  (pii  ddiuie 

sin^Z 


I  -H  sin"Z -, — 


rn  raison  constante  avec 

sin'^Z' 


sin'Z  - 


y 

De  même  ajoulant  au  premier  memijre  ir  -  <■-,  et  au  second  .V- —  C%  ipii  lui  est  égal  (  hypo- 
thèse), et  mettant  au  numérateur  i  —  cos'Z  pour  sin-Z.  el  i  —  eos'Z'  pour  sin-Z'.  on  verra 
facilement  que 

eos=Z 


sera  eu  raison  constante  a\ee 


d  où  Ion  tire  aisément   le  reste  de  la  démonstration,  par  la   même  méthode  qu<>  dans  les 
pages  vi'5(i  el  237. 
Il  fani  encore  renKiri|uer.  pour  la  lin  de  la  page  i^i.  Art.  'S.),  (pn'  lYMpiation 

C^  'V 


I   -H 

sin- 2 
cp.s= 

,1'^ 

— 

rt- 

1 

H' 

I  +sin'Z' 

B' 

T' 

A^ 

B'^         ,î^  —  r^  -t-  h" 

lia  lieu  dans  la  supposition  dont  il  s  agit,  ipi  en  faisant  n  ---  ('..  parce  que  C"  —  B"  est  supposé 
('gai  il  r- —  //'';  et  qu'ainsi  il  ne  se  trouxc  point,  dans  celle  é(piation 

("  —  B'=  =:.  c-  -  y\ 

de  ipiantité  'î  qui  soit  différente  de  C. 

Comme  il  me  semble  que  vous  n'avez  pas  traité  dans  \oli'e  cxcelleni  .Mémoire  le  cas  du 
Théorème  dont  il  s'agit,  j'ai  cru  cette  remarque  digne  de  \oiis  être  communiquée. 


LKTTRK    m:    1)    DKCKMHK    l"?). 


.le  suis  bien  aise  (pie  vous  ayez  trouvé  |iar  \otre  théorie,  comme  \ous  me  laites  l'iioimeur 
de  me  le  mander,  une  démonstration  analytique  du  Théorème  de  .Maclaurin,  dont  je  vous  en- 
voyai il  \  a  deux  mois  la  démonstration  synthétique.  C'est  aussi  par  une  voie  analytique,  dont 
le  détail  aurait  été  trop  long  dans  une  lellre.  ipie  ja\ais  lrou\é  la  déiuonslralion  de  ce  Théo- 
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l'ùmi'.  .If  iiic  ((inli'nlciai  ili'  \  uns  dur  iii  en  |icii  ilc  iiicits,  (|in',  si,  on  suivant  les  dénominalion;* 
des  pages  a3i  l'I  suixanlcs  du  sixième  \ohiiiie  de  mes  0//iimi//c\,  (in  siiiipose  que   — ^^ —  ou 

—5  soit  le  niOiue  dans  les  deu\  spliéiuïdes,  el  iriidn  lasso 

je  tniu\  e  i|uo  les  attraclions  des  deux  sphéroïdes  seront  entre  elles  en  raison  donnée  el  coniuie. 
si  la  quantité 

fin  I 


/>'- 


est  la  même  dans  les  deux  sphéroïdes,  eï'st-à-dire  si  — ^ —  est  conslani  dans  ces  deux  splié- 
roules,  ainsi  (lue  — p-= r-^i —  Or  il  est  laeile  de  tirer  de  eetle  doulile  eondition  lé<|uation 

y-  .^  B'  —  h"  -+-  a-     ou      A'  —  W-  --^  a-  —  W. 

11  nie  semble  encore  que,  pour  trouver  dans  votre  théorie  l'attraction  d'un  sphéroïde  de 
révolution  en  un  point  quelconque  de  l'équateur,  dont  je  suppose  le.  plan  parallèle  à  celui  des  .r 
et  des.v  (ce  qui  donne,  non  plus  m  —  «,  mais  «  =  i,  el  n  éiial  à  tout  ce  qu'on  voudra"),  il 
est  nécessaire  de  changer  les  dénominations  de  c,  x  et  v.  et  qu'il  faut  supjioser 

y  =  /-sin/^.     -r  =  /•  eosy^  sin  y,     c  ~  r  —  /'cosy*  eosiy, 

r  étant  l'axe  parallèle  aux  z.  h  é.i;al  à  r  l'axe  parallèle  aux  .r,  et  «  1  axe  parallèle  aux  1 .  sui\ant 
les  dénominations  ipie  j'ai  données  à  ces  axes  dans  le  sixième  volume  de  mes  ()piis(ii/e\.  Par 
cette  transformation  l'attraction  du  sphéro'i'de  à  l'équateur  se  trouvera  aussi  facilement  ([ue 
l'attraction  au  pôle;  et  vous  pouvez  remarquer  que  cette  transformation  est  analoijue  à  la  so- 
lution de  M.  Maclaurin,  qui  consiste  à  chercher  l'attraction  des  coupes  elliplhiues  et  sembla- 
hles,  peri)endiculaires  au  plan  de  l'équateur.  et  ayant  toutes  une  même  commune  section. 


ADDITION  AL  MÉMOIRE  PRÉCÉDENT  (*). 

{]Soiii'caii.r  Mcinoires  de  r.lcmhhiiir  nnnle  des  Sciences  rt  Belles-Lettres 
de  lieiUn ,  année  1775.) 


Les  remarques  contenues  dans  la  lettre  de  M.  d'Alenibert,  dont  j'ai  eu 
l'honneur  de  faire  part  à  l'Académie  il  y  a  huit  jours,  m'ont  donné  dcca- 

(*)  Lu  le  9  novembre  1775. 


(io>  SUR    L'ATTRACTION 

sidii  (le  clici'clici-  si  le  Tli('ori'me  de  M.  Maclaur'm  (■(Hicfriiaiil  raltiaclimi 
iriiii  ('Hi|isiii(|('  siii-  un  poinl  ([ii('l('(m(|m'  placé  dans  le  pr(d(>iii;('ni('nl  de 
l'un  de  SCS  trois  axes  ne  poni'rail  pas  se  déduire  des  Inrnnilcs  (pu'  j'ai 
dénuées  dans  ce  Ménniire;  cl  je  crois  (pu'  les  Analystes  verront  avec  plai- 
sir avec  c(unijien  de  facilite  on  peut  parveiiii'  par  ces  t'onnules  à  la  di'- 
nionslialion  du  Théorème  dont  il  s'ai;il. 

I.    Sdil  un  sphéroïde  (dli[ili(pie  i'epr('senlé  par  re(juation 

z'  -\-  iiix-  -+-  II}-  =  /l  , 

nous  avons  trouvé  dans  le  n"  14  du  Mémoire  cité  (|ue  l'attraction  de  ce 
sphéroïde  sur  un  point  placé  hoi's  de  lui,  dans  le  |)roiongement  de  l'axe 
des  coordonnées  z  (cjui  est  en  même  temps  un  des  axes  du  sphéroïde),  et 
;i  la  dislance  c  du  (  entre,  est  exprimée  par  l'intéi^rale  de  la  IV)rniule 


i  —  m  [  V    I 


me-  J/i- 
X  arc  tane L= 


/    me' 


en  supposant  qu'on  mette  dans  celte  l'ormule  m  cos-(/  -i- // sinv/  à  la 
place  de  /n,  et  (prensuile  on  |>reiun'  l'inh'grale  depuis  fj  =  d  jus(iu';'i 
(/  =  i<S(>":  cl  coninie  les  valeurs  de  siu'cy  et  cos-(yf  reviennent  les  mêmes 
dans  le  second  (|uar  t  de  l'crcle,  on  pourra  se  contenter  de  prendre  l'inle- 
grale  depuis  cj  =  <>  jus»|u'ii  q  =  ()<)",  et  de  la  (huihlcr. 

Donc,  si  l'on  l'ait  pour  plus  de  simplicité  ^^  =  o-,  et  (|u'on  eci'ive  ni  ii 

la  place  de  /??  en  sorte  (|ir(Ui  ait  m' :=  m  cos'-q -{- n  s'\n'-q,  raltraclion 
dont  il  s'agit  sei'a  exprimi'c  par  l'inli'grale  [irise  depuis  q  --  o  juscpi'ii 
(/  =  ç)(>"  de  la  l'ofuiule 


.«r/(/  V  /, 


Vn^, 


Or 


ildIJC 
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1  -r  cosaa          .              I  —  cosao 
cos-q  = ?,      siii-rt         -: 


m-\-  n+  {m  —  «)C0S2(/ 


IJo-î 


Soit  iiiiiiiitciMiil 


on  ;iiiri) 


(UUIC 


\ai\^q  =  l, 


C0S2fl=  -)      dq  ^= : 


m -+- ni  (i  H- <'i -f- f  w  —  ni  ,1  — /- :       ni-^iil 

m  = — 


2(1-4-/=) 

,       I  —  m  -h    i  —  n)  P 

i-f-  /' 

m  -t-  nl- 


I  -+-  r- 


m 


«ir' 


fl  la  tlitlt'rt'ntiellt'  précédente  deviendra  par  ces  sulistitiitinns 


Sdt^/f 


m  -i-   t  —  n  t- 


m  +  nt- 


-^  X  arc  tan  g 


V^, 


nr         j 
i—ni-J 


cl  comme  q  =  o  donne  /  =;  o,  et  q  =  90"  donne  t  =  x  .  \\  s'ensuit  (|ue 
pour  avoir  l'attraction  entière  il  faudra  prendre  l'intéiiialc  de  cette 
i|nanti((''  depuis  /  =  o  jusqu'à  /  =  x  . 

2.  Un  voit  par  re(inalion  générale  du  sphéroïde.  Ia(|uellc  donne  ;-  =  X- 
lorsque  o?  et  y  sont  nuls,  que  \ /■  est  le  derni-axe,  en  sorte  (pie,  taisant 
c=  ^^,  le  point  attiré  toinl)e  sur  la  surface;  or  dans  ce  cas  on  a  è'  =  i , 
ce  (pii  simplifie  un  peu  la  formule  précédente.  Mais  je  vais  faire  voir 
i|ue  (|uelle  que  soit  la  valeur  de  g,  on  peut  toujours  ramener  la  formule 
à  la  même  forme  que  dans  le  cas  de  ^'  =  i  • 


6o4  SUR   L'ATTRACTION 

l'dlii  cchi  je  sii|i|Mis(' 

m  -'r-  ni'  ,  o.  +  V  Ô- 

i  —  m  -r  [i  —  n)  t'       °    I  —  j7.  +  ( I  —  V  ,1 Ô' 

v.  cl  V  l'Iniil  (les  cociricicnts  in(lét('i'min(''.s  et  ^  \\\w  nouvelle  variable;  et 
je  lire  de  lii 

g- (i  —  m  ]  u.  —  m(i  —  f/.)  +  [§•'!  I  —  w)v  —  m  (i  —  v)]  9' 

^     k(i  — /j.  1  —  g-^d  —  n)f/.  H- [7i(i  —  v)  —  g-Mi  —  «)v]9-    ^ 


je  Mi|i|)ose  iiiaiiileiiaiil 


g- i  I  —  m )  u  —  ni   i  —  fj. ,  =■-:  o,     /i  (  I  —  V )  —  g-M, I  —  /J )  V  =  o. 


ce  ({111  nie  donne 


I  aurai  ainsi 


m 


m  -h  [i  —  m  )g'  n  -h  [i  —  ni . 


g'^  (  I  —  m  )  V  —  /»  (  I  —  i/] 


B\ 


/«  (  I  —  f/.  )  —  g-  (  I  —  «  )  u. 

savoir,  en  suhslilnaiil  les  valeurs  préeédentes  de  [j.  e(  v, 


gH'-«)  +  «     ' 


•t  d( 


/  = 


V  g"'  1  '  —  ")  +  "  ' 


(le  [dus,  a  cause  de  /- 


"'  V  , ., 


np. 


6-,  on  aura 


i  —  m  -i-  (1  —  n)t-=z ^ — "^ ^ '- : 

71  u  ' 

mais  h's  deux  é(|uali(iiis  ci-dessus  (Idiiiieiil 


mil  —  [j.]                             n(i  —  v\ 
[i-m)ij.=--  ^j^^~,     (,-n)v= -—  -, 
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iiiiiir  on  :iui';i 

Kîiisaiil  (loue  ces  siilislitutions  diins  hi  loriiiulc  <litr('r<'iilicllc  du  iiiiiiifid 
|)rc((''(li'nl  l'I  Mi|)j)(is;iiil,  pour  ;il)i'(''g('r. 


[g-'  (i  -  m)  +  m][g'(i-  n)  -+-  n] 


'Il 


elle  (lc\  IciHlfii 


sde^x 


I-  ij.-h(u—v) 


\/ ' ■ -^  X  arc  Ml 


V  I  —  w  -f-  (  I  —  V   0'_ 


cl  comuK'  0  est  ('gai  à  zri'o  l()is(|ur  /  -  -  o,  ot  ('liai  ii  :c  loi'S(|U('  /  ^  ce  ,  il 
s'ensuit  qu'il  faudra  preiidic  aussi  l'intriii-ale  de  («itc  toiiiiulc  dc|inis 
5  =  o  jusqu'à  5  =  2c  . 

3.  Otlc  transformée  en  5  est,  eomiuf  on  voil.  culiiTcnicnl  sciuldable 
il  la  formule  ci-dessus  en  /  dans  le  cas  de  i;  =  i  •  It's  (|uanlités  a,  v.  /  ré- 
pondant aux  {|uantités  m,  n,  k;  diuic  puisque  les  deux  valeurs  cxlrcines 
des  variables  l  et  0  doivent  être  les  mêmes,  il  s'ensuit  que  l'intégrale  de 
la  dilférentielle  en  t  du  n"  1,  quelle  (jue  soit  la  valeur  de  g,  sera  expri- 
mée par  une  fonction  de  a,  v,  /  semlilal)le  à  la  fonction  de  m,  n,  k  pai' 
laquelle  sera  exprimée  la  même  intégrale  dans  le  cas  de  ^'  =  i  • 

Donc  l'attraction  du  sphéroïde  représenté  par  l'étiuation 

sur  un  pofnt  placé  hors  de  lui  dans  l'axe  des  ;  à  la  distance  c  du  centre 
sera  égale  ;i  ratiraclion  du  sphéronde  représente  par  ré(]uatiiin 

z-^  y.x-  +  v_r'=  x 

sur  un  point  de  sa  suilace  dans  le  inéuie  axe  des  c. 

4.  Les  trois  demi-axes  du  sphéroïde  lepréseiilé  par  ré(|ualii)ii 

z-  +  mx-  -+-  ny-  =  h, 


<)oG  SUR   L'ATTRACTION 

;iii.\.()iicls  le.s  toordoiHiéfS  x,  y,  z  sont  supposées  parallèles,  sont  1/ 
l/-»  \/';  noiiimaiil  donc  ces  demi-axes  a,  b,  c,  on  aura 


c  c 

k  z^  c',     m  =^  —  i     n  =:  T- 1 

a-  Ir 

et  désignant  par  //  la  dislance  du  point  attiré  au  centre  du  spliéroulc, 
dislance  (|ue  nous  avons  nonmiée  plus  haut  c,  on  aura  (1; 

0*2  - —    • 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  du  n"  2,  on  aura 

_  /<'  _  h'  rt'6'c= 

•'"'■  ""  h' -h  a-—  c'  '      ^  ~  h'  -4-  Ij-~  c-'      ^-  ^  VlP  -+-  cC  —  C);  h'  -+-  b^^lFj  ' 

donc,  si  l'on  nomme  de  même  a,  [i,  •/  les  trois  demi-axes  correspondants 
du  sphéroïde  représenté  par  l'équation 

z''  +  u.x-  4-  Vf-  =  X' 

el  (|ui  sont  \/-'  v/,  '  V/.'  t)'i  aura,  en  substituant  les  valeurs  j)rccé- 

dentes  de  a,  v,  /, 

abc 


P  = 


7  = 


abc 

h  y/i-  -+-«■■—  c- 

abc 


/('  H-  rt-  —  C'=  i  //-■  -^  /)■—  c' 


bouc,  si  l'on  a  un  sphéroïde  el!ipli(|ue  dont  les  trois  demi-axes  soient  a. 
h,  c,  l'allraction  de  ce  spheionic  sur  un  |)oint  placé  dans  le  proloni^e- 
nienl  d'un  de  ces  axes  comme  c,  à  la  distance  />  du  centii'.  sera  éi^ale  à 
l'attraction  qu'un  autre  sphéroïde  dont  les  trois  demi-axes  seraient  v.  [j, 
7  exercerait  sur  un  point  placé  à  l'extrémité  du  demi-axe  y. 
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Si  l'dii  Im'iI  //  ^—c,  on  voil  iitic  les  (|ii;iiilit(''S  a,  ft,  y  deviennent  «,  h,  c, 
et  |);ii- i(>ns((|iicnt  les  deux  spliérdidcs  icvicnncnl  au  même;  ec  (jui  doit 
lire  |)(iiif  rcxacliliidi'  de  mis  ('(H'inulcs. 

5.  Iinai^inons  un  autre  sphéroïde  dont  les  (rois  demi-axes  soient  /|  g, 
h,  el  (|ui  soit  eiitii-renient  send)lal)l('  à  celui  dont  les  trois  demi-axes 
sont  «,  jv,  y;  il  faudra  donc  (|ue  l'on  ait 

par  conséquent,  si  l'on  substitue  pour  c,  i3,  y  les  valeurs  précédeulcs, 
(m  aura 


/  =  \  /i-  -(-  i-  —  c',     g-  =  \  /)'  -h  a-  —  c-  ; 
donc 

cl  [)ai'  conséquent  aussi 

Donc,  si  le  sphéroïde  donné  dont  les  trois  demi-axes  soûl  a,  h,  c,  el 
le  splieroide  dont  les  demi-axes  sont/,  g,  h  sont  supposés  décrits  autour 
du  même  centre,  et  en  sorte  que  leurs  axes  respectifs  soient  placés  dans 
les  mêmes  lignes,  les  coupes  elliptiques  de  l'un  et  de  l'autre  sphéroïde 
faites  par  un  plan  passant  par  deux  axes  auront  le  même  centre  et  les 
mêmes  foyers,  par  les  propriétés  connues  des  sections  coniques. 

6.  Par  les  formules  du  u"  1  on  voit  (|ue  l'attraction  sur  un  point  placé 
à  l'extrémité  du  demi-axe  \ /'  (eïi  faisant  c  =  \X-  ou  g~  i)  est  propor- 
tionnelle à  \J  tant  que  les  quantités  m  et  n  demeurent  les  mêmes; 
donc  (4)  l'attraction  de  deux  sphéroïdes  semblables  sur  des  points  placés 
aux  extrémités  de  leurs  axes  respectifs  est  proportionnelle  à  ces  axes. 
Donc  l'attraction  du  sphéroïde,  dont  les  axes  sont  2/,  2. g,  ih  sur  un 
point  placé  à  l'extrémité  de  l'axe  ih,  est  à  l'attraction  du  sphéroïde  sem- 
blable, dont  les  axes  sont  20<,  i[-j,  2y  sur  un  point  placé  a  l'extrémité 
III.  83 


tio8       SUU    LATTHACTION   DES  SPHÉROÏDES  ELLIPTIQUES. 

(lo  l'iixc  27,  coinme  ih  est  à  27  011  (•(uiiiiie  i  ('s(  à  j-;  iniiis  (ii  cînisc  (h 


et  (4) 


y  _ 
7,  ^ 

y./k' 

y 

ahc. 

7 

ahc 

lldlIC 


Ainsi  hi  uioïKirtioii  dont  il  s'ai^il  sera  éi^ale  à  celle  de  1  ;i  77— ,  :  un  de 
j i^h  il  r//>c. 

De  l;i  e!  de  ee  (|u'(in  a  démontré  |ilns  liant  il  s'ensnit  (|ne  raltractioii 
d'nn  sphéroïde  ellipticjue  snr  nn  point  plaee  dans  le  prolonyenu'nt  d'nn 
de  ses  trois  axes  sera  à  l'attraelicni  qu'exereerail  sur  le  même  point  nn 
autre  sphéroïde  qui  aurait  le  même  centre,  la  même  position  des  axes, 
dont  les  eoupes  elli[)ti(jues  faites  par  les  mêmes  plans  passant  par  deux 
axes  auraient  les  mêmes  foyers,  et  dont  la  surface  passerait  par  le  point 
donné,  en  sorte  (|ue  ce  point  se  trouvât  à  l'extrémité  d'nn  de  ses  axes, 
ratti'aetion,  disje.  du  preniiei' sphéroïde  sera  à  celle  du  second  comme 
le  produit  des  trois  axes  du  premier  au  produit  des  trois  axes  du  second 
sphéroïde. 

l'.'est  le  Tliéorème  que  M.  Maclaurin  a  énoncé  sans  démonstration  dans 
l'Art.  053  de  son  Traité  des  fluxions,  et  (jue  nous  nous  étions  proposé  de 
déduire  de  nos  formules. 
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SOLLTIONS  ANVLITIQLES 


DE    OIELOIES 


niur.l.KMES  SIR  LES  l'VHVMlDKS  TUIWCI  I.MIîKS. 


(  Noiirraii.!-  Mémoires-  de  l'.lcadcniic  royale  fies  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1773.) 


Les  pyramides  triangulaires  tiennent,  par  leur  simplicité,  parmi  les 
corps  solides  le  même  rang  que  les  triangles  parmi  les  figures  planes; 
car  de  même  que  toute  figure  plane  rectiligne  peut  être  regardée  comme 
composée  de  triangles,  de  même  aussi  tout  corps  solide  terminé  par  des 
plans  peut  être  supposé  formé  de  pyramides  triangulaires;  mais  si  les 
Géomètres  se  sont  toujours  beaucoup  occupés  de  l'étude  des  triangles  e! 
n'ont  cessé  d'en  a[)profondir  les  propriétés,  ils  n'ont  fait,  ce  me  semble, 
qu'effleurer  celles  des  pyramides  triangulaires;  et  des  principaux  Pro- 
blèmes qu'on  peut  proposer  sur  ces  sortes  de  solides  il  n'y  en  a  encore 
qu'un  très-petit  nombre  qui  ait  été  résolu.  Ceux  qui  vont  faire  la  matière 
de  ce  Mémoire  concernent  la  manière  de  trouver  la  surface,  la  solidité, 
les  sphères  circonscrites  et  inscrites,  le  centre  de  gravité,  etc.,  de  toute 
pyramide  triangulaire  dont  on  connaît  les  six  côtés  (*J:  et  je  me  flatte 
que  les  solutions  (juc  j'en  vais  donner  pourront  intéresser  les  Géomètres 
tant  par  la  méthode  que  par  les  résultats. 

Ces  solutions  sont  purement  analytiques  et  peuvent  même  être  enten- 
dues sans  figures;  j'y  emploie  des  coordonnées  rectangles  pour  détermi- 
ner la  position  des  dilîerents  points  que  j'ai  à  considérer  dans  la  pvra- 

(')  Je  nomme  côtés  les  lignes  formées  par  la  rencontre  des  plans  sous  lesquels  la  p\ramide 
est  comprise,  et  je  nommerai  ces  plans ./nfc^  de  la  pyramide. 
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inidc,  cl  je  n'ai  pas  mémo  besoin  de  donner  aux  axes  de  ces  coordonnées 
luie  |Misi(i(iii  déterminée;  je  suppose  seulement  qu'ils  se  coupent  au  som- 
mi'l  (le  la  pvramide,  en  sorte  (|ue  pour  ce  point  les  coordonnées  soient 
MU  Mrs,  ce  (|ui  sert  a  simplifier  les  formules  sans  rien  ôter  à  leur  généra- 
lité. Par  ce  moyen  tout  se  réduit  ;i  une  all'aire  ili'  pur  calcul,  el  il  est  ti'ës- 
l'aeile  de  déterminer  la  valeur  des  lii^iies  qu'on  veut  counaitre.  piiisipi'il 
ne  faut  (|ue  picndre  la  somme  des  carrés  des  ditl'érences  des  coordonnées 
qui  repiuident  aux  deux  exli'émilés  de  chaipie  lii;ne  proposée.  11  ne  s'agit 
plus  ensuite  que  de  rendre  les  résultais  indépendants  de  la  position  ar- 
bitraire lies  coordonnées,  en  introduisant  ii  leur  place  d'autres  lignes  re- 
latives uni(piemeut  a  la  figure  de  la  pyramide,  comnu'  les  côtés  de  la  py- 
ramide les  perpendiculaires  sur  ses  faces,  etc.;  c'est  a  (|Uoi  je  parviens 
il  l'aide  de  (|ueb(ues  l'éductious  et  Iransfoiinatinus  assez  reniar(|uables 
(jue  j'expose  au  commencement  de  ce  ^h'moire,  et  «pii  iiourront  être 
aussi  du  plus  grand  usage  dans  beauc((U|)  d'autres  cas.  Irulépendaniment 
de  l'utilité  directe  (jue  ces  solutions  pourront  avoir  dans  plusieurs  occa- 
sions, (dles  serviront  principalement  à  montrer  avec  combien  de  facilité 
(>t  de  succès  la  méthode  algébri«]ue  p<'ut  être  employée  dans  les  (juestions 
qui  paraissent  être  le  plus  du  ressort  de  la  Géométrie  proprement  dite, 
et  les  moins  propres  à  être  traitées  par  le  calcul. 

!.   Si  l'iu)  a  neuf  quantités  queleon(|ues 


et  (lu'on  en  fornu'  ces  neuf  auties-ci 


y  2  —  2.r  . 

n  ^=  z  X 

—  X  z  , 

ç  =*■;»■ 

—  y  x' , 

y'-z  -  z  \y. 

•/)'   ^rz  z" X 

-  x"z, 

'C  =  Kr 

—  r"x, 

yz'   —  zy', 

■/)"---  zx' 

—  xz'. 

?"  —  xy' 

—  yx'. 

je  dis  ([u'en  supposant  entre  les  neul' (juantites  données  les  six  eciualioiis 

suivantes 

X-  ~h  y'   -'r- z'  =r  «,       x'x'' ~  y'y" -h  z'z"=  f>, 

x'-  -i- j"''  -i-  z'^  =z  a',     xx"  -;-,)■,)■'  +  zî'   =  i', 
.x"--i-  y"--]-  z"^  —  a",     xx'  -^  vy'  -^zz'  z=  b' , 
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l't  l'iiisanl,  pour  ;il)i'ég('r, 

a  --a' a  — b',       (3  =rb'h'  —  al>, 
tx'  =  an"  —  //-,      p'  =  I)  b"  —  a'  b', 
x"  =  a  a'  -  b'",     P"  —bb'   -  a"b", 

on  iuir;i  de  iiicinc 
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5'  +rr  -^-Q  =a,       ^'^" -(- -/l'-fl" +?'?"=  p, 
r=  +  -/;'^ +  ?'=  =  «',      Il 


rrrr^-lV'  =^, 


r,  T, 


3". 


C'est  ce  qu'il  est  iiisé  de  vérifier  par  la  siilistitutioii  des  valeurs  de  S,  ;'... 
y.,  a, ...  en  x,  x  , 


2.  Donc,  si  l'on  l'ait  pai-eillenient 


:■/■/;    —  ;  y; 


ï'?",     Z  =?'//' -/i'Ë", 


el  ensuite 


■Çr.,       V'  =  ;''ï-Ï"?.       '/-  ^X'-r.--'."!, 
X"  =  •/;  Ç'  -  ?•/■/,       Y"  =  ?  £'  -  H'.      Z"=  ç ■'•/  -  r.  l\ 

A  =a'a"-;3=,  B  =;3'P"  — ap, 

A'  =  aa-[5",  B'  =  p3'  — a'[5', 

.•V'=3ta'  —  [3"-,  B"=3(3'  —  a"i3", 
on  aura  aussi 

X^  +  Y^  +  Z    =  A ,      X'  X  -i-  Y'  Y'  +  Z  Z  =  B, 
X'=  +  Y"  H-  Z'=  =  A',      X  X    --  Y  Y    -^  ZZ"  =.  B', 

X'   -)-Y^  -^Z^^=  A  \     XX'  +YY    -f-ZZ'   =  B' . 

3.  Or  en  substituant  les  valeurs  de  |,  z  ,...  en  a-,  i' ,. ..  et  laisanl,  pour 
abréger, 

A  ^  ^  r'z"  ~  y  z'x''  -H  3  x'  »■■  —  X  3'  >•'■  —  yx'z"  —  z  y'x" , 


on  trouve 


X  r=Ax,      Y  =Aj       Z  =Az, 
X'  =  Ax',     Y'  =  A»',     Z'  ==  Ar', 

X"  =  Ax",     Y"=A.r',     Z"  =  As"; 
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•  liiiic  iiii'(l;iii(  CCS  valeurs  dans  les  dcrniërcs  équations  ci-dessus,  on  aura, 
en  \ei1i!  des  six  e(|ualions  supposées  dans  le  n"  1, 

A  =   Av/,      B  ^-~  l-l>. 
A'=   A«',     B'z^A-//, 

A-'-TtAV^",       B"=::A=6", 

ci  de  la  il  csl  facile  de  lirer  la  valeur  de  A'  eu  (t,  a',  «',  />,.    ;  car  (in  aura 
d'ahord 

A' 


A,  _  =c'x'  -  fi' 
a  a 


e|.  sulisliluant  les  valeurs  de  y',  c/.'' ,  fj  en  a,  a',...  [  l), 

A^  ^  a  a' a"  -+-  ■?.  h  b'  h"  —  a¥  —  a'  !>'■  —  n"  h"-  ; 

on  trouvera  la  uiénie  valeur  de  A-  par  les  autres  équations.  Si  Fou  reniel 
dans  cette  équation  les  quantités  ,r,  y,  z,  œ',...,  on  aura  la  même  ecpia- 
lion  identi(]ue  (|ue  nous  avons  donnée  dans  le  Lemuie  ci-dessus  ("j. 

ï.   Il  est  bon  de  remarijuer  (|ue  la  valeur  de  A-  peut  aussi  se  mettre 
sous  cette  forme 

.  „       cxa  -i-  x'a' -r-  x'  a'  -i-  2  :  fiZ»  -:-  (3'i'  +  p" b" , 
"  3  ■' 

oi-  si  l'on  uuilliplie  cette  equalion  par  A"  et  qu'on  v  substitue  ensuite  A 
il  la  place  de  Av/,  A'  ii  la  place  de  A-rt',  et  ainsi  de  suite  (numéro  précè- 
dent;, on  aura 

,,  _  A  a  -i-  A'  a'  -h  A"  a"  -f-  2  (  8(3  +  B'fi'  -h  B"p"  ; 
A- ■ , 

ou  bien  en  mettaul  |iour  .A,  A',...  leurs  valeurs  en  y.,  y.  ....    2; 

A'  —  5!  or.'x"  -+-  2  P  p'  |3"  —  5;  fi- —  X    p''  —   Cr."  "^" ■  : 

d'où  l'on  voit  (|iu'  la  (|uantite  A-  et  son  carré  A'  sont  des  fonctions  sem- 
blables, l'une  de  a,  a' ,  «  ,  b,  //,  // ,  l'autre  de  u,  </.' ,  a' ,  p,  jS',  p". 

(')  Ce  Lenimp  est  la  première  des  propo-^ilions  du  Mémoire  reliitif  au  mouvement  de  rola- 
liiiii  d'un  corps  solide.  /W/à  la  page  58o  de  ce  volume.  f.Vo?c  tic  rÉditciir.) 
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5.    De  |iliis,  (■(iiiiiiic  (tii  a  (3j 

xy'z"  -f-  y  z'x"  -i-  z  x' y"  —  x  z'y"  —  yx'z"  —  zy'x" 


—  slaa'a"-\'ihb'b"—  ab'  -  a' b"  —  a" b'"  =  A, 

vl  (iii'il  \  ;i  ciidc  les  (|u;iiitil(''s  A-,  y,  z,  a',...  et  a,  a',  a",  h,...  les  iiicnio 
l'clalioiis  (|ii'('iiln'  les  (|iiaiilil(''S  S,  r,,  'Ç,  ç  , . . .  cl  (/.,  c/.' ,  c/.",  [j,  .  .  .  (Aj,  un 
aura  dune  aussi 

l  -n'  K"  +  ■/)  S'  'i"  -t-  Ç  l'-n"  -  l 'Cr,"  -  r,  2'  ?"  -?•/)'  r 


=  v/a  «'«"  +  S-P  |3'  P"  —  a(3'  —  a'  ?>"  —  «"  |3"'  =  A". 
Doiif  on  aura  ceUe  équation  iilcnli(|U('  cl  lics-rcniar(|ual)lc 

In'K"  +  r/?'r  +  ?$'■'■/'  -  ??'■'/'  -  /-ç'?"  -  ?■/;'?" 

=  {xy'z"  -+-  yz'x"  H-  zx'y"  —  xz'y"  —  yx'z"  —  zy'x"  )''. 

G.  Si  les  six  quanlilcs  c/.,  x' ,  «",  jS,  fi',  /5"  étaient  (loiinces  et  (|u'()ii  vou- 
lût déterminer  par  leur  moyen  les  six  (|uantilés  a,  a',  a",  b,  //,  //',  il 
serait  peut-être  très-difTicile  d'en  venir  à  bout  ;i  l'aide  des  six  équations 
du  n"  1  entre  ces  quantités;  mais  on  y  parviendrait  aisément  par  les  for- 
mules des  numéros  suivants. 

On  formera  pour  cela  les  six  cpiantités  A,  A',  A",  lî,  B',  B"  (2^;  en- 
smte  on  formera  la  (|uantité  (4j 


A-'=  v/aa'o:"-f  2!3(3'(3"  -  a(3'- a'|3'=-  a"  (3"', 

et  l'on  aura  sur-le-cliamp  (3) 

A  ,       A'  „       A'- 

,        B        ,,       B'  ,       B' 

A-  A-'  A= 

7.  Si  l'on  multiplie  les  neuf  premières  équations  du  n"  1  respective- 
ment par  X.  X  ,  x'\y,  y' ,y" ■,  ~-,  :■' ,  z",  et  qu'on  Jes  ajoute  ensemble  trois 
IIL  84 
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à  Irois,  on  trouvera  ces  neuf-ci,  en  iiictl:iiit  A  ;i  l;i  place  de  la  quantité 

■vy' z" -hv z'cc" -i- . . .  (Sj 

r-.  —  .v''i'  -f-  x"'^'  =:  A,  yl  -^  y'i'  --_}";"  ^^  o,  s  ;  ^  ï'  i'  -:-  s  ;  ^=  o, 
xr,  -r- x' r,' -^  x"r,"  =  o,  yr,  ~- y' r,' -^ y" r,"  =^  \,  zr,  —  z'r/ -?- 3"-/-,'=  o, 
x':,~x"Ç  ^x"Ç  =  0,      yÇ~y"C'^y"'Ç  =  o,      -  ?  —  ;'?' -f- z"?"  =  A; 

et  l'iui  Ircuiveni  de  même  ces  neuf  autres-ci 

xi  ^yr.  -^z'i  ^. ■•-  

.r;    -4- >-/;"-:- ïr'=  o,      x 

S.  De  plus,  si  l'un  ajoute  ensemble  trois  à  trois  les  neuf  premières 
équations  du  numéro  précédent  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  |,  •/;,  '1,  ensuite  par  ;',  r,' ,  'Ç',  et  enfin  par  '£",  r,",  T',  on  aura,  en 
vertu  des  six  dernières  équations  du  ii"  1 , 

P'^"  X  r +  ?>"}'' -i- P' y"      ;      xz  -^  i"z'  —  Z'z" 


.r  i    ^.)/} 

=  o, 

X  %     4-  >•  r. 

-^s^  =o. 

x'X  -f- >•'-/•/ 

]       -'  '/-' 

=  A, 

x"'i!  -f-. >■"/,' 

--z"r  =  o, 

.a:'r^- )•'•/;•' 

-\-  zT 

=  o. 

x"'il'  -f-  )■"■/■/ 

■+r"r  =  A. 

à 

'^' 

'x  4-  x'x 

'h- 

Px' 

A 

>' 

X  -1-  ,3:1' 

-^ 

x'x" 

,   '   p-' r -h  x' r' +  pr"      .,,      p"z -^  x'z' -^^z" 
'     ''-^ 1 ^'     -  =  Â ' 

„      i3'r-f-  ;3  r'  -^  x  r'       .,..      i'z  -^'bz'—  x"z" 


Et,  si  au  lieu  (le  multiplier  les  mêmes  éijuatiiuis  [)ar  :,  r,.  'Ç,  ':,...,  on  les 
uuillijilie  respectivement  par  .r,  v,  z,  a',...,  et  qu'on  les  ajoute  de  même 
Irois  ;i  trois,  on  aura  ces  neuf  autres-ci 


rt;  - 

-bl; 

--i' 

•'Il 

A 

//■; 

-^a'c 

+  6 

v// 

A 

l'ç 

-i;-- 

-^  a" 

>// 

UT,  ^.-b"r:  ^  b'r," 

y  = 


>■  = 


\ 

b"r.  - 

-  a'%  ' 

-br: 

A 

b'r.  - 

bc: 

-4-  (ir." 

a 

X 

-4- 

//?■ 

-HftT 

A 

h' 

■  --^ 

- 

-rt'? 

^èr 

A 

// 

X 

— 

bl' 

-^«'T 

(!es  relations  entie  les  quantités  x,  x,  x" ,  v,  . .  .  et  leurs  correspon- 
dantes :,  =',  z' ,  r,,...  sont  très-remarquables  el  peuvent  être  utiles  dans 
dilTérentes  occasions. 
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9.  Regardons  inaiiileuaiil  les  dois  (|iiaiuilés  x,  y,  z  comme  les  coor- 
données rectangles  d'un  point  M  rapporté  à  trois  axes  fixes  et  perpendi- 
culaires entre  eux,  et  pareillement  les  quantités  x\  y',  z'  comme  les 
coordonnées  rectangles  d'un  autre  point  M'  rapporté  aux  mêmes  axes,  et 
enfin  les  quantités  ,r",  v",  r"  comme  les  coordonnées  rectangles  d'un 
troisii'mc  pciiul  M  l'apporté  également  à  ces  niénies  axes;  on  aura,  en 
joignant  ces  trois  points  par  des  lignes  droites,  un  triangle  M  .M M  dont 
la  figure  et  la  position  seront  déterminées  par  les  neuf  coordonnées  a^,v, 
z,  X  , Qu"(ui  luiMic  de  plus  des  trois  points  >l.  M  .  M  au  point  d'inter- 
section des  trois  axes,  point  que  nous  désignerons  parL,  trois  autres 
droites,  et  l'on  aura  trois  autres  triangles  MLM',  M  LM' ,  M'L.M  (jui.  avec 
le  triangle  précédent  .M.M'.M',  formeront  une  pyramide  triangulaire  dont 
les  quatre  angles  seront  aux  points  L,  M,  M',  M'  ;  ainsi  la  forme  et  la  po- 
sition de  cette  pyramide  seront  égalenieul  (Icterminées  par  les  mêmes 

coordonnées  a-,  x' ,  x",  v, C'est  sur  les  propriétés  de  cette  pyramide 

((ue  doivent  rouler  les  recberilies  qui  composent  ce  Mémoire. 

10.  l£t  d'aijord  il  est  visible  par  les  formules  du  n"  1  que  les  (|uan- 
tités  «,  a',  a'  expriment  les  carrés  des  distances  des  points  M  ,  M  ,  M"  au 
poim  L,  et  que  les  quantités 

a-i-a'—ib",     a  —  a—ih\     a'-i-a"^j.b 

(■xprimenl  les  carrés  des  distances  entre  les  points  M  et  M',  entre  les 
points  M  et  .AI.  et  entre  les  points  M'  et  M  :  de  sorte  (pie  si  l'on  désigne 
les  carrés  de  ces  distances  par  c",  c',  c,  on  aura 

a' —  a' —  c        ,,       a--a  ~c'       ,„       a  —  a  —  c' 
h  —  !       0  =  —, 5      o   — 


Ainsi  les  six  côtés  de  la  pyramide  dont  il  s'agit  seront 

^  rt ,     \  rt' ,     \'a" ,     v'c'  >     \  ^' '      \  ^' ; 

les  trois  premiers  concourent  au  point  L.  qu'on  peut  regarder  comme  le 
sommet  de  la  jtvramide.  et  les  trois  dei'niers  en  forment  la  hase;  de  ma- 

84. 
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iiii'ii'  (|iii'  le  côté  \jc"  joint  li's  deux  v'a.  V^'.  If  côté  yc'  j'^'nl  l«'^  deux 
\/a,  \/rt",  cl  le  côte  v'r  joint  les  deux  \l a' ,  \la";  ce  qui  forme  |>iir  consé- 
qiieiil  (|ii;ilrc  ti'iangles,  ([ui  soni  les  (juatre  faces  de  la  |)yraiiii(le,  et  dont 
les  côtés  sont  \Ja,  \Ja',  yc"  pour  la  preuiicrc  face  latérale  MLM';  \rt, 
\a",  yc'  pour  la  seconde  face  latérale  MLM";  ya'.  V  «'  .  V^  pour  la  tioi- 
sit'uie  face  latérale  M'LM",  et  yc,  yc',  yc"  pour  la  face  qui  sert  de  hase 

m:\im  . 

11.  Si  l'on  voulait,  ;i  la  place  des  côtés  c,  c  ,  c"  de  la  hase,  introduire 
les  angles  y,  y',  y"  ([ui  h'ur  sont  opposés  au  sommet  de  la  |)yramide,  il 
n'y  aurait  (|u'i'i  l'cuuuwiucr  (pu'  dans  le  triangle  M'LM",  (huit  les  côlés 
sont  \ci ,  y  a",  yc,  on  a 

e  =  a'  +  «"  —  ■?,  \ja'a"  cosy  ; 

donc  suhstituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  h,  on  aura 

,  6  =  ^'«'«"cosy  ; 

on  trouvera  de  même  les  valeurs  de  //,  b"  exprimées  en  cosy'  et  cosy"; 
et  l'on  aur'a  de  celte  manière 

I)  =:  \la'a"  cosy,     //  ;=  y  aa"  cosy',     /*"  =  \Jaa'  cosy" . 

12.  Ou  sait  que  si  /,  g,  h  sont  les  trois  côlés  d'un  triangle  recliligue, 
son  aire  est  exprimée  par  la  formule 


- vVs" + \f'it' -^ ^g' '>'-/' -S' -'''=7 \ir-g' -  r- +s''- /'= '^ • 

4  4 

Ainsi  pour  le  triangle  MLM',  donl  les  côtés  sont  y  a,  y«',  \c" ,  ou  aura 
l'aire 

v«" 


-  y««  —  b  -  :=  î — 


Pour  le  triangle  MLM",  dont  les  côtés  siuit  \(i,  \a" ,  \c' ,  on  aina  l'aire 


-  yrt« 
2  ' 


"  -  //^  : 


va 
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fl    |ioiir  le   lii;ingl<'  M'LM",  dniit   les  cùtrs  sont  \(i  ,   \a'  ,  \c,   on  ;iiir;i 

l'ilifC 

•}.  '  ?. 

llcsU^  encore  ii  eoiisidéi'ei'  le  lri;iiiiile  MAF'.M' ,  dont   les  eotés  soni  \v , 
\c  ,  \jc";  noininaiil  V.  l'aine  de  ce  uiani^le,  on  aura  |)ar  la  tbiniiile  ei- 

dessus 

i6E':=4cc'-(c  +  c'-c"f; 

mêlions  ponrf,  c' ,  c"  leurs  valeurs 

a'  -+-  a"  —  a  /*,     a  -f-  a"  —  a  h' ,     <i  -h  a'  —  a.  />", 
on  aura 

4E'=(a'+  a"  —  2b)  [a  -ha"—  a//)  —  \a"  ~  b  —  b'  -+-  b"  ■ 

=  aa' -h aa"  -h a' a"  —  o.ab  —  la' b'  —  j.a" b"  -V-  -y.bb'  +  ibb"  +  -xb'b"-  b'—  b'-—b"' 

=^0L  +  a'  -h  y."  +  a[3  -4-  3,5'  +  a(3"; 

donc 


,-,  _  v/a  +  a'  +  a"  +  2(3  +  2|5'  +  2^" 

2 

Ainsi  les  aires  descjualre  faces  de  la  pyramide  s'exprinienl  d'une  manièie 
fort  simple  par  les  quantités  «,  a  ,  a",  (i,  j3',  /3"  'A);  on  a  pour  celles  des 
trois  faces  latérales  les  quantités 

\l  a"        \J  (x'        \' a 

7       )        —  ) 

2  2  2 

et  pour  l'aire  de  la  l)ase  la  (juantité 


;  -4-  a'  -+-  a"  H-  2  (3  -+-  2  b 


13.  Voyons  maintenanl  comment  doit  être  exprimée  la  solidile  de  la 
pyramide.  On  sait  ([ue  toute  pyramide  est  égale  au  tiers  du  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur;  ornons  avons  déjà  trouvé  la  valeur  de  la  hase  tl; 
ainsi,  nonimanl  h  la  hauteur  de  notre  pyramide,  c'est-à-dire  la  valeur  de 
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1,1  |»cr|i('U(li(iihrnc  iiiciirf  du  somiiu-l  L  sur  le  |ilan  du  Irianglt'  opposé 

17  / 

MM'M".  ou  ;iui"i  —-'  pour  l;i  s(diditr  clicrclu'c;  uiiiis  l;i  didiLulté  consislc 

il  ti'ouNcr  l:i  (|uanli(c  h.  Soicnl  s,  /,  //  les  trois  cooidouiircs  lectaniiles  (|ui 
délciuiincul  la  position  d'un  |)oiul  (pi('k'oii(|U('  N  du  plan  dont  nous  ve- 
iious  de  parler,  lUi  aura,  {ouiuic  on  sait,  riMpnilion 

K  =  /  +  ms  -+-  lit, 

les  (pianlitcs  /,;//,  ri  étant  des  constantes  qui  dépendent  de  la  position  du 
plan:  ei  cdunne  ce  plan  est  supposé  passer  par  les  trois  points  >I,  M',  M', 
poiii'  les(|U(ds  les  coordonnées  sont  {9 j 

X,   y,   z,  .v',   y'   z',  x" ,  y" ,   z",. 

on  auia,  eu  sulisliluanl  successivement  ces  valeurs  ;i  la  place  de  s,  t.  //, 
les  ('(piatiiuis  suisanles 

s   =  /  -i-  nix   -+-  «)■, 

z'  =1 1  -^  inx'  -^  «)•', 
z"  =  / -- w.r'  +  «)•■ , 

par  les(pi(dles  on  piiiiiia  deteruiiuer  les  tidis  conslanles  /,  ///.  //. 

Reti'ancliaut  d"ali(U'd  ces  e(piatious  l'une  de  l'aulre.  on  a  ce>  (ieii\-ci 

z'  —  z  =^  ni>  x'  —  X    -r-  «    )'  —  r  , 

z"  —  z  ^  m  .x"  —  X]  -h  n ,)■"  — _)■;., 

d'où  l'on  tire  sur-le-champ 

.^  _  iz'—3)  r"  -  J-;  —  t z"  —  ^  ;  i}'' — r) 

'n — - — ; j, r       — r, -, ,? 

(x  —  X     y  — )•]  —    X  —  X     J-  — y) 

f  z'  —  z     x"  —  X  ;  —  I  z"  —  z  i  ix'  —  X  i 

«    = 7, ^ ; -, r: r, ,  > 

\x  —  X j  [y  —  y  ;  —  \  X  —  x){y  —  y) 

c'est-à-dire  en  développant  les  ternies  et  substituant  les  (pnuitités  ;.  '£',... 

du  n°  1, 

s-i-Ë'  +  r  r,^r.'-^r," 


'Ç  H-  Ç" 


>•.>",    y» 
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|-]iisnilc  lu  |)rciiii('ii'  (■(|ii;itiiiii  (l(iiiiici';i 


«71 


/  =  z  —  mil  —  «>•  : 


Ç+Ç'+Ç" 


ce  qui,  imi  vcilti  des  ('(iiialioiis  du  ii"  7.  se  iriluil  ii  ({■lie  cxpicssioii  fnrl 
siui|)l(' 

1=  ^_. 

On  a  donc  ainsi  rc(|ualion  du  plan  do  la  haso  do  la  pyramide;  nous  l'avons 
clicrchéo  d'aulanl  plus  volontiers  (|u'oll('  nous  sera  l'oi't  nlilo  encore  dans 
la  suite. 

I  ï.  Or  la  ligne  menée  du  sommet  L  à  un  point  (|uelcon(pie  \  de  ce 
plan,  c'est-à-dii'c  la  distance  des  pninls  \,  et  \,  est  expritiiée  par 


V  s'  +  t-  H-  u' , 

et  il  est  clair  (|ue   la  plus  courte  de  toutes  ces  lii^nes  sera    la  (piantilc 
cherchée  /i;  ainsi  il  n'v  aura  (lu'ii  l'aire  éi;ale  it  zéro  la  diilérentielle  de 


V^'-l-  r-h  ir  ,  ce  qui  donne 

s  ds  -r-  tdl  -\-  u  du  ~  (j  ; 
mais  l'éijuation 

donne 


u^-  /  -h  nis  -+  nt 
du  =  m  ds  -t-  ndl; 


doncsuhstituant  celte  valeur  et  égalant  sépai'énient  à  zéro  les  coetlicicnts 

de  ds  et  de  dt,  on  aura 

s  -\-  mu  -    o,     t  +  nu  =■  o, 

donc 

5  -  —  mu,     <  =  —  nu  ; 

ce  qui,  étant  sulistitue  dans  l'éfjnation 

u  ^  l  +  ms  -+-  nt, 

u^::  l  —  m-u  —  ii'-u. 


donne 
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cl  (le  i;i 

/  ,  ni  ml 


I  -t-  m-  -h  n-  I  -f-  m-  -t-  n-  i  -¥-  m'  -r-  rv 


et,  siilisliUiaiil  ers  valeurs  dans  rt'\|)ressioii  \  s--+-  t'^-h  ir  ,  on  aura  la  va 
Icui'  rlicrclicc  de  //,  (|ui  sera  donc 


^  I  -+-  m-  -•-  n- 

Sulistiluons  il  prcsenl  à  la  place  de  /,  ni,  n  leui's  valeurs  ti'ouvées  ci-des- 
sus, on  aura 

A 


V  ï  +  ?'  +  ?"  t'  +  I  v)  -t-  n'  H-  r,"  )=  +  (  Ç  +  Ç'  -I-  -Ç  v 

l'esl-a-dire.  en  dév(doppant  les  termes  qui  sont  sous  le  signe  et  taisant 
les  substitutions  du  n"  i, 

A 


y/a  -I-  «'  +  a"  -(-  2  [3  +  2  p'  H-  2  (3" 
Mais  on  a  trouvé  (  12) 


E 


V  3:  -h  g'  -t-  a"  +  a  (3  +  2  P'  +  2  (3'\ 


.  E//    ,  .  ,     ,  ....    A 


ilonc  (Ui  aura  iioui'  la  solidité  -V  de  notre  nviamide  la  iiuautité  -,  •  (Test 

ce  (|uc  nous  avons  déjà  démontre  d'une  auti'c  nianiéi'e  ci-dessus,  oii  nous 
avons  nommé  j^  la  même  (juanlite  ipie  nous  design(jns  ici  par  A  C). 

15.  Il  est  bien  remarquable  (pic  la  (juantile  A  exprime  lasulidile  de  la 
|)yramide  prise  six  fois;  si  donc  on  veut  exprimer  cette  solidité  par  les 
six  côtes  \a,  \  a' .  \rt",  \c,  \  c' ,  \  c'\  il  n'y  aura  ([u'a  mettri'  daii>  la 
valeur  de  A,  il  la  place  de  b,  //,  //  ,  les  ex|iressions  du  n"  10;  mais  il  sera 
plus  simple  (le  conserver  les  (|uantites  mêmes  />,  />' ,  b" ,  et  l'on  aura  3; 
la  solidité  clicrcbée  éiiale  ii 


y  aa'a"  +  ibb'  h"  —  ab''  —  a' b'-  —  a"  h"- 


6 

("j   OEurres  de  J.di^iiiiigf ,  t.  III.  p.  iS"). 
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l'"l  coiiniic  iiniis  ;iv(iiis  lruii\(''  plus  li:iiil  (|iic  les  :iircs  des  faces  de  la  pyra- 
inidi'  s'c\|)iiiii('iil  d"iiii('  iiiiiiiii'ic  ioil  simple  pai'  les  (|iiaiitités  y,  a',..., 
on  pourra  aussi,  si  l'on  vcul.  expriuier  la  solidité  de  la  pyramide  parées 
mêmes  (|uaulités  à  l'aide  des  foi'mules  du  n"  'i  ;  on  aura  de  celle  manii'fe 
la  solidilr  de  la  pyramide  ei^ale  à 


V ««'«"+ 2 P (5' P"-  gp'—  g' (5"-  g" (3"^ 
6 


Kl.  Comme  il  fanl  six  élrmcnls  |»our  la  délerminalion  d'une  pyramide 
triangulaire,  il  est  clair  cpu'  si  l'on  ne  connaissail  (pic  la  valeur  de  l'iiiic 
de  chacune  de  ses  quatre  faces,  avec  celle  de  sa  solidilc,  on  n'aurait  (|ue 
cinq  équations,  et  (pie  par  conséquent  le  Problème  de  trouver  la  pyra- 
mide qui  satisferait  a  ces  données  serait  indéterminé.  En  ellét  les  aires 
des  trois  faces  latérales  donneraient  les  valeurs  des  trois  quantités  a,  a', 
«",  et  celle  de  la  base  donnerait  la  valeur  de  /5  4-  ^J -^  ,3"  '  12);  ensuite  la 
considération  de  la  solidité  donnerait    numéro  précédent     la  valeur  ilc 

la  quantité 

g  g'g"  -H  2  [3  P'  P"  —  g  ^^  —  g'  3'=  —  g"  [3"% 

de  sorte  (ju'ou  n'aurait  (]ue  deux  équations  entre  les  trois  inconnues  j^, 
/;■,  jS".  On  pourrait  donc  prendre  une  de  ces  inconnues  à  volonté,  et  alors 
la  solution  du  Problème  se  trouverait  réduite  à  la  résoluti(ui  d'une  équa- 
tion du  second  degré. 

17.  Mais  s'il  n'y  avait  de  donné  que  les  quatre  faces  de  la  pyramide,  et 
(|u'il  s'agit  de  trouver  les  dimensions  de  la  pyramide  dont  la  solidité  se- 
rait la  plus  grande,  on  pourrait  résoudre  cette  (|uestion  par  nos  formules 
avec  beaucoup  de  facilité. 

Car  il  est  d'abord  clair  que  les  trois  quantités  y,  rx\  ic"  seraient  données 
ainsi  que  la  (juantité  j'3  +  p'-h/5";  ainsi  il  ne  faudrait  que  rendre  un 
maocimum  la  quantité 

g  g' g"  -I-  2  p  ,6'  P"  -  y.'^' -  x'  p'=  -  g"  P"^ 

en  y  regardant  a,  a',  y."  comme  constantes,  et  jS.  ,';',  |S"  comme  variables, 

m.  85 
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mais  (le  inanii'ri'  (iiic  leur  somme  (lemeuir  fonstantc;  on  aurait  diuic  ces 
deux  e(|uarKuis  dilït-reiitielles 

{ p' p"  -  a (3 )  (/(3  +  ',' |3(3"  -  a'P'  )  d^'  4-  (  PP'  -  a" (3")  ùf[3"  =  o, 

il'iiii  cliassaul  (Ifl>",  et  égalant  a  zéro  les  coellicieuls  île  t/fj  et  (/[j',  on  tire 
ces  lieux  éijuations  de  eondition 

|5'(î"-  ai3  =  p,3''-  =t'(3'=  pfy  -  y'p", 

(|ui  reuferiuent  la  solution  du  Prohlème.  Ces  deux  é(|uations  se  réduisent 
|)ar  les  l'oi-mules  du  n^'  2  à 

B=-  B'=B  , 

et  par  eelles  du  n"  3  à 

/>  =  />'=/>•; 

d'oii  l'on  voit  que  les  trois  ([uantites  h,  //,  //  doivent  être  égales  entre 
elles.  Ainsi ,  eomnie  les  quantités  y.,  y.',  a"  sont  supposées  données  ainsi 
•jue  la  somme  jS  +  ,5  -t-jî  ,  on  aura  ees  quatre  équations 

rt'fi" — /)-=:«,     aa" — b^  =  a' ,     aa' — b' =  a." , 

3  b-  —  I  a  -1-  a'  +  a  "    /<  =  (3  +  |3'  -J-  p ", 

d'où  il  faudra  tirer  rt,  a',  «et  h. 
Si  l'on  fait  piuir  plus  de  siniplicilé 

(3  +  (5'  +  ;3"  =  c, 

on  a,  en  divisant  la  dernière  é(juation  [>ar  b. 


0  1  ^ 

b 


et  picnant  les  carrés 


«•  H~  <t''  H-  a"'  -r-  niaa'  -+-  aa"  -\-  a' a"  >  :=  i)i-  —  (i 


£• 


//'' 


M'  les  trois  pi'emières  équations  donnent 

aa' z=  x"  +  /'■',     aa    =  x  ^-  b\     <i'a    -   t.  ~i-  6%     • 
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et  (le  lii  on  tire 

„  _  (x'-hb')(a"-hb') 

Cl'    — ■ ^--       j 

a-¥-¥ 

Donc  suhstiluanl  ces  valeurs  et  faisant  pour  siniplitier  encore 

2(a  +  a'+ a")  +  6ê  :=  0     el     b'^ii, 
on  aura,  après  avoir  nté  les  fi'actions, 

U{x'  +  U  r{cx"  -h  II  )•  -I-  U{a  -+-  U)-  {ce"  -i-  UY  -'.'  U[X  -+-  u  f  ix'  -+-  u  j- 

—  (  3  «'  —  6  u  -i-  i-  ]  {  X  -h  u)  {  X    -h  u  )  i  x"  -\-  u)  =:  O, 

équation  qui,  étant  développée,  ne  montera  (|u'au  (|ualrième  degré  par 
la  destruction  des  termes  qui  contiendraient  u'';  et  l'on  trouvera  (|ue  le 
premier  terme  de  cette  équation  sera 

{x  -h  x'  -i-  x"  -h  O  ]  M% 

c'est-à-dire  fen  remettant  la  valeur  de  5  et  de  s) 

3    a  +  a'  -4-  a"  H-  a  (3  +  3.  |5'  +  2  p"  ]  u\ 

et  que  le  dernier  sera  — s-aa'x";  de  sorte  (|ue  comme  les  (|uantités  «, 
y',  a"  sont  nécessairement  positives  (12)  ainsi  que  la  quantité 

x-h  x  -h  x"  -H  2  (  P  -H  (î'  -f-  ;3"  ), 

ces  deux  termes  seront  de  signes  différents;  par  conséquent  l'équation 
aura  toujours  au  moins  une  racine  réelle  et  positive. 

Ayant  trouvé  une  valeur  positive  de  u,  on  aura  b -^  \u,  et  de  là  on 
aura  a,  a',  a"  par  les  formules  ci-dessus;  ainsi  Ton  connaîtra  les  six  cùlés 
de  la  pyramide,  à  cause  de  b'=  è"=  b. 

18.   Considérons  un  autre  point  P  placé  où  Ton  voudra,  au  dedans  ou 

85. 
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;ui  (leliors  (le  la  pvrymule,  pmir  l('<|ii('l  1rs  coordonnées  rectangles  soient 
/j,  y,  r,  et  supposons  que  le  carré  de  \;\  distance  de  ee  |)oint  au  sonnnet  L 
de  la  pyramide  soit  /,  (jue  les  carres  des  distances  du  même  poiiil  aux 
points  M,  .M',  .AI"  de  la  hase  de  la  pyramide  soient  g,  g',  g";  il  est  l'acile 
de  concevoii-  (|u"(in  aura 

p-x'    -^\q~rf    -h    r—zr    =  g, 
p  —  x'Y-  -f-((/— j-'i'  +(/•— 3',=  =g-', 

p  —  X"  Y  +  (q  —  /"  ;'  -f-  (  /'  —  3"    -  =  g  ", 

d'où,  en  faisant,  pour  abréger, 

/,  — ^ 5 ,      /,  '  = -l »_,     /,    = -l 5-  , 

2  2  2 

on  tire    1    ces  trois  équations 

px  -+-  qr  -+-  rz  ^=  k, 
px'  +  qr'  +  rz'  =  II' , 
px''  +  qy"  -+-  rz"  ^=  k" , 

pai'  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  valeurs  des  coordonnées/y,  y,  r; 
et  l'on  trouvera  par  les  règles  connues  de  l'élimination,  en  mettant  les 
(|uantités  ç,  c',...  à  la  place  àQ  y'z'  —  z'y",  zj' — yz  ,...  (ij  et  la  quan- 
tité A  a  la  [)lace  de  xy' z"-h yz'x"-h...  (3), 

kl  -f-/.'ï'  +  l,"i" 


<J  = 


lî).   Or  il  faut  (|ue  ces  valeurs  de  p.  q,  r  salisrasscnl  à  la   première 

é(|uatioii 


A 

kr, 

-h 

/, 

'r,' 

-+- 

/,' 

'r," 

A 

kç 

+ 

/, 

'  y 

-f- 

/,' 

"5 
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les  y  suhsiiliiiiiil  doiic.  .■(  ruisniit  les  substitutions  (1rs  derniërcs  roiiiiulcs 
(In  n"  I ,  (Ml  aniii.  a|H('s  aviiir  innlti|ili(''  par  A-, 

\\f=y.h'+y:i,''-^  y7,"'+2((3"/i7.'-i  ,37./i"+;3/.7,"  , 

équation  (lui  servira  à  (lct('rinin(M',  si  l'on  vent,  la  (|naiitil(' /'|)ai'  les  (|iian- 
titi^'s  g,  g',  g",  a,  a',  a  ,  h,  //,  //  . 

Ainsi  l'on  pourra  par  le  moyen  de  (ctlc  ('(iMation  résoudre  le  l'i-oldi'uie 
suivant,  (|iii  paiail  d'ailleurs  assez  dilTicile. 

20.  Etant  donné  un  solide  formé  par  deux  pyramides  triangulaires 
adossées  l'une  contre  l'autre  par  leurs  hases  supposées  égales;  trouver  la 
valeur  de  la  diagonale,  c'est-à-dire  de  la  ligne  droite  qui  joindrait  les  som- 
mets opposés  des  deux  pyramides .  en  supposant  ipi'on  connaisse  les  neuf 
côtés  de  ce  solide. 

Il  est  visible  que  si  l'on  imagine  (|ne  le  point  P  soit  le  somiiiel  de  la 
seconde  pyramide,  dont  la  base  soit  le  mT-me  triangle  MM'M"  qui  sert  de 
base  à  la  première  pyramide,  on  aiiia  /pour  le  earrt''  de  la  diagonale 
cherchée,  et  a,  a' ,  a' ,  c,  c' ,  c'' ,  g,  g' ,  g"  pour  les  earr(''s  des  neul'  (  ott's 
donnés  des  deux  pyramides;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans  ré(juation 
du  numéro  précédent  à  la  place  de  k,  k',  k"  leurs  valeurs,  et  l'on  aura 

4 ^''f=  a:  I  «  +  /-  gY  +  a:' (a'  +  /-  g'  ?  -)-  x   ;  a"  +  /-  g"  )^ 

H-  2p"  (  fl  +/-  g)(a'  -f-/-  g']  -h  iP'(a+f-  g)[a"  -h/-  jt"  ) 

(À'tte  équation  étant  ordonnée  par  rapport  à  /'montera  au  second  degré 
et  aura  par  conséquent  deux  racines  (|ui  seront  nécessairement  toutes 
deux  réelles;  en  effet  il  est  visible  que  le  Problème  admet  deux  solutions, 
parce  que  l'on  peut  concevoir  que  les  deux  pyramides  (|ui  ont  leur  Ijase 
commune  soient,  ou  des  deux  côtés  opposés  de  cette  base,  ou  bien  du 
même  côté;  la  plus  grande  des  deux  valeurs  de/ appartiendra  au  pre- 
mier cas,  et  la  moindre  au  second. 

21.  Supposons  maintenant  que  le  point  P  soit  pris  en  sorte  (pi'il  soit 
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égaleinciit  ili^l;iiil  des  (|iKitre  angles  L,  M,  M',  M"  de  la  pyramide  du  n"9; 
il  est  cliiir  (|iic  ce  |)i>iiit  deviendia  le  centre  de  la  sphère  (|iu  serait  eir- 
eonscrilc  ii  celle  pyramide.  On  aura  donc  dans  ce  cas 

et  rec|uatiun  du  numéro  précèdent  deviendra 

4  A=/  ^'j.(û^  a  a"  ~  x"a"'  —  a  (  p"aa'  +  (5'art" ^  'Lu'a"), 

d'oii  l'on  lire 

„_  cna'  -\-a.'a'-  +  a"a"- -i-  2(P"«a'+  j3'art"-t-  pa'a") 
j  __  _^_  . 

et  cette  quaulilé/sei'a  le  carré  du  rayon  de  la  spliére  circonscrile  à  la 
pyramide. 

Quant  à  la  position  du  ceiilre  de  celte  sphère,  elle  sera  déterminée  par 
les  coordonnées /^  (j,  r,  lesquelles,  il  cause  de 

h    —  5  II     —  1  h      —  ) 

2  a  2 

auront  les  valeurs  suivantes  i  18  i 

ai  -h  a'  l'  -+-  a" ï" 
P- 

a'C  -f-  ( 
'=       ".A 

ou  hien  en  suljstituani  pour  ï,  ?',  ;' ,  r, leurs  valeurs  en  ,r,  x' f8), 

i  fl  (z  -f-  a'  6"  +  a"  '^'  I  X  -\-  \a  {b''  -t-  a' oc'  -f-  a"  [3  )  x'  -i-  ;  a  (3'  -i-  a'  (3  +  a" a!'  )  x" 
P  = : ^. ' 

'  ac-h  a'  S,"  -+-  a"  &'  .  r  H~  {  rtS"  -)-  «'a'  -t-  «"3)  r'  -f-  i  rt|j'  -i-  a\3  ^  «"a''  i  )•" 
<]= ^. -^ 

_  ^acf.  -+- «' (3"  +  a" (3' )  z  -+-  («(5"-t-«'a:'  +  a"P)  z'  -h  {a^'  -h  a'  ^  ■+  a"a"  ]  z" 
r _ -  ^  -^ 

22.   Considérons  encore  le  même  point  P  déterminé  par  les  cooi'don- 


2A 

an 

-H  «'■/)' -H 

a" 

T," 

2A 

al 

-f- 

a'r-i- 

a" 

r 

SIJU    IJ:S   PYHAMIDES  TKI  ANC  ULMKES. 


i;"!» 


lUM's /^  r/,  /(lu  II"  18,  s;iiis  sii|i|M)scr  (|ii(;  ce  point  soil  le  cfiilic  (\r  l:i 
sphère  circiinscrile,  et  voyons  coniiiicnt  on  peut  (lélcrinincr  hi  distïnicc 
(le  ce  poiiil  à  la  hase  M.M'.M"  de  la  pyrainidc,  c'csl-à-dirc  la  lii^iic  pcipcii- 
diciilaii'c  inciK'c  du  même  point  sur  le  pian  de  cette  base. 

Pour  cida  on  suivra  une  méthode  analogue  à  eelle  du  n"  I  't,  en  reiiiai- 
i|uaiil  seuieiiienl  (pic  la  dislaiicc  du  itoiiil  I'  au  poiiil  (|uclc()ii(pic  .\  du 
plan  MM'iM'  sera  cx|)riincc  par 


(le  sorte  ([u'oii  aura,  en  ('galant  la  (lilT(''reiiti(dlc  de  celle  (piaiilile  ii  /.('ro, 

r(''(|uation 

[s  —  p) ds  +  < t  —  q\dl  +  {u—^  r) du  ^=  o, 

la(|uelle,  eu  substituant  pour  dit  sa  valeur  nids  ^-  lull  iniiiiero  cile  cl 
faisant  sfjparémeni  égaux  ii  zéro  les  eoellicieiils  de  ds  c!  de  ilt.  iloniicra 
ces  deux-ci 

s  ^  j>  +  m  !  it  —  r)  =  o,     l  —  ij  +  n  a  —  /-  :^.  o  ; 
d'où 

s  =^ p  +  nir~  mil,     '       </  ^  "'  ^  ""> 

ce  qui  étant  substitué  dans  réqualion 

u  =  l  -y-  ms  +  Ht, 


on  aura 


et  de  là 


donc 


Il  =z  l  -h  inp  +  1)1- r       m' Il  +  nq  +  li- r  —  n-ii, 


/  4-  mp  -+-  iiq  H-   m-  -h  n'  ]  r 

1  +  m-  ■+-  n' 


u  —  r^ 


l  -+-  mp  -\-  nq  —  r 


I  -I-  m-  +  IV 


mais  en  sui)sliluanl,  dans  la  (piaiilité 


\J{s  —  pi^-h  (  t  —  q?  +  I  H  —  /•■■^ 
poui'  s   ~p  cl  /       '•/,  leurs  valeurs  ci-dessus  —m'u—rj,  -    n(ii~rj. 
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clli'  (Icviclll 


'  n  —  r)  y  I  +  m-  -+-  lï': 

ri   inclliinl  ciicorf  jnnir  u    -  r  la  valciii   (|ii"iiii  \iciil  de  lidiiNcr.  l'Ilc  se 
cliaiiiicra  en  (•cllc-ci 

/  -+-  mp  -+-  nq  —  r 

y/|  -+-  m-  -^  11- 

Siilislilnaiil  iTil'm  ;i  la  |ila(i'  des  qiianlili's  /,  f)i,  n  leurs  \alciiis  du  u"  V.\. 
(lu  aura  la  (|uaulil(' 


A  —  '  g  -4-  g'  +£")/>  —  (■/]+■/;'  +  -n"  )  g  —  (  g  +  g' 


S"  _:    y  ■ 


v(H-^S'  +  r;=  +  :v; 


ou  !)iru,  jiar  les  i'oruiult's  du  u"  1  , 

v'a  -!-  a'  -    a     ^ 


+  -^'  ■</ 


2:'  ^  ;:"  :  /• 


îp'  +  ^î 


(|ui  scia  donc  la  valeur  de  la  perpendiculaire  menée  ilu  point  1'  sur  la 
liasç  MM'M"  de  la  pyramide. 

23.  On  |>eut  déduire  de  cette  même  foiinule  la  valeur  des  trois  autres 
perpendiculaires  qu'on  pourrait  nu'uer  du  même  point  P  sur  les  trois 
faces  latérales  MLM',  MLM",  M'LM"  de  la  pyramide.  Pour  cela  il  sutlil  de 
(■(Uisideirr  (|u'en  faisant  coïncider  successivement  les  points  .M",  M  .  .M 
avec  le  point  L,  le  triangle  MM'M"  prendra  successivement  la  place  des 
triangles  MLM',  MLM",  ^l'L^I";  or  il  est  clair  (|ue  cela  n'exi^ie  autre 
chose  (pu'  de  faire  évanouir  les  coordonnées  x" ,  y" ,  z",  ou  a-',  y',  z\ 
ou  a\  r,  ;;  ainsi  il  n'y  aui'a  (|u!;i  faire  p(uir  le  premier  cas  £,  ;',  r,.  r/.  'Ç. 
'Ç'  nulles  et  par  conséquent  aussi  c/.,  a' ,  fi,  [j\  [j"  et  A  égales  ii  zéro,  jxmr 
le  second  cas  2,  |",  r),  •/)",  Ç,  'Ç"  nulles  et  par  conséquent  a,  a",  fj.  [-j',  f:' 
et  A  égales  à  zéro,  pour  le  troisième  cas  H',  2",  r,\  r," .  »',  T'  et  par  cousé- 
(|uent  y\  rj:\  p,  p',  ^'  et  A  égales  ii  zéro  (1  et  \]\  mais  il  faut  observer 
que  tandis  ([ue  le  triangle  MM'M"  prend  la  place  des  triangles  MLM', 
MLM",  M'LM",  le  point  P  supposé  au  dedans  de  la  pyramide  traverse  le 
plan  de  ce  triangle  et  passe  de  lautre  coté  de  ce  plan,  ce  (|ui  doit  laire 
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('l)aiii^('i' (le  sii;iH' il  rc\|iicssi()ii  de  l;i  |>('i|)('ii(liciilair('  niciicc  du  [Ktiiil  I' 
sur  ce  iiK'iiic  [ilaii;  ddiic  les  Irois  iicrpciidiculaircs  menées  de  <c  |i(iiiit  I' 
sur  les  trois  Cacos  latérales  iMLM',  .ML.M",  M'L.VI"  seront  exprimées  par  les 
i)iianlités  siiivanlcs 

H' 
l'p  -f-  -n'q  +  K'r 


24.  DésiL;nons  pai'  w  la  per|)endi('nlaire  menée  du  point  P,  dont  les 
coordonnées  sont  p,  ry,  r,  sur  la  Itase  MM' M"  de  la  pyramide,  et  par  (j,  p  , 
p"  les  perpendiculaires  menées  du  même  point  P  sur  les  faces  latérales 
M'LM' ,  MLM",  MLM';  ou  aura  par  les  deux  numéros  précédents  les  écjua- 
tious 


V  a  +  «'-(-  a"  -f-  2|3  +  2(3'  -+-  ?-  y 

Ip  -\-  r,q  -^'Çr  _ 

—  —  P' 

ï>  -^  r.'q 


CT, 


va- 


'        ,'. 


=  P  . 


lesquelles  donnent  d'abord  celle-ci 


A  =  55  V  a  +  a'  -I-  a"  +  2  [3  H--  a  (3'  +  2  p"  +  p  ^/a  -+-  p'  \Jc.'  -f-  p"  v'a" , 

qu'on  aurait  pu  trouver  immédiatement  parcelle  eonsidéi'alion  que,  si  du 
point  P  on  mène  aux  quatre  coins  L,  xM,  ^I',  M"  de  la  pyramide  des  droites, 
elles  formeront  quatre  nouvelles  pyramides,  ayant  toutes  leurs  sommets 
au  point  P,  et  ayant  pour  bases  les  quatre  faces  de  la  pyramide  donnée, 
en  sorte  que  celle-ci  se  trouvera  par  là  partagée  en  quatre  autres  pvia- 
mides;  et  par  conséquent  sa  solidité  sera  égale  à  la  somnte  des  solidités 
des  pyramides  partielles  (|ui  la  composent.  Oi'  les  aires  des  faces  de  la 
III.  «6 
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pviiimidc  donnée  sont  (12) 


^z  vV  V^  y  et  H-  g'  +  «"  -f-  2^  H-  2(3'  H-  2^"  . 

■7  2  2  2 

donc,  iiuillipliant  ces  aiics  par  le  tiers  des  |)ci[)endieiilaires  o,  o',  p'  et  tû, 
abaissées  du  point  P  sur  ces  mêmes  faces,  on  aura  les  quantités 


0  \  y.        p' \  a'        p"  v's!"        5T  V  a -+- a' -i- a" -I- 2  ^ -(- 2  (3' -<- 2  ^" 
()  ()  6  6 

ipii  cxprinicroiit  les  solidités  des  (juatre  pyramides  partielles  (|ui  ont  le 
point  1*  pour  sommet  commun  et  les  triangles  .M  L.M",  .AIL.M",  MLM'. 
.MM'.M  pour  liases;  mais  la  somm(!  de  ces  solidités  doit  être  éi^ale  à  la 
s(didile   lotale  de   la   pyramide  donnée,   laquelle  étant   expiimée     IV) 

par  -T^:  on  aura   par  conséquent  l'écpiation  ci-dessus;  ce  (|ui  pourrait 

servir,  s'il  était  nécessaire,  à  (trouver  la  bonté  de  nos  calculs. 

25.  Si  les  trois  perpendiculaires  p,  r/,  o"  étaient  supposées  données  et 
(]iron  vouliil  connaître  la  position  du  point  P  d'où  elles  sont  menées,  il  n'y 
auiail  qu'à  tirer  les  valeurs  des  coordonnées/»,  tj,  /de  ces  trois  écjuations 

cp  -f  nq  ^-  ?/■  :r_  p  ^x, 

l"p  H-  r,"q  -h  r'r^  p"  y  a", 

el  l'on  (rouvcra  pour/>,  </,  /■  des  e\j)ressions  aiialoi^ues  à  celles  du  n"  18 

en  y  cliaiij^caut  X',  Â' .  A"  en  o  \  a,  p'  \v.',  p"  s/c/."  et  a-,  y,  r.  x  ,  y  ,■■■  en  z, 
r,,  '^.  z  ,  r,',...,  ce  (jui  cliange  ces  deruii'rcs  eu  X,  Y,  Z,  X'.  \  ....    i  et  2;, 
c'est-à-dire  en  Aa-,  A)',  A;,  A-r',  A  y',...    3),  et  la  (juanlite  A  en  A-    ôj. 
De  sorte  (ju'on  aura 

p  y  a:.r  +  p'  y  a'  jc'  -+-  p"  y/a"  x" 


_  Pvaj  +  p'yo:'j'+p"v^r" 
""  A  ' 

p  \OLZ  -+-  rj  y  a'  z'  -T-  p"  y' a"  z" 
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26.  Par  là  on  puuira  comiaitrc  si  Von  veut  les  tlislances  de  ee  iiiciik- 
))()iiil  V  aux  angles  L,  M,  M',  .M'  de  la  pyramide  donnée;  ear  conservani 
les  mêmes  dénominations  du  n"  18,  on  aura  par  la  substitution  des  v;i- 
leurs  précédentes  de  p,  </,  r\  et  d'après  les  formules  du  n"  1, 


.  _  ap-ix  -h  a'p'^a'  ■+  a"p"'a"  -I-  ih" pç>'  sjaa.'  -f-  -ib'pp"  ^ccac"  -h  ibp'p"  y'aV' 
j  ,_-  _  , 

,         ap  \/a  ^-  b"p'  sja.'  -!-  b'p"  \jc/." 
/,  _    ^^ , 

, ,       b"pJa-\-  a'p'  Ja'  -+-  b p"  \,tor." 
I,  = ^ , 

.„ b'p  \ja.-in  bp'  \Ja.'  -i-  a"p"  y'a" 


un 


A 

/, 

2 

^, 

// 

_  a' 

2 

^^\ 

/,' 

n' 

'  +  /- 

~   g" 

f,  g,  g' -,  g'  eUuil  les  carres  des  distances  clicichecs. 

27.  Réciproquement,  si  ces  distances  étant  données  on  voulait  con- 
naître les  perpendiculaires  p,  o' ,  p",  il  n'y  aurait  (ju'à  les  tirer,  par  l'éli- 
mination, des  trois  dernières  équations  ci-dessus;  et  pour  cela  on  reniai- 
quera  que,  si  dans  les  trois  équations  du  n"  18  on  change  p.  q.  r  on 

O  l/a        p'  Sly-  p"  \i^'  ,  ,  I  :  Il  II  II  Ir       II       1,  ■       1 

'-^1  ^  ■>  ■ — ^- — 1  et  X-,  y,  z,  X  ,  )'  ,  z  ,  X  ,  y  ,  z  en  «,  h  .  I>  ,  b  .  a  .  h. 
b  ,  />,  a  ,  elles  deviennent  les  précédentes;  d'où  il  s'ensuit  qu'on  aura  pour 
^-ir-1  \  ■<  \  les  mêmes  expressions  qu  on  a  trouvées  dans  le  nu- 
méro cité  pour/>,  y,  /•,  en  y  échangeant  seulement  x,  y,  z,  x' ,...  en  a, 
b".  b\  h' Or'  par  ces  échanges  les  quantités  £,  ç',  |",  •/;,  r,' ,  r/',  Ç,  T, 
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;   (lêvit'iinent    1 ,  ^,  fi",  fi>',  jS",  «',  (3,  [r,' ,  fi,  y" ,  et  la  quantité 

devient 

a  a!  a'  -^  ib  h'b"  —  ah-  —  a'b'-  —  a"h"-  -  A-  ; 

c'est  poiu'iiiioi  on  ;uira,  après  avoir  multiplié  par  A. 

a^-(-3'7.'-(- 57." 


;^v-   -                 _^ 

P'I.^.},' 

^pi." 

/v^  -               A 

„    —      37,- -^3  A-' 

^orJh- 

28.  Les  formules  qu'on  vient  de  trouver  dans  les  numéros  précédents 
peuvent  seivir  à  résoudre  avec  beaucoup  de  facilité  le  Problème,  où  il 
s'agirait  de  trouver  dans  l'intérieur  d'une  pyramide  donnée  un  point  tel. 
que  menant  de  ce  point  aux  quatre  angles  de  la  pyramide  des  lignes  droites 
qui  la  partageassent  en  quatre  autres  pyramides  ayant  ce  point  pour  som- 
met et  les  faces  de  la  pyramide  donnée  pour  bases,  ces  pyramides  partielles 
fussent  entre  elles  dans  des  rapports  donnés. 

Soient  les  rapports  de  ces  quatre  pyramides  partielles  à  la  pvrauiide 

totale  donnée  exprimes  par  les  quautités  a,  a',  u."  et  v.  en  sorte  que  l'on 

ait 

•X  -T-  u.'  -f-  II."  -^  V  :^  I  ; 

donc,  par  ce  {|ue  l'on  a  dit  dans  le  n"  21,  on  aura 


ro  V  2  —  a'  -;-  x'  -1-  2  3  -f-  2  3'  -1-  2  3"  =:  V  A  : 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  des  (|uantites /y,  q,  r 
du  n"  25,  on  aura  sur-le-cliamp.  pour  la  deîerminalinu  du  point  cherclié, 
ces  trois  coordonnées  rectangles 

p  :=  ux  -^  y.'x'  -T-  y.'x", 
q  =  u.y  -T-  y'  y'  -h  y" y", 
r  ^  uz  -r-  -J.'z'  -f-  -j/'z". 
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«+/-fe _ 


Kt  si  l'on  vent  (létermiiiiT  ce  |i(iiiii  pur  ses  dishiiiccs  \  /',  \lg,  \'g',  \g" 
;ui  sommet el  aux  trois angli's  de  la  Ikisc  de  la  |iviaiiiiili'  (iiiiinr'i',  mi  aiiia, 
|iiir  les  l'iirniiili's  du  n"  2(), 

f-—  au}  +  a'a-  +  a"fj."-  -+-  ib"  au'  -+-  7.b'  u-fi"  -j-  7.b  y.'a", 

au.  -+-  b"u.'-\-  b'u." , 

«'  +  f—  s'        ,„  .    .       i    " 
!i 5_  ^  ft"u  -(-  au-  +  bu.  , 

2  1.1 

^ 2-  =z  bu-  +  bu.  A-a  u.  . 

a  ' 

29.   Si  maiiitoiiaiit  on  suppose  dans  les  t'oi'nuilcs  du  u"  2'i- 

73  =  p  =:  p'  =^  p", 

il  est  elair  que  le  point  P  deviendra  le  (•cnlrc  di'  la  >plifit'  insiiitr  ii  la 
pyramide,  et  (jue  r?  en  sera  le  rayon;  ainsi  ri'(inalion  dr  rc  nienic  numéro 
donnera  sur-le-diauii) 

A 

XS  =    ^= zz ^ p=» 

\  fi)  -i-  y'a  -^  \  a:'  -f-  y'a" 

en  faisant,  pour  altréger, 

r.)  :=  j;  +  a'  -f-  3!"  -+-  2  j3  H-  2  (3'  -r-  t  ^" . 

Ensuite  on  aura  25  pour  la  détcrniinalion  du  cenlre'  dr  la  sjdiiMr  les 
coordonnées 

_X\ja.-k-x'  \laJ  +^'V<^' 
y  6)  -f-^y/a  +  ^^  H-  Va" 

y  \.X  -i-  )•' ya'  -i-  >■"  v»" 

q  =  •-= -•= ^ ^, 

y  M  -!-  yi  a:  -h  y  a  +  v  ^ 

5  y  a:  ^  s'  V  a'  -1-  z"  \  x" 

y'w  —  \  a:  -+-  ya'  ^"  v'^ 

Kt.  si  Vni)  veut  d(''[erniiner  ce  point  par  les  distance-^  \  f.  \  g.  \g\  \  g" 
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aux  angles  dv  la  pyramide,  ou  aura  (26^ 


/ 


ax  —  a' Cf.'  -i-  a  x   -i-  ai"  »  a  oc'  —  2  b'  \  x  x   -i-  2 b  < 


(v/o)  H-  v'a  -4-  y/a'  -r-  va")' 

2 

-  §■  a  ^x  —  b"  i^x  —  b\  x" 

«'-/- 

-  ^'        //' y  a -^  a\  2' —  6  y  a'' 

~  v'^  -!-  V'a  -f-  y/a'  H-  y/x" 

a'  -^-f —  g" b'  \^x  —  b  y  x'  H-  rt"y  a' 

30.  Dans  loules  ces  formules  il  faut  prendre  les  radicaux  \ 'u ,  \c/. 
\  z',  \  vJ  positifs,  pour  avoir  véritablement  le  cas  d'une  sphère  inscrite 
dans  la  pyramide:  mais  il  est  remarquable  qu'en  prenant  l'un  de  ces 
mêmes  radicaux  négatif  on  aura  le  cas  où  la  sphère  tomberait  hors  de 
la  pyramide,  et  toucherait  en  même  temps  une  de  ses  faces  en  dehors,  et 
les  plans  des  trois  autres  faces  prolongés;  et  en  particulier  la  face  tou- 
chée en  dehors  par  la  sphère  sera  celle  dont  l'aire  sera  représentée  par 
la  moitié  du  radical  auquel  on  donnera  le  signe  négatif  f  12;.  C'est  de 
(juoi  on  peut  se  convaincre  en  réfléchissant  sur  la  nature  de  nos  formules 
et  de  notre  Analyse,  sans  qu'il  soit  nécessaire  que  nous  entrions  là-des- 
sus dans  aucun  détail. 

31 .  Venons  maintenant  à  la  considération  du  centime  de  ijrravité  de  notre 
|)yramide,  et  pour  en  trouver  la  position  nous  remarquerons  que  si  l'on 
fait  passer  par  un  quelconque  des  côtés  de  la  pyramide  un  plan  qui  coupe 
le  côté  opposé  en  deux  également,  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  se 
trouvera  nécessairement  dans  ce  plan;  c'est  ce  qui  se  démontre  facilement 
par  les  principes  de  Mécanique.  Or  comme  trois  plans  différents  ne  peu- 
vent se  couper  qu'en  un  seul  point,  il  suflii'a  donc  de  considérer  trois  des 
plans  dont  nous  venons  de  parler  et  de  chercher  le  point  ([ui  leur  sera 
commun.  Xous  imaginerons  pour  cela  qu'on  mène  par  les  trois  côtés  de 
la  base  de  la  pyramide  trois  plans  qui  coupent  les  côtés  opposés  des  faces 
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laléralos  |t;ir  le  milieu:  nous  cliéi'cherons  l'équation  di'  cliacun  de  ces 
plans  et  nous  on  déduirons  ensuite  aisément  la  positiiui  du  point  (  luu- 
inun,  (|ui  sera  pai-  eonsé(]nont  le  ccutrc  de  gravité  eherclié. 

32.  Considérons  d'alxu'd  le  plan  cpii  passerait  pai'  le  coté  M'M    de  la 

hase  et  cpii  eouperail  par  le  milieu  le  côté  LM  qui  va  du  sommet  L  ii 

l'antic  angle  M  de  la  base;  et,  n(uumant,  comme  dans  le  n"  13,  s,  /,  u  les 

coordonnées  rectangles  des  points  de  ce  plan,  ou  aura  une  é(pialiou  de 

la  fVuine 

u-^'k-h  as  -h  vt, 

/.,  [j.,  V  étant  des  constantes  dépendantes  de  la  position  du  plan. 

Pour  déterminer  ces  constantes  on  remarquera  que,  comme  le  plan  est 
supposé  passer  par  les  points  M',  M"  de  la  base  de  la  pyramide,  pour  les- 
quels les  coordonnées  rectangles  sont  x' ,  y',  ;',  x",  y",  z"  (9),  on  aura 
d'abord  ces  deux  équations 

z'  ^^7.-V-  u.  x'  -+-  yy', 
z"  =  >.-4-  y.x"  -h  y  y". 

Knsuite,  comme  on  veut  (jue  ce  plan  passe  aussi  par  le  milieu  de  la 
ligne  LM  menée  du  point  L,  qui  est  l'origine  des  coordonnées,  au  point  M, 
pour  lequel  les  coordonnées  rectangles  sont  x,  v,  z,  on  considérera  que 
ce  point  du  milieu  de  la  ligne  LM  sera  nécessairement  déterminé  par  les 

coordonnées  rectancrles  —i  —5  -•,  de  sorte  (ju'on  aura  cette  troisii-me 
équation 

z        ,         ax         vr 
222 

ou  bien,  en  multipliant  par  2. 

z  :=  2X  -h  ax  -+-  V  )■. 

Cette  équation  étant  retranchée  des  deux  précédentes  multipliées  par  2, 
on  aura 

2Z'  —  Z  =   U.{ix'  —  x)  -t-  V(2J-'   —.)••!, 

-îz" -- Z  ^=  u.'.ix"  —  X    +y{i.)-" — y). 
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(l'oi'i  r<iii  lire 

{1Z'    —   Z){'îf"  —  y)  —    (IZ"  —    Z:  (2J-'  —    )- 

'         {ix'  —  x)  (  ly"  —  y)  —  (  2x"  —  x)\  •i.y'  —  y 
[iz'  —  z]\ix"  —  x)  —  [iz"  —  z){ix'  —  X  ; 


(•ix" —  x)  [iy'  —  y)  —  (2x'  —  x){t.y"  —  y) 
t'i  (l('vi'l<i|)paiit  les  termes  (1) 

_        2i-»-r-i^|^        ^_        2/,  -4-  -/;'  +  -/;" 


Eiisiiilc  im  aiii'a  l'7; 

3/  —  z  —  U.X  —  vy 

_  z{2Ç -f- ^'-1- Ç"; -1- a;(2^ -h  ^'-H  2"j -+- r{2-/i -l-y;' +  ■/;";   _  aA 

^  2Ç+Ç'  +  r         "^  " 

l't  par  cuiiséquent 

A 


S77» 


De  soitr  (|iie  l'c([uation  du  plan  (Umt  i!  s'agit  sera,  en  inultipliaiil  |>ar 

2^+  ^'4-  'Ç ,  et  transposant  les  ternies, 

A  =-  :  2ç  -f-  t'  -I-  2"    .$  +  (2-/;  -f-  •/■,'  +  ■/;"  '/-,-!  2?  -(-  r  -f-  Ç"  I  u. 

33.  On  trouvera  de  la  nièuie  manière  l'équation  du  plan  qui  pa.s>erail 
par  le  eoté  MM"  de  la  base  et  qui  eouperait  le  côté  opposé  LM',  ainsi  (juc 
celle  du  plan  (|ui.  passant  par  le  coté  .AIM'de  la  hase,  eouperait  le  cote  LM'  ; 
mais  sans  l'aire  pour  cela  un  nouveau  calcul  il  sullira  de  changer  dans 
r(''(|uati(in  ci-dessus  les  coordonnées  x,  y,  :■  en  œ',  v',  z'  et  vice  versa  .pour 
le  premier  cas,  et  en  .r",  y",  ;'  et  rice  versa  pour  le  second  cas.  Or  pai 
premier  de  ces  changements  les  quantités  :,  i',  :'  se  changent  en  —  =  . 

—  ç,  —  2';  de  même  les  quantités?;,  r,' ,  r," ,  'Ç,  'Ç ,  'Ç"  se  changent  en  —r/, 

—  ï;,  —  vj",  —  r,  —  Ç.  —  'Ç",  et  la  (juantité  A  se  change  en  —  A.  Et  par 
le  second  de  ces  changements  les  quantités  2,  S',  |",  ■/;,  r/,  c' ,  'Ç,  T,  ».  A 
se  changent  en  —  ;",  —  |',  —  |,  —r/',  —r/,  —n,  —Z",  —'Ç\  —  ?.  —A. 
C'est  ce  qu'on  pcul  voir  aisément  par  les  formules  des  n°"  1  et  3. 

.Ainsi  l'on  aura  pour  les  é(|uations  des  deux  plans  dont  nous  venons  de 


e 
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piirlci',  ;i|)i{'S  y  îivoir  cliim;;!'  les  signes, 

A  =::  (^  +  2  ^'  -t-  5"  )  i  +  (  7)   +  2//  -t-  ïi"  )  <  H-  (  Ç  +  2  ?'  -+-  Ç"  )  M, 
A  —  (^  -t-  ^'-1-  2^")  s   -H  (y,   +  y,'  -H  ay,")  <  +  (  Ç  +  Ç'  -4-  2  Ç"  ;  M. 

3'i.  Or,  dans  le  point  ((iiniium  :iii\  (rois  plans,  los  coordonnoi's .«,  /,  ii 
doivent  être  les  mêmes;  c'est  pourquoi  il  n'y  auia  cpi'à  lirer  les  valeurs 
de  ces  trois  quantités  des  trois  é(|uations  (]ue  nous  venons  de  trouver,  et 
l'on  aura  les  coordonnées  qui  déterminent  le  point  d'intersection  des 
trois  plans  en  question.  Pour  cela  je  retranche  d'abord  des  deux  é(|ua- 
tions  du  numéro  précédent  celli'  du  n"  32,  et  j'ai  ces  deux-ci 

Ci'  -T:  «  +  (>;'  —r,)t  +  CC  —  'Ç]u  =  o, 
(T  —  2 ) 4  +  i vi"  -  Tî  !  /  -h  (T  —  ?)  «  =  o, 

d'où  je  lire  Cacilenient 

i.  ~  _  iX'  -K}(r,"--n:  -(K"-K}:-n'  --o: 

«  c   —  c  i  [r,"  ~  r.  :  —  i'i"  —  l)  {yi'  —  v) 

M  U"  -  ?  )  (■/!'-  -1  ^  -  (g'  -  ?)  (^"  -•/!)' 

c'esl-à-dirc,  en  développant  les  termes  et  employant  les  sul)stilulions  du 
n'^  2. 


s 


X  -r-  X'  +  X"        /        Y  -h  Y'  H-  Y" 


ou  bien  (3) 


u        Z  -)-  Z'  +  Z"        M        Z  H-  Z'  -4-  Z' 


*        ,r  -h  x'  -I-  a;"         / 


«         z  -T-  z  +  2  «< 


Substituant  les  valeurs  de  s  et  de  /  tirées  de  ces  é(|ualions  dans  (elle  du 
n"  32,  on  en  déduira  la  valeui-  de  //,  laciuellc  sera 

A(z-(-z'-i-z") ■ 

"  "^  (aE  -H  ï' -H  ^")  [x  -1-  x'  +  .r")  -f-  ('^n  -h  r/ -H  y]")  (.)  -i-.r'-i-.-»  ")  -H  (ai:  +  £'-(-  £" )  (z  H-  z'-,-  z")  ' 

mais  le  dénominateur  de  cette  formule  se  réduit  parles  équations  du  n"  7 

à  4A;  de  sorte  (ju'on  aura,  pour  les  coordonnées  ,v.  /,  //  (jui  répondent  au 

III.  «7* 
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centre  de  i;i;ivi(e  de  la  pviaiiiide,  ces  expressions  fort  simples 

X  -i~  x'  -h-  x"  y  +  y'  4-  y"  z  -t-  z'  -f-  z'' 


4  4  4 

35.  Si  l'on  imagine  (jn'il  y  ail  aux  (jualro  coins  de  la  pyramide  des 
corps  de  masses  quelconques  égales  entre  elles,  il  est  visible  (|ue  le  luo- 
meiii  (le  ces  corps,  que  je  suppose  égaux  à  Q,  pai'  rappoit  a  un  plan  pas- 
sant par  le  sommet  de  la  pyramide  et  perpendiculaire  ;i  l'axe  des  x,  sera 

Q  (  X  -i-  x'  -h  x"  ), 

ce  (jui,  étant  divisé  par  la  somme  des  masses  'jQ,  donnera 

4 

pour  la  distance  du  centi'c  de  gravité  de  ces  (juatre  c(ups  au  même  plan. 
On  trouveia  de  même  (|ue  la  distance  du  même  centre  au  plan  passant 
par  le  sommet  et  perpendiculaire  à  l'axe  des  y  sera  expiimée  par 

Y  -r  r'  +  )■•'' 


4 

et  (ju'entin  la  distance  de  ce  même  centre  au  [)laii  pa.ssaut  par  le  somme 
et  perpendiculaire  ii  l'axe  de  ;  sera 


Or  ces  distances  ne  sont  autre  chose  que  les  coordonnées  rectangles  (|ui 
déterminent  la  position  du  centre  dont  il  s'agit  par  rapp(u"t  aux  mêmes 
axes;  donc  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  des  ([uatre  coips  Q  pla- 
cés aux  quatre  coins  de  la  pyramide  sont  (numéro  précédent  les  mêmes 
que  celles  du  centre  de  gravité  de  toute  la  pyramide;  par  conséquent  ces 
deux  centres  coïncident,  ce  (jui  fournit  ce  Tliéori'me  de  Stati(iue  assez  re- 
mai(|ua!)le  pai'  sa  simplicité  :  Le  centre  de  gravilc  de  toute  pyramide  tria n- 
•^iilaire  est  le  même  que  celui  de  quatre  corps  égau.i-  qu'on  imaginerait  pla- 
cés au.r  quatre  angles  de  la  pyramide. 

36.   Si  l'on  veut  déterminer  la  position  du  centre  de  gravité  par  ses 
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flislancos  iiiix  (|iKilrc  coins  de  la  ityramidc,  iiiiiniiwml  9  le  carré  de  la  dis- 
tance (le  ce  cciilrc  an  sunniicl ,  ot  ■!/,  ']/',  'li"  les  carrés  de  ses  distances  aux 
trois  anijles  .M,  M',  M   de  la  l)ase,  on  aura 

9    —  s'  -h  /'  +  H»,  "; 

^   —  {x  —sY+ix   —tj^+{z   —  U?, 
•^f'  =  (a;'  —sYA-{y'  —  0'+(2'  —  u?, 

Y  —  (^"-s?  +  [r"—ty+.z"-  «)'; 

donc,  substituant  pour  s,  t,  u  les  valeurs  ci-dessus.  develo|ipaiit  les 
termes  et  faisant  les  sul>stitutions  du  n"  1.  on  aura 


? 

= 

a  -+-  a' 

'  -4-  a"  -t-  ?.  (  6  4- 

6'  + 

6"> 

iG 

>ll 

= 

9« 

-f- 

«'  -+-  a" 

■-)-2f6- 

-3// 

-36") 

16 

4^' 

= 

a  -! 

-9 

a'  +  a" 

■-f-2(- 

3^4-6'—  36") 

16 

,1," 

a-r 

-a' 

+  9«" 

-H2(- 

36- 

36' -h  6") 

37.  On  pourrait  cherciier  maintenant  à  déterminer  la  position  mu- 
tuelle des  trois  points  que  nous  venons  de  considérer  dans  la  pvramide, 
c'est-à-dire  le  centre  de  la  sphère  circonscrite,  le  centre  de  la  sphère  in- 
scrite et  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  même,  et  il  est  clair  que  si, 
pour  distinguer  les  coordonnées  des  centres  des  deux  splières,  on  désigne 
par  /,  m,  n  celles  du  centre  de  la  sphère  circonscrite  que  nous  avons  dé- 
signées par/),  q,  r  (21),  et  que  l'on  conserve  ces  dernières  lettres  pour 
marquer  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  inscrite  ainsi  qu'on  en  a 
usé  (29),  il  est  clair,  dis-je,  qu'on  aura 

,  /  —  p  r  -^    m  —  q  '  -I-  (  «  —  r  ,"- 

pour  le  carré  de  la  distance  entre  les  centres  des  deux  sphères,  l'une  in- 
scrite, l'autre  circonscrite, 

/  —  s  )-  -h  {m—  tY-h{n  —  H  ■ 

87. 
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pdur  Ir  r:\rvr  ilc  hi  distance  eiitrc  Ir  centre  de  Ifi  sphère  cireonserite  et  le 
cenlie  de  j^ravité,  el  enfin 

/)  —  sf-h  [q  —  ty  +  [r—  uf 

pour  le  earré  de  la  distance  entre  le  centre  de  la  sphère  incrite  el  le  même 
centre  de  gravité.  Or  faisant  dans  ces  expressions  les  substitutions  des 
valeurs  de  l,m,  ri,p,  q,...  (21 ,  29,  34j,  et  développant  ensuite  les  termes 
on  trouvera,  à  l'aide  des  formules  du  u"  1,  des  quantités  indépendantes 
des  coordounées  .v,  y,  z-,  x' ,  y', ...  et  qui  seront  uniquement  des  fonc- 
tions de  a,  (I  .  a",  b,  b  ,  h',  c'est-ii-dire  des  cotés  de  la  pyramide.  Par  le 
moyen  de  ces  formules  (>t  de  celles  (|ue  nous  avons  trouvées  précédem- 
ment on  [)ouria  résoudre  diil'erenls  Prohièmes  curieux  et  nouveaux  sur 
les  pyramides  triaugulaii'cs;  mais  en  voila  assez  sur  un  sujet  que  je  n'ai 
presque  traité  que  pour  donner  iiii  c\em|)le  de  l'application  de  l'Analyse 
à  ces  sortes  de  recherches. 


|{|<CIIIÎRCIII-;S  D'AUITIIMÉTIQIIE. 


IIECIIEItCIIES  irAUITIIMÉTIQUE. 


\Nnitveaux  Mi'iiioiirs  de  V AcmU'-niif  nivolc  dis  Sciences  cl  Brltc^-l.clii 
de  Briliii,  années  177J  et  1773  (*).] 


PREMIER  H   PARTIE. 

(À's  Rcchorclies  ont  pour  ohjcl  les  noinljics  qui  peuvcul  vAw  rc|)icst'ii- 
lés  par  la  formule 

où  B,  C,  I)  sont  supposés  des  nombres  entiers  donnés,  cl  /,  n  des  nonihics 
aussi  entiers,  mais  indéterminés.  Je  donnerai  d'altord  la  manii'rcde  trou- 
ver toutes  les  différentes  formes  dont  les  diviseurs  de  ces  sortes  de  nom- 
bres sont  susceptibles;  je  donnerai  ensuite  une  méthode  pour  réduire  ces 
formes  au  plus  petit  nombre  possible;  je  montrerai  comment  on  en  peut 
dresser  des  Tables  pour  la  prati(|ue,  et  je  ferai  voir  l'usage  de  ces  Tables 
dans  la  recherche  des  diviseurs  des  nombres.  Je  donnerai  enfin  la  dé- 
monstration de  plusieurs  Théorèmes  sur  les  nombres  premiers  de  la 
même  forme  B/-  +  C/«  +  Dm-,  dont  ([uelques-uns  sont  déjà  connus, 
mais  n'ont  pas  encore  été  démontrés,  et  dont  les  autres  sont  entièrement 
nouveaux. 

1 .  Avertissement.  —  On  suppose  toujours  dans  la  suite  que  toutes  les 
lettres  désignent  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  et  l'on  repré- 
sentera ordinairement  par  les  premières  lettres  de  l'alphabet  les  nombres 
donnés,  et  par  les  dernières  les  nombres  indéterminés. 

(*)  La  première  Partie  de  ce  Mémoire  a  été  insérée  dans  le  volume  de  1773,  la  seconde 
Partie  dans  le  volnme  de  1775.  [Note  dr  rÉdilcur.) 


()!)o  H  !•  CHERCHES 

2.  OissEKVAi  H)-\.  —  l.;i  l'niimilc  du  pi'crnici-  (lci;i'(''  B/  +  C//,  oii  H  el  C 
sont  (les  noiiilircs  (|Ut'l(oii(|iu's  doiiiirs  cl  |iiçiiiit'i-s  entre  eux,  peut  repré- 
seiilei- un  iioiiihre  quelcon(|ue;  niais  il  n'en  est  pas  de  mènie  de  la  for- 
mule du  second  degré  Bt-  -h  i'Ju  -f-  D//'-;  car  nous  avons  prouvé  ailleurs 
h^ovez  les  3fémoires  de  l' Académie  pour  les  années  i  7^7  et  17G8  [' ]\  que 

l'écpiation 

A  — B/   --Cm 

est   l(iu jours  i'es(dulile  en  nombres  entiers,  (|uels  (pie  soieni   les  noiii- 

hres  A.  B,  (1,  |H)urvu  <jue  les  deux  derniers  soient  premiers  entre  eux; 

mais  ipie  l'éipialioii 

A  =  B/=  +  C/«  -:-  D«= 

ne  l'esl  (pie  dans  ( crtains  cas,  et  lorsque  certaines  conditions  ont  lieu 
entre  les  nombres  donnés  A.  B,  C,  D.  On  doit  dire  la  même  chose,  ii  plus 
forte  raison,  des  formules  du  troisième  degré  et  au  delà. 

;{.  ScoLiii.—  Il  V  a  donc  une  grande  différence  entre  les  formules  du 
premier  degré  et  celles  des  degrés  supérieurs,  celles-lii  pcmvani  repré- 
senter tous  les  nombres  possibles,  au  lieu  (pie  celles-ci  ne  peuvent  rej.wé- 
senter(|ue  certains  nombres  qui  doivent  être  distingués  de  tous  les  autres 
par  des  caractères  particuliers.  De  très-grands  Géomètres  ont  d(''jii  consi- 
dère les  propriétés  des  nombres  ([ui  [leuvent  être  représentés  par  quei- 
(pies-unes  des  formules  du  second  degré  ou  des  degrés  ultérieurs,  comme 
c(dles-('i 

t'  -i-  IV,     t-  -^  ■).  a-,     /■'  ^  3  II-,     I'  -■-  ii\     I*  H-  ii\ .... 

Voyez  les  Ouvrages  de  M.  Fermât  et  les  Nouveiaix  Comnicnlciircs  de 
Péteishourg,  {.  1.  1\  .  \  .  VI.  \  lil  .  .Mais  peis(mne,  (pie  je  sache,  n'a  eii- 
coïc  traité  cette  matii're  d'une  manière  dii'ecte  et  "énéi'ale.  ni  donne  des 
règles  |MMir  trouver  ri' /j/y'o/V  les  principales  propriétés  des  nombics  qui 
peuvent  se  rajqiorter  à  des  tormules  (|uelcon(jues  données. 

Comme  ce  sujet  est  un  des  plus  curieux  de  l'Arithmétique,  et  qu'il 
mérite  |iarticuli('reni(iit  ratteiition  des  Géomi'tres  par  les  grandes  dilli- 

i'  I   OKuvri's  (le  Liii^riinnf,  t.  11 .  p.  j--  i'\  653. 
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cultés  (|ii'il  rciiCcrinc,  je  vais  h'iclici'  de  la  Iraitcr  |ilus  à  fond  qii'dii  ne  l'a 
encore  fait;  mais  je  me  liorncrai  pour  le  présent  aux  foiinules  du  seconti 
degré,  et  je  conimenecrai  par  examiner  quelle  doit  èlrc  la  foruic  des  di- 
viseurs des  nfunhres  (|ui  peuvent  être  exprimés  par  ces  sortes  de  formules. 

TniiouÈME  I. 

4.  Si  le  nombre  A  est  un  (liviseur  d'un  nombre  représente  jKir  la  jornude 

B/^-f-C?«<  I-  Dm», 

en  supposant  l  et  u  premiers  entre  eux,  je  dis  que  ce  nombre  A  sera  nécessai- 
rement de  la  forme 

A  =  Ls=  +  Mm-  -^  ^x\ 
où  l'on  aura 

4LN  -M'=4BD-CS 

s  et  X  étant  aussi  premiers  entre  eux. 

(Sursoit  a  le  quotient  de  la  division  de  B/'-+  Ctu  +  Dir  par  A,  eu  sorte 

(|u'on  ait 

Aa  —  Bt-  ~  Clu  -,  I)«=, 

et  soit  b  la  plus  grande  commune  mesure  entre  a  et  u  (si  a  et  //  sont  pre- 
miers entre  eux,  on  aura  />  =  i),  de  manière  qu'en  faisant 

(i  =  hv,     u  --—  lis, 

c  et  s  soient  pi-eniicrs  entre  eux;  on  aura  donc 

Abv  =  Bt'-\Chts-r^  Bb's'; 

par  conséquent  B/-  sera  divisible  par  />;  mais  t  et  u  étant  premiers  entre 
eux  (hypothèse).  <  sera  aussi  premier  à  b,  qui  est  un  diviseur  de  //;  donc 
il  faudra  que  B  soit  divisible  pa'r  b;  de  sorte  (ju'oii  aura  B  =  Kb,  et 
ré(juation  étant  divisée  par  b,  elle  deviendra 

Ac^Er-hCts-^Ubs'. 

Maintenant,  puisque  c  et  s  sont  premiers  entre  eux,  on  peut  supposer 
(par  l'Observation  précédente) 

t  =  9s  -f-  c.r, 

m.  88 
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If  i|in.  phiiit  siil)slilU('.  iloiiiicra 

Ac^   E6=-f-  CÔH-  Dèjs^+  [-xEec-hCcisx-  -i-Ec-x'-, 

(li'soi'lf  (|ii'il  lautlriKjue  le  nombre  (E5^  -r-C5  4-  D/>;.«^  soit  divisible  parc; 
et  coiniiif  c  i'[  s  sont  premiers  entre  eux,  il  faudra  (jue  EO'-  -i-  CO  -r-  Db 
soit  divisible  parc;  done  divisant  toute  ré([uation  parc,  et  faisant 

L= 5      i\I  =  2E9h-C,      N=Ec, 

c 

on  aura 

A  =  Li'  H-  M  SX  -h  N  r^ 

()r4LN  -M- sera  égal  à 

4E   E6=  +  Ce  +  Dft)-    ?.E0-|-C/-'=4ED/;- C'=  4BD  — C% 

il  cause  de  B  =  E/>.  Done,  ele. 

Maintenant,  lomine  t  el  //  sont  premiers  entre  eux  flivpotbése,,  /  et  ,ç 
le  seront  aussi,  a  cause  de  u  =  bs:  mais  si  jc  et  .s-  n'étaient  pas  premiers 
entre  eux,  il  est  clair  cjue  /  devr'ait  être  divisible  par  leur  plus  grande 
commune  mesure,  à  cause  de  /  ==  5s^cx;  ce  qui  ne  pouvant  être,  il 
s'ensuit  (|ue  x  et  s  seront  nécessairement  premiers  entre  eux  si  /  et  u  le 
sont. 

TniioRÈME  II. 

5.   Ton  le  formule  du  second  degré  telle  que  celle-ci 

Li^-i-Mî.r  -I-  Sx-, 

duns  la([uelle  .M  est  plus  grand  que  L  ou  N  abstraction  faite  des  signes 
de  ces  quantités  •,  peut  se  transformer  en  une  autre  du  même  degré,  comme 

ilans  laquelle  on  aura 

4L  N        M    =4LN-M% 

el  où  >!'  sera  plus  petit  que  >l. 
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{'.-.w  soil  par  exemple  M  ~_     L,  mi  l'eiii 

s  =  mx  ^-  s', 
cl  lit  luiiiiiile  proposée  deviendra 

(  L»i'  -I-  M  m  4-  N)  ar'  +    2  Lm  -f  M  \  xs'  -t-  L«'-, 
ou  liien,  eii  ehangeaiil  :v  en  x' , 

oii  l'on  anra 

L'=L, 

M'=aL/n  +  M, 

N'  =  L  wi-  -t-  M  w  +  N , 

(le  sorte  tju'on  aura  il'abord,  i]nel  (|ue  soit  le  nonilire  ///, 

4L'N  -M'  =  4L  Lm=-i-Mm  +  N    -    2Lm  +  M)^r=4LN  -  M^ 

Or,  puisque  L  est  moindre  que  .M  ^lypothèsej,  il  est  clair  qu'on  pcul  de- 
terniiner  le  nombre  m  en  sorte  que  2Lm  -l-  M  devienne  moindre  <|uc  M  : 
done,  etc. 

6.  Corollaire  I.  —  Donc,  si  dans  la  transformée 

Us'-  H-  Ws'x'  -T-  N',r'-, 

l'un  des  nombres  L'  ou  >"  est  moindre  que  M',  on  pouiia  parxcnir  à  une 
autre  transformée  telle  que 

L"5"^  -t-  M"5>"  -(-  N"jr"S 
dans  laquelle  on  aura  par'eillenu'ut 

4L"N"  -  M"'  =  4L'N'  -  M'^  =  4LN  -  W, 

et  où  M"  sera  plus  petit  que  M',  et  ainsi  de  suite;  donc,  coninu'  la  série 

des  nombres 

-M,  M',  M',... 

88. 
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ne  saurait  aller  à  l'iiituii,  a  cause  que  ces  nombres  duivenl  être  tous  en- 
tiers et  décroissants  de  l'un  à  l'autre,  il  faudra  nécessaiiement  t\nnu  ar- 
rive à  une  transformée,  que  je  représenterai  ainsi 

Pr'-+-Qrz  -  Rz-, 

dans  lacjuelle  Q  ne  sera  pas  plus  grand  que  P,  ni  (|ue  K,  et  oii  l'on  aura 

4  PR  -  Q=      4  LN  -  M-. 

1.  Coiioi.LAiRE  II.  —  Si  les  nombres  s  et  x  de  la  formule  proposée 
sont  |)remiers  entre  eux,  il  est  clair  que  les  nombres  s'  et  x'  de  la  Irans- 
formée  seront  aussi  premiers  entre  eux;  car  si  ceux-ci  ne  l'étaient  pas  il 
faudrait,  à  cause  de  x'  ^  x  et  de  s  =  mx  ^  y  ,  (jue  s  fût  divisible  par  la 
plus  i>rande  commune  mesure  entre  s'  et  x. 

Donc  les  nombres  s"  et  x"  de  la  seconde  transformée  seront  aussi  par 
la  même  raison  premiers  entre  eux,  el  ainsi  de  suite:  d'où  l'on  peut  con- 
clure que  les  nombres  r  et  z  de  la  dernière  transformée  seront  nécessai- 
iement premiers  entre  eux,  si  les  nombres,*  et  x  le  sont. 

Théorèmk  III. 

S.   Si  A  esl  un  dniseiu  d'un  nombre  de  la  forme 

Br-^Ctii  -^  \)ir, 

/  el  u  èta ni  premiers  entre  eux,  je  dis  que  ce  nomhre  A  sera  nécessairement 
de  la  forme 

y  et  z  étant  aussi  premiers  entre  eux.  et  P,  Q,  R  étant  tels,  qu  un  ait 

4PR  -Q=z^  4BI)-  (?, 

et  de  plus  O  n'étant  ni  plus  grand  que  P  ni  plus  grand  que  H.  abstraction 
faite  des  signes  de  P,  Q  e/  R. 

La  démonstration  de  ce  Tbéorème  suit  nalurtdlenienl  des  deux  flieo- 
rèmcs  précédents  et  de  leurs  (loroilaires. 
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9.  CoROLL.vinF,  I.  —  Si  4BD~C-  est  un  nombre  posilif.  il  l'iindia 
que  4PR  soit  aussi  |)osilif;  donc,  à  cause  que  P  =  ou  >  Q,  et  R  =  ou  Q, 
il  est  clair  (]»('  /)PR  scia  aussi  =  ou  >■  l^Q^,  et  par  conséquent 

4l'K  -Q'^     ou  >3Q=; 

doiu'  on  aura  aussi 

4BD-C==  ou  >3Q% 

et  de  là 


V^ 


Q  =:  OU  <;  *  ' 


10.  (loRoi.LAiRE  II.  —  Soit  maintenant  f[\i\)  —  Ç-  un  nomlirc  négalif, 
en  sorte  queC^—  4  BD  soit  positif;  on  auia  donc  dans  ce  cas  Q^—  4PR,  o, 
ee  (|ui,  à  cause  que  Q  n'est  jamais  plus  grand  que  P  ni  plus  grand  que  R, 
ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  4PR  ntî  soit  un  nomlire  négatif;  ainsi 
—  4PR  sf'i'  iHi  nombre  positif  =  ou  >  4Q".  à  cause  de  P  =  ou  >  Q  et 
R=:  ou  >Q;  de  sorte  que  Q^—  4PR  sera  =  ou  5Q^,  et  par  consé- 
quent C-  —  4BD  sera  aussi  =  ou  >>  5Q-;  donc  il  faudra  que 

/C=-411D 
Q=ou<^ 5^—- 

11.  Corollaire  IIl.  —  Donc,  puisque  Q  doit  être  un  ncunbre  entier, 
on  ne  pourra  prendre  pour  Q  que  les  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs 
qui  ne  surpasseront  pas  les  limites  trouvées,  en  comprenant  aussi  le  zéro 
parmi  les  nombres  entiers;  d'où  l'on  voit  que  Q  ne  pourra  jamais  avoir 
qu'un  certain  nombre  de  valeurs  différentes. 

De  plus,  il  esl  clair  que  pour  que  l'équation 

4P1\-Q-'  =  4BD-C' 

puisse  subsister  eu  nombres  entiers,  il  faut  que  Q  soit  paii' ou  impaii-, 
suivant  que  C  sera  pair  ou  impair,  ce  qui  limite  encore  davantage  le 
nombre  des  valeurs  de  Q. 

Connaissant  Q,  on  trouvera  facilement  P  el  R  par  la  même  écjuation; 
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ciu'.  il  ciuisc  (le 

4 

il  est  clair  (|iril  n'v  ;mr:i  (iii'ii  prendre  pour  Pet  R  les  t'iuieurs  du  iKimltre 

entiei' 

Q^^4BD-C= 
^-     ' 

en  :iv:nil  soin  de  rejeter  ceux  dont  l'un  (iii  Uius  les  denx  sei"iien(  plus 
i;r';Mids  (|iie  Q. 

Problèaie  1. 

12.  Trouver  loiilcs  les  formes  possibles  des  diviseurs  des  nombres  qui  sont 
représentés  par  la  formule  du  second  degré 

B/M-  Ctu  4-  L)«-, 

/  et  u  étant  des  noinJn es  premiers  entre  eux. 

Il  est  évident,  par  ee  que  nous  venons  de  denionlicr  ei-dessus,  (|ue 
chaque  diviseur  de  la  formule  proposée  est  réductible  à  cette  forme 

Vr--^Qrz  ^  Rs-, 

vet  z  étant  aussi  premiers  entre  eux.  Ainsi  la  dillicullé  se  réduit  ii  trou- 
ver les  valeurs  des  coeHieienls  P,  Q,  R.  lorsque  celles  de  B.  C  et  I)  s(uU 
données. 

Pour  cet  ellet  je  distingue  deux  cas,  l'un  lorsque  U'  noud)re  '|BU  —  C" 
est  positif,  et  l'autre  lorsque  ce  nombre  est  négatif. 

i"  Soit  4Bt>  —  C- =  K  (K  désignant  un  nombre  positif,;  on  détermi- 
nera d'abord  Q  par  ces  conditions  :  i\y\v  Q  soit  |)aii-  ou  impair  suivant 

(|ue  K  le  seia,  et  (|u'il  ne  sur|)asse  pas  le  nombr<'  ±  y  —'  ensuite  on 
déterminera  P  et  R  par  ces  conditions-ci  :  (|ue  P  et  R  soient  deux  fac- 
teurs du  nombre  — -r  — ^  et  (|ue  cbacun  de  ces  fadeurs  ne  soit  pas 
moindre  (lue  Q  (1)  vi  11). 
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2"  Soit   4151)  — C^=  — K;  on  (léteriniiici;i   Q   |);ii'  cfs  ((iiHliliDiis  : 

ijiic  (J  soil  |)i\ii'  iPii  iiii|iair  siiivaiil  (|iic  K  le  s('i;i,  ri  (]ii"il  ne  surpasse  pas 

le  nombre  ±  \/ ~f'-  i'P''*''^  t\\\o\  l'on  (leteriiiiiiera  les  valeurs  cort-espou- 
(lantes  de  P  et  R  par  ees  ((unlilions,  cjue  I'  et  U  sdienl  deux  lacteurs  du 
uoinhi'e        ,       •  et  ([ue  (diacun  d'eux  ne  soit  pas  nmiiulre  (|ueQflOet  1  Ij. 

13.  Rf.mauqi  r.  1.  —  Si  l'on  avait  IBD  —  (?==(),  alors  K  étant  ej^al 
à  zéro,  on  ne  pourrait  prendre  (jue  Q  =  o.  et  ensuite  on  aurait  aussi 
PR  =  o,  de  sorte  que  l'un  des  n()ud)res  P  ou  R  serait  nul  el  l'autre  serait 
tout  ce  (|u'on  voudrait.  Mais  il  faut  remarquer  (|ue  dans  ce  cas  la  lornuile 

B  /'  -+-  C  <t<  -4-  D  u- 

se  réduit  à  celle-ei 

I  2B<  +  CiiY 

de  sorte  que,  comme  2R/ -f  C;/  peut  représenter  un  uon)l)re  (pudccui- 
que  (2),  les  diviseurs  de  la  formule  proposée  peuvent  aussi  èdc  (|uel- 
eonques. 

J4.  Remarque  II.  —  La  même  chose  doit  avoir  lieu,  en  général,  lors- 
(|ue  la  formule 

est  le  produit  de  deux  formules  rationnelles  du  premier  degré  telles  que 
at  -+-  bu  et  et  +  du,  dont  chacune  peut  représenter  des  nond)res  (|nelcon- 
ques  (2j;  c'est  ce  qui  arrive  quand  /jBD  —  C"  est  égal  à  un  nombre  carré 
pris  négativement;  car  supposant  , 

4  BD  -  C-  =  -  W, 

on  a 

„         ^          ,.          [3.B<  +  (C  +  H)m][2B<+ (C-H)«] 
^r  +  Ctu  -h  D;<==  ^~ ^ — >^ ^ ='• 

Or,  quoique  dans  ce  cas  tout  nombre  puisse  être  un  diviseur  de  la  for- 
umle  dont  il  s'agit,  cependant  si  l'on  cherche  les  formules  des  diviseurs 
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par  le  Pidiili-iiit'  piccédeiU,  on  les  Iroiivi-ra  ((inimc  dans  les  autres  cas, 
il(>  sorte  (|M'il  (Ml  faudra  conclure  que  ces  formules  reiilcinieront  tous  les 
n(iiiil)n's  |i(issil)les. 

Au  resle.  connue  on  a 

4PR  -  Q  =  4  RI)  -  C  =  -  W, 

il  esl  claii-  (|iie  la  formule  générale  des  diviseurs 

sera  aussi  résoluble  eu  deux  formules  rationnelles  du  premier  degré. 

15.  Remarque  III.  —  Il  est  remarquable  que  les  formules  des  diviseurs 
ne  dépemlent  (jue  de  la  valeur  de  K,  c'est-à-dire  du  nombre  4BD  —  (r; 
mais  il  est  facile  d'en  voii'  la  raison  en  remarquant  que  la  formule 

peut  se  réduire  à 

aB^-f-Cw^^^   4BD-C^)M= 


4B 


de  sorte  (jue  les  diviseurs  de  la  formule  Bt^  ^  CJu  +  Dz/^  peuvent  être 
regardes  aussi  comme  diviseurs  de  cette  formule  plus  simple 

x^±  Ku-. 

Il  ii.-iille  de  lii  (|u'il  suflit  de  considérer  les  formules  de  celte  deruieie 
espèce;  cl  pour  cela  nous  ajouterons  encore  le  Problème  suivant,  (pii 
peut  être  regardé  comme  un  cas  particulier  du  précèdent,  mais  (pii  dans 
le  tond  a  la  même  généralité. 

Problème  II. 

l(i.    Troiner  Ion /es  /es  fonnes  possibles  des  dniseurs  des  nombres  de  In 

forme 

t-±au-, 

a  étant  un  nombre  quelconque  positif  donné,  et  t  et  u  étant  des  nombres  in- 
déterminés premiers  entre  eux. 
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i"  CoiisidcMdiis  hi  foniiiilc 

r-  H   a  u\ 
et  la  companuil  à  hi  rniiniilc  générait'  du  Problème  I,  on  aura 

8  =  1,     C=^o,     D  =  a; 

donc  K  :=  [\a:  donc  Q  tlcvra  l'Irc  |iaii'.  cl  il  ne  (le\ra  pas  clir  |iliis  :;i;inil 
(|ue  ±t/^;  ainsi,  taisant  Q  =  ±  ay  cl  rcgardanl  (j  coiimic  |Misilir.  il 

fandra  qne  q  ne  soil  pas  plus  i-rand  ((ue  i/  i:\  ensuite  on  aura 

r»i.        ia ->r- Aq- 

PR  =  ~ ,— i-  —a  +  q-; 

4 

de  sorte  que  si  p  et  /MléiKilent  deux  l'aetenrs  de  a  —  y'-,  dont  aueun  ne 
soit  moindre  (jue  2(/,  on  aura 

pr-±  2(/  vz  -4-  rz- 

pour  la  formule  générale  des  diviseurs  de  /-  -r=  au-. 

Il  est  bon  de  remarquer  (jne  comme  pr  =  a  ^  q-,  il  faudra  (|ue  j)  et  / 
soient  de  même  signe,  et  il  est  claii'  qu'il  faudra  les  prendre  posilivenicnt 
pour  que  la  formnle 

py-±7.()rz  -h  rz- 

puisse  représenler  des  nombres  positifs. 

De  plus,  comme  celte  formule  ne  change  point  de  foriue  en  y  met- 
tant />  à  la  place  de  r,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  prendre  successive- 
ment pour  p  cliacua  des  facteurs  de  a  -4-  q-,  et  pour  /■  tous  les  fadeurs 
correspondants;  c'est  pourquoi  dans  chaque  conpie  de  facteurs  de  «-!-</- 
il  suffira  de  prendre  toujouis  le  plus  petit  pour/>,  et  le  plus  grand  pour  r; 
et  c'est  ainsi  que  nous  en  userons  dans  la  suite. 

m.  89 
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2"  Coiisiilcrdiis  iii;iiiil('ii;iii(  la  I'dimiiiiIc 

/=  —  au-, 

cl  l'on  aura 

B=:  I,      (;  =  o,     D^  —  «, 

iliiiic    K  =  'k/.    (■(iiiinic    ci-dessus;    c'est    pour(|U(ti    <in    fera    de    uiéiuc 

(J  =  tL  2y.  cl  il   Caudi'a  (pic  y  ne  soil  jtas  plus  i;iand  (|Ut'  v/r-   ensuite 
ou  aura 

de  sorte  (|uc  si  l'iui  desii^nc  \r,\v p  et  /■  deux  t'acteuis  de  a  —  q-  dont  aucun 
ne  soil  plus  pelil  (pie  i>ry,  on  aura 

P-   p,     K  =  — /,     ou     P=— />,     R  = /•: 

ce  (pii  d(Mincra  ces  deux  torniuies 

/>r*  ±  Kj  rz  —  rz',     —  pf^  ±  '>qrz  -+-  rz-, 

pour  les  diviseurs  de  t'-  —  (iir\  et  l"(Ui  trouvcrail  la  iiicine  chose  p(uir  la 
{(U'mule  air  —  /-. 

Quant  aux  noiiii>res />  el  /,  nous  les  ((rendrons  tous  les  deux  [losilits, 
et  nous  supposerons  toujours  (|ue  p  soit  le  plus  petit  des  deux  tacleurs 
de  (t  —  (/-,  et  /  le  pins  i;raii(l.  connue  nons  l'avons  dit  [dus  haut  :  car  il 
est  visii)le  (|u'en  cliangeani  les  signes  de  p  et  /'.  ou  niettanl  rnii  de  ces 
iKunhres  ;i  la  place  de  raiilre,  mi  n'aurait  pas  de  niMiV(dles  torniuies. 

17.   Corollaire.  —  Si  l'on  uiulliplie  la  t'oriiiule 

//y'  ±  :>qrz  +  rz- 
par/>,  elle  pourra  se  iiieilre  sous  celle  l'orme 

\l>y±qz  '+   pr  —  q'j  z-, 
c'esl-!i-dire  'à  cause  de />/=  <7 -•- </"    sous  cidlc-ci 

p]  ±qz  '  +  az-, 
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(|iii  est  l;i  iiii'iiH'  (|ii('  celle  de  la  roniiiile  /-  dir.  D'dii  il  s'eriMiil  (|uc 
loiit  (liviseiinriiii  iHMiii)rc  de  la  rdiiiic  /-  '  mr  sera  aussi  iiécessairoiiieiil 
lie  la  iiièilie  (briiie  si  /;  n'a  d"aiili('s  vah'iii's  (Hie  rimité,  (in  le  devieiMlia 
olanl  multiplié  par  une  des  valeurs  de  p  s'il  v  en  a  pliisieiiis.  On  pnui- 
vcra  de  même  que  les  formules 

/<)•'  i  'f.qyz  —  rz'',     —  py-  ±  'y.qyz  -t-  rz^ 

elanl  multipliées  par  p  deviendront ,  à  eause  de  pr  =  «  —  q-, 

[py-  ±  qz  )-  —  dz'',     —  Ipy  ru  qz  ]■  -\-  az'. 

De  sorte  que  tout  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme  Z^  —  au^  ou  au-  -  /'^ 
sera  néi'essairement  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  formes  si  /)  n'est 
que  l'unité,  ou  bien  le  deviendra  toujours  étant  multiplié  par  une  des 
valeurs  de  p  s'il  y  en  a  plus  d'une. 

THÉORÈMES  SIK    LES   DIMSEIIUS  DES   NOMBRES  DE   LA    FORME  t"  -^  Cl  It^ , 
t  ET  U   ÉTANT  SUPPOSÉS   PREMIERS   ENTRE  EUX. 

18.  I.  Soit  rt  =  I ,  donc  q  non  plus  grand  que  \/tt  ;  donc  q    ;  o.  />/:=  i  ; 

donr 

p  =  i,     /•  =  I . 

Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

r-  -+-  u- 

sont  nécessairement  renfermes  dans  la  formule 

X'-i-z'; 

c'est-à-dire  que:  Tout  dniseurd  un  nombre  égal  à  lu  somme  t/er/eu.r  carrés 
est  aussi  la  somme  de  deux  carrés. 

11.  Soit  «  =  2,  donc  y  non  plus  grand  (|ne  t    ô^  donc  ^  =  o, />/•  ^  2, 
doue 

89. 


708  HECHEKCHES 

Diiiic  lo  divist'Lli's  (les  iioiiiLirrs  de  l;i  luiiiic 

/-  -t-  2  m' 

siiiii  i-fiif'eriiH's  (liiiis  l;i  forniiilt' 

rVst-a-ilirr  ijiif  :  /'ou/  dnisciir  c/'iin  itomliiT  ciiul à  la  somme  d  un  carré  et 
d'un  double  carré  est  aussi  la  somme  d'un  carré  et  d'un  double  carré. 

m.  Suit  u  '-^  i.  (I(mc  q  imii  plus  iiiiiiid  (iLir  \j  ^  =  '  ■  Jonc  (j  =  u  mi  =  i . 
Fiiis;iiit  y  ^  ().    m  -.mx-A  pr^'i,  (hmc 

/;  =  I ,     /  =  3  ; 

t'iisuite  t';iis:ml  r/  =  i .  on  ;iiir;i 

/>; ■=  3  -n  =  4  ; 
(loue,  foiinut'  ni  p  ni  /  ne  ili)ivi'nt  être  <  2(j.  on  ;iui;i 

p  —  î,     1  =  1. 
Donc  les  diviseurs  des  nonil>res  de  l;i  foi-nie 

serunt  icntciines  d:ins  ces  deux  t'oruuiles 

r- +  3^^     2  >-'±  ■y.yz  H-  2^^ 

(Jr connne  l;i  secunde  de  ces  tVirinules  nr  |iciil  ;i|i]i;n'leiiir  (ju'a  des  noinlues 
pairs,  étant  tonte  divisilile  par  2.  il  s'en-nil  (]Ui'  Innt  diviseiii  ini|iaii'  de 

/'  -+-  3  u- 

sei'a  necessaiieineill  lenl'eiine  dans  la  t'uiinuli; 

c'est-;i-dii  I'  ijiie  ;  l'oul  diviseur  unpair  d  uti  notnbre  ipu  est  la  somme  d  un 
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carré  et  d'un  triple  carré  premiers  entre  eux,  est  aussi  la  somme  d  Un  carré 
et  (l'un  triple  carré. 

Au  reste,  cdmiiiu'  il  siiUil  de  considérer  les  diviseurs  iujpîiirs,  umis  te- 
rous  loujours  ahsli'iu'lion,  dans  la  suite,  des  lorniiiles  (jui  ne  |HiuriaieMl 
(•(invenir  (|u';i  des  diviseui's  pair's;  c'est  pourciuoi  nous  rejcltei'ous  toutes 
les  valeurs  de  /;  et  r  (|ui  seraient  paires  à  la  t'ois. 

IV.  Soit  a  —  'i-  d(UU'  q  non  pins  grand  (|ue  i  /  -:  d(Mi(  «y  -  o  ou  =  i . 
Faisant  q  —~  o,  on  a  pr  =  4;  donc 

p  =  i,     /•  =  4 

(car  iKUis  rejetons  les  valeurs /;=  2,  /•==  2,  parce  (iii'elle^  xint  tdutes 
deux  paires);  faisant  q^=\,  on  a  pr  =  5;  ddue 

/»  =  !,     r~5, 

ce  qui  doit  (^'tre  rejeté  à  cause  que  p  serait  <    zq. 
Donc  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  forme 

f  -+  4  lO 
seront  aussi  de  la  forme 

.*' 

V.  Soit  a  —  j,  donc  q  non  plus  grand  (|ue  i,  77;  donc  q  —  o  (ui   ==  i. 

Faisant  y  =  o,  on  a  /;/•  =  5,  donc 

p  =  i,      r=z5; 

et  faisant  q  =  i ,  ou  a  pr  =  G,  donc 

p  =  i,     1=3. 

D(nic  les  diviseurs  des  nombres  de  la  fornu^ 

/=  +  5  u' 
sont  nécessairement  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  foruu's-ci 

X'-h5z\     2j=±2jz -h  3z-; 
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(If  sorte  que  ces  diviseurs  eux-mêmes  ou  leurs  doubles  sont  toujours  !  17; 
(le  la  torme  t-  -i-  5m-. 

VI.  S(iit  «  =  6,  donc  q  non  jjIus  grand  ([Ui'  v/^'  donc^  g  =  u  ou  =  i . 
F"aisant  ^  =  o.  on  aura  /)r  —  6:  done 

p=i,     r  =  6,     ou     p^2,     1  —  3; 

faisanl  g  =  i .  on  aura  pr  =  -.  donc 

/*  =  ',     ''  =  :» 

ce  qui  d(3it  être  rejeté  parce  que  p  serait  <Z  2c/. 
Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  l'orme 

t-  -^6  u- 

seront  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ees  formes 

)•■  —  G:-,     ny-  —  3z-: 

de  sorte  que  ces  diviseurs  eux-niènies  ou  leurs  dnubles seront  de  la  uieuie 
forme  (-  —  Gir. 

VII.  Soit  0^7.  donc  cj  non  plus  grand  (jue  y  -k-  donc  ^  =  o  ou  =  r. 
Faisant  q  —  o,  on  aura  pr  =:  ~  :  donc 

p  =  i,     q=.-; 
faisant  q  =  i,  on  aura  pr=S:  donc 

/'  =  2,    '=4; 

ce  qui  ne  peut  convenir  qu'aux  diviseurs  pairs. 

Donc  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  forme 

''  —  7  "' 
sont  nécessairement  aussi  de  la  forme 
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\  III.  Soil  a  =  8,  (lime  q  inui  plus  i:r;iii(l  (|iu'  l/  '  ■■  ii<mc  q --  o  (HI  =  i. 
Faisant  y=  o,  (ui  iuiim  pr  =  8;  donc 

p=\,     /•  =  8  ; 

et  l'on  rejettera  les  valeurs />=  2,  /•  =  4  tomme  ne  pouvant  appailenir 
(|u'ii  (les  diviseurs  pairs;  faisant  ensuite  q  =  '•  on  aura  pr—():  donc 

p  =  3,     /•=  3. 

Donc  les  (liviscuis  des  nombres  de  la  forme 

t-  -r-  S  II- 

sont  dr  l'une  ou  de  l'autie  de  ces  formes 

j-  +  83=,     3}--±zrz  -^  iz-; 

de  sorte  que  ces  diviseurs  eux-mêmes,  (lu  leuis  tii|)les,  seroni  toujours 

de  l;i  même  forme 

r--\-Su-. 

IX.  Soit  a  =  9,  donc  q  non  plus  ^rand  ()uc  V     ','■  donc  q  =  u  ou  =  1 . 
Faisant  y  =  o,  on  aura />/^^  9;  donc 

p=^i,     ''=^9i     ou    p  =:  3,     /•=:3; 

faisant  y  =  1,  on  aura  pr  =  10:  donc 

p=2,     r=5. 

Donc  les  diviseurs  des  niuubrcs  de  hi  forme 

sont  nécessairement  de  l'une  de  ces  trois  formes 

y--hC)Z-,     3_)-'-r-32%     iy-±2rz  -h  5z'; 

(le  sorte  que  ces  diviseurs  eux-mêmes,  ou  leurs  doubles  ou  leurs  triples, 
pourront  toujours  se  rapporter  à  la  même  forme  t'--^c)u'-. 
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X.  Soit  a  =  I  (),  (Idiic  q  non  |)kis  giund  t\uv  l     V"-  doiic  (^  =  o  ou  =  r 
Fiiisanl  y  =  a,  on  ani;i  />/■  =  lo;  donc 

p=i,     r=io,     ou     p^i,     i=:5; 

t'jiisMiil  (/  =  i .  on  imr;i  pr  =^  i  i;  donc 

^^  I,     rz=  II, 

re  (|ui  n't'sl  jioiiil  adiuLssilile  à  cause  quf/v  .serait  <  2<y. 
Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

?-  +  I  o  u- 

sont  toujours  de  l'une  de  ces  formes 

)■-  +  loz-,     :>.}■'  -h  5 Z-: 

(le  sorte  que  ces  diviseurs  eux-mêmes  ou  leurs  doubles  seront  necessaiie- 
meiil  de  la  même  forme 

/■  -+-  lO II-, 

XI.  Soit  a  —  \  \ ,  donc  (/  non  plus  grand  que  1  /  '.,■:  donc  y  =  o  ou  =  i. 
Faisant  y  =  o,  ou  a  /v/- —  i  i  ;  doue 

p  =  i,     r  =  1 1  ; 

l'aisaul  y  =-  i .  "ii  a  /ir  =  i:>.:  (buic 

/;  ^  3,     V  =  4  : 

car  les  valeurs /j  ;=  2  et  /■  =  6  sont  à  rejeter  ii  cause  (|u'elles  ne  convien- 
draient qu'aux  diviseurs  pairs. 

Doue  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  forme 

l-  -h   I  I  H- 

sont  de  l'une  (Ui  de  l'autre  de  ces  formes 
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(le  sdilc  (|ii{'  CCS  diviseur^  ciix-iiicmcs  (iii  lciii>  liijilcs  scioiil  Iduiuiiis  de 

la  iiiciiic  Idi'iiic 

/=  -H  1 1  II'. 

XII.  Soil  (I  :i=^  \  -2,  (I I m c  ry  11(111  plus  grand  que  i/^  =  2;  donc  1/  '> 
ou  1=  I  ou  :=  a.  Fais;inl  y  =  o,  ou  aura  /ji  ---~  1  y.;  donc 

p—.\,     r=j.,     ou     />  =  3,     /•=4' 

en  rcjclanl  les  valeurs  y>  =  2,  r  =^  2,  (]ui  ne  eonviciidiaicnl  (|ii"aM\  divi- 
seurs |)airs:  faisant  y  =  i ,  on  aura  />'' =  i^j;  d(Uic 

p=  ',     r—  i3, 

ee  qui  doit  élre  rejeté  à  cause  (|uc  />  serait  ■<2(/;   taisant  y—  2.  ou 
aura  />/  =  12  -f-  4  —  i'>;  iloiic 

/;  =  4,     /■  =  4 

'car,  à  cause  de  q  =  2,  p  ne  doit  pas  être  <^  4)>  ♦'•'  'I'"  ''•'•'  *'''''  i''.)t'l<' 
si  Ton  ne  considère  que  les  diviseurs  impairs. 

Donc  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  toruuilc 

sont  de  Tune  ou  de  l'autre  de  ces  tonnes 

j)-'-i-  12  s-,     3y-  -r-  ^z-; 

de  sorte  que  ces  diviseurs  eux-iuénies  ou  ieuis  triples  seront  de  la  même 
fornu' 

Nous  n'étendrons  pas  ces  Recherches  plus  loin,  d'autan!  (jue  les  Exem- 
ples que  nous  venons  de  donner  sont  plus  que  sulfisants  pour  montrer 
l'application  de  nos  méthodes  et  pour  mettre  sur  la  voie  ceux  qui  vou- 
dront en  faire  usage  pour  découvrir  de  nouveaux  Théorèmes  sur  la  forme 
des  diviseurs  des  nombres  ?'- -^  air. 

III.  qo 
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19.  Remarque.  —  Les  trois  pfemicis  Tliéorèmes  soiil  cuiiiui^  depuis 
longtemps  des  Géomètres,  et  sont  dus,  je  crois,  à  AF.  Fermai;  mais 
M.  Ijilri  est  le  |ireMiiec  (|ui  lésait  démontrés.  Ou  peut  vnir  les  démons- 
tialiiius  de  ce  dernier  dans  les  tomes  IV,  VI  et  VIII  des  Someau.r  Com- 
jnenkiires  de  Pctcrsbouiif.  Sa  méthode  est  totalement  diUetente  de  la 
notre,  et  elle  n'est  d'ailleurs  applicable  ([u'aux  cas  où  le  nombre  a  ne 
sur[)asse  pas  i;  c'est  ce  (|ui  a  peut-être  empêché  ce  gi-iiid  Géomètce  de 
pousser  plus  loin  ses  recherches  sur  ce  sujet. 

A  l'égard  des  Théorèmes  (|u'il  avait  déjà  donnés  auparavant  sans  de- 
niiinstralion  dans  h  tome  XIV  des  anciens  Commentaires,  il  est  vraisem- 
blable (|iril  ne  les  a  trouves  (jue  par  induction,  d'autaiil  (|ii'il  n'en  a  l'ail 
aucuiu-  meutiiin  dans  les  louu'S  cités  des  Xoineaux  Commentaires .  où 
il  a  même  remanjue  ([ue  ses  démonstratimis  lU'  pouvaient  s'étendre  à 
d'antres  nombres  (|u';i  ceux  de  la  forme  /-  -f-  //-.  /- -i-  nr  et  /-  ^  5^/- 
tome  \T,  page  21 4,. 

THK()RF.:\IES  si  1!    LES    DI\  ISEl   US    DES   NO.AIBHES   DE   LA    FOR.ME  t.-  —   air 
Oi:  aii-  —  /-,    t   ET   //    ETAXT  SUPPOSÉS   PREMIERS   EiNTRE   El  X. 

20.  I.  Soit  (i^^\ ,  donc  ij  non  plus  grand  (|ue  i    -^  donc  r/  =  o,  />/'  =  1; 

donc 

p—i,     i  —  \. 

Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  tornu' 

l-  —  u- 
sont  de  la  Ibrnie 

par  conséquent    1  \    tout  nombre  est  réductible  a  cette  fnrme 

c'est  ce  (|u'ou  sait  d'ailleurs. 

II.  Soil</=:2,  donc  c/ iKin  [dus  grand  (|ue  \/ -\  donc  «y  =  o, /j/- ==  2; 
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donc 

p=i,      r=2; 

(le  SOI  le  (|iif  It's  formes  des  diviseurs  de 

P—  1U-    ou    lu- —  t' 

seioiil 

)■=—  2Z'     ou     iz-  —  y''; 

niiiis  je  iiMii;ii(|ii('  (jiie  ces  deux  formes  reviennenl  à  la  même;  cyr  faisant 

y  —  y'-^ïz',     z=y'+z' 

fee  ijui  (loiiiic  J''=  2z  —y  et  :■'  =^ y —  z,  et  par  l'unséqueiil  des  valeurs 
entières  pour  j''  et  z  j,  la  formule  y- —  2r--  devient  iz"^  —  y''- 
Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

/•  —  ?.  u-     ou     -îu-  —  t- 

sont  nécessairement  de  l'une  et  de  l'autre  de  ces  formes 

Y'  —  T-z-,     iz''  —  r'-. 

III.  Soit  «=3.  dont- </  non  plus  grand  que  i     v-  doue  y=  o,pr^  3; 

donc 

p  =  i,     r—S. 

Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

/=  —  3  «=    ou     3  u-  —  /- 

sont  (le  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  formes 

y-—3z-,     3  s-— )•'. 

IV.  Soit  «=  ),  donc  y  non  plus  grand  que  V,  4-  donc  ^  =  o. />/■  ^  4: 

donc 

p=^i,     '•^4'     ou     />  =  2,     r=2.  * 

Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

/-  —  4  ""    ou    4""  —  '■ 

90. 
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scioiil  iK'i  l'ssaiii'niciit  reiitV'i'iiiés  dans  les  lorniiilcs 


.>--4; 


)■■',      5)--— as-; 


(lai- (■(iiLsf(|ueiit  14,  luut  noml)i'e  (|iu'k'uii(|iie  sera  (le  Vanv  de  ces  l'oniies. 
Au  reste,  nous  pouvons  faire  abstraction  des  formes  (|ui  ne  sauraient 
convenir  ([u'à  des  diviseurs  pairs,  telles  nue  ceile-ci  2>'-  — 23-;  ainsi 
nous  rejetterons  dans  la  suite,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  plus  liant, 
les  valeurs  de/;  et  de  /■  (|ui  se  ti'ouveront  paires  (ui  mènu'  temps. 


/5 


\  .  Soit  a  =  j,  donc  q  non  plus  grand  (|ne  \/  ^  =  1  ;  d(Uic  y 
Faisant  y  =  o.  (Ui  a  />r  =^  "i;  donc 


0  ou  =  i. 


/)  —  I ,     /■  =  5  ; 

faisant  '/  =  i ,  (Ui  aurait  />/  --4;  de  sorte  (|n";i  cause  (|ue  /;  et  /■  doivent 
n'être  pas  ^  2r/,  on  ne  pourrait  faire  ([ue 

P  —  -2,      r=i; 

mais  nous  i'ejetterons  ces  valeurs  à  cause  ([u'eiles  soni  hmics  deux  |)aires; 
ainsi  l'on  ii'aura  (jue  ces  deux  formes  de  diviseurs 

y- —  5;'      et      ')-- —  y-, 

lesquelles  se  reduiseiil  d'ailleurs  ;i  la  UK-me,  comme  (Ui  j>eul  s'en  con- 
vaincre en  faisant 

y=  2}  '  '•-  5z'     cl     z=y'-i-7.z' 

fce  (|ui  dounei'ait  ;  --Y—  2;  et  v' ;:  ;  ")  -  —  2  \-,  et  par  consiM|ui'nl  des 
valeurs  entières  |)our  i-'et  s'  dans  la  lornuile  y-—  "iz-,  lai|uelle  devien- 
dra |)ai'  CCS  sulistitutions  celle-ci,  5r'- —  v'-. 

Donc  les  diviseurs  impairs  des  nomhrcs  de  la  fornu' 

*•  i' —  5n-     ou      ">«-■ —  t- 

sont  en  nu'me  temps  de  chacune  de  ces  ileux  formes 

.)■-— 5  3-,     5z'  —  j-'. 
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\  I.  Soit  a       l),  (loue  y  imn  (iliis  |^r;m(l  (jiic  i     ,.  ■  iloiir  y  =  o  nu    -  i . 
F;iis;iiil  (j  =  I),  on  ;im;i  pr  -=  (i;  donc 

p=r.\,       /•  =  6,       ou      />  =  ?,       r^.i; 

l'iiisiinl  ensuite  </     ;  i ,  on  ;inr;i  fir  =  5,  ce  i|ui  ne  (lonner'iiil  (|iie 

p  ^  i,     r^=  5, 

valeuis  qni    ne  soiil   poinl  iulinissihles  à  eanse  (|ue  yy  ^eiail  u/;  de 

sorte  que  les  formules  des  diviseurs  dos  nombres  de  la  loi  me 


seront 


l'—6u-    on     (i?/-  — /- 


.    r'— tJS"'.     63-—)-,     ?,)•■-•— 32-,      32-—  ->.V^ 


Mais  j'observe  que  ces  dernières  se  réduisent  aux  ilenx  preinii'res  en  fai- 
sant 

■?.y-h3z=}-\     r-i-z=zz', 

ce  (|ui  donne 

el  par  conse(]nent 

■}.}•'  —  Zz-  ^Gz'—  r'\     3ï-—  ?.) -^nj'^  —  (33'-. 
Donc  les  diviseurs  des  lioinbres  de  la  tonne 

/-■  —  iu('     on     (>'<•■  —  t- 
seront  toujours  aussi  de  l'une  ou  de  l'auii'e  de  ces  tonnes. 

Vil.  Soitrt  =  7,  donc  </  non  [dus'i^iand  ijue  1     j:  donc  (j  ^- o  ou  r^  1. 
Faisant  r/    -  o.  on  aura  />;  -—  7;  doue 

j)       t ,      r  m  -^ , 

et  faisant  <•/   -  1 ,  ou  aura  />r  ~  G  :  donc 

p  "  a,     ;■  =  3  ;. 
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(le  soilr  i|iir  les  foiiiiuli's  des  diviseurs  de 

/-  —  7  u' 
seioiil 

el  leurs  iiivei'ses 

7  z'  —  r',     7  s-  ±  a.>-3  —  2  }■'. 

Mais  ji'  iemiii'(]ue  ici  (|ue  les  deux  premières  de  ees  formules  revieuueul 
il  la  uiénie.  aussi  bien  que  les  deux  dernières;  ear  faisant 

>-  =  j-'— 2  3'     et     ziz  Z  :=  y' —  3  z' 

(ce  (jui  donne  y  ==  3r=p  as  et  z'^^y^zz,  e'est-a-dire  des  nombres  en- 
tiers pour  y'  et  z'  i,  la  formule 

2  r-±  2  rz  —  3s- 
devielldra 

et  la  formule 

deviendra  de  même 

7Z--r". 

I)'(u'i  il  s'ensuit  (|ue  les  diviseurs  des  nombres  de  la  l'orme 

/-  —  7  (/-     ou     7  w  —  t- 
seront  nécessairement  aussi  de  la  forme 


r'— 72-    ou     75-  — ,r 


'S 


YIII.  Soit  a  =  8.  donc  q  non  plus  grand  que  i ,  ^:  donc  // -  -  o  (ui  =  i . 
Faisant  </  =  o,  on  aura/?/  =  8;  donc 

p=zi,     r—S,     ou    />  =  2,     /•=4; 

mais  ees  dernières  valeurs  peuvent  être  rejetées  à  cause  qu'elles  sont 
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toutes  deux  paires;  taisant   ensuite  r/ =^  i ,  ou  aura  p/  — -j ,  ce  qui    ne 
donnerait  que 

p=^  i     et     '  =  7, 

valeurs  ([ui  no  sont  point  admissibles  à  cause  (|ue  p  serait  <  2^/. 
Done  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  l'orme 

t'  —  8m-     ou     Su--  /■, 

seront  de  l'une  (ui  de  l'aulic  de  ces  deux  l'ormcs 

X'—Sz^     ou     82'— r\ 

IX.  Soit  a  =  <),  doiu'  r/  non  plus  L^i'and  (juc  t  /  ^^  donc  y  =  (i  on  =  i . 
Faisant  y  =  o,  on  aura  pr  =  (>;  donc 

p^=i,     '=  ij,     ou    /^  =  3,     /■=3; 

et  faisant  y  —  1 ,  on  aura  pr  =  8,  ce  (|ui,  à  cause  de  />  non  |)ius  petit  (|ue 

2q,  donnerait 

p=7.,     /■=4, 

valeurs  qu'on  peut  rejeter  à  cause  ([u'elles  sont  l'une  et  l'autre  paires. 
Donc  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  l'orme 

t'  —  9«'    ou    <)«'  —  t- 
sei'ont  toujours  de  (juelqn'une  de  ces  formes 

J'— 9^''     92'— /'■'      3j^—  33^'; 

par  conséquent  [14)  tout  nombre  (|uelcon(|ue  impair  sera  réductible  à 
l'une  de  ces  formes. 

X.  Soit  a  =  lu,  donc  </  lion  plus  grand  ipic  y -r  =  v  2;  <louc  «y  =  o 
ou  =1.  Faisant  y  ==  o.  on  aura  pr -^  10;  donc 

pz=i,      ;'  =  io,      ou     p^2,      r=5; 
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r;ii^;iiil  q  -\  ,  nu  aura  pr    -  9;  donc 

y7  =  3,     r  =  3; 
(le  s(tilc  (|iir  li's  loriiiiik's  fies  diviseurs  de 

/•  —   \Oll' 

se  II  ml 

y-—\oz-,      102- — >•-,     iy-—5z^,     Ss'—  .>r-',      'iy-zti'.rz—iz'. 

Or  je  i('iiiar(|iu'  d'aboid  c|ue  cette  dernici'c  t'oiinule  peut  se  rediiiie  à  ces 

dcll\-ci 

3)-'-— 5  s'',     5;'-— 2)-'-, 

en  l'alsaiil 

rh  r  =  ,r'-^z',     z^y'+iz' 

on 

ce  i|ii!  ddiMif  toujours  pour  v'  et  r    des  uond)res  entiers:  je  icinarque 
ensuite  que  les  deux  formules 

T'  —  lo:-,     loz-  — )•- 

peuvent  aussi  se  réduire  à  la  même  en  faisant  dans  la  prcuiiiTc 

)■=  loz'— 3)-',     s  =  3;'^r', 

ce  (jui  la  transformera  en  lor'^—  v'^;  et  quant  aux  nonilMc^  v    cl  ;    il 
est  clair  qu'ils  seront  toujours  cuticrs,  puis(|ue  l'on  aura 

z':=>' — 3z,     •)•' =^  loz  —  î  r. 

De  la  je  conclus  que  les  diviseurs  des  nombres  de  la  lornu' 

t-  —  10  II-       ou        IO(^'  —  /■ 

seriuit  liMijours  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  formes 

y-  —  10  Z-.     ly-  —  5z', 
aussi  bien  (jue  de  celles-ci 

los'  — _)•-,     5z-  —  1}-'. 
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XI.  Soil  «  =^  I  I .  <lnii(  (j  non  plus  -liiml  (juc  v/yi  doiicy  =  o  ou  y  =  i. 
Faisaiil  q  =  o,  on  aura  />r  -    i  i  ;  iluiie 

p  —  i,     /•  =  1 1  ; 

faisant  f/ =  t ,  on  a  pr  =  lo;  donc 

/^  =  2,     /•  =  5. 

De  sorte  que  les  formules  des  diviseurs  seront,  dans  ee  eas, 

j'— 113%     113'  — J-,     ■j.r^zt  lyz  —  5z\     5z''±  -ir-z  —  7.}-'. 

Mais  je  remarcpie  (|ue  ces  deux  dernières  furniules  |)euveiit   se  i-eduire 
aux  deux  premières;  car  eu  faisant 

±y  —  f'-i-^z',     z  =^ y' -f- 'i z' 

(ce  qui  donne  z'  =  ±.V—  ;  et  v'  =  4-=F  3j'.  e(  |iai-  c(.iise(iueiil  toujours 
des  nombres  entiers  poui'  y'  et  r').  la  formule 


devient 

et  la  formule 

devient  de  même 


3J'-  ±  2  )-Z-  —  02- 
I1Z'=  — j'-, 

5s=qz  lyz  —  2f'- 


r''-iiz'\ 


D'où  il  s'ensuit  que  les  diviseurs  des  nombres  de  la  foiiue 

P  —  Il  II-,     1 1  «-  —  t- 
sont  toujours  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  formes 

j'—  1 1 3-,     Il  Z-—  r'- 

XII.  Soit  rt  =  1  2.  d(uic  q  non  plus  grand  que  y-r  •  •''"!''  '/=  "  "'"  = 
Faisant  q  =  o,  on  aura  pr  =  i  a;  donc 


p=i,     /■=ia,     ou    />  =  ->,     i~n. 


111. 
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(Ml  reietiiiil  li's  valeurs  paires /j -^  2  et  r^-fi;  faisant  ensuite  71,  011 

aurait  pr    -  1  i  :  donc 

p—i,     r^i\, 

valeurs  (|ui  ne  sont  point  admissibles  ;i  cause  (|ue /*  serai!    ';    jq;  ainsi 
r(Mi  n'aura  (|ue  ces  l'iinnnles 

sur  les(|uelles  je  reinar(|ue  que  les  deux  dernièies  sont  réduclililes  aux 
deux  premières,  en  faisant 

y  ==  4 j'  +  -2'     et    z  =  3  y'  -+-  z-', 

ce  (|ui  donne  >''—>'—  :  et  ;  =  4-  —  ^J'  ''t  pai'  consiMpienl  des  valeurs 
entières  pour  y'  et  z' . 

D'où  l'on  peut  conclure  (jue  les  diviseurs  iinpaii's  des  nonibies  de  la 
l'orme 

/■—  I2«-      ou       I1U- — /-, 

>eront  loujiuirs  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  lornies 

y- — 17.  z-,      la  c-'  — j% 
aussi  bien  ipie  de  ces  deux-ci 

3j^-42%     45^-3)-. 

2i.    Remarque.  —  Telle  est  la  méthode  (pi'il  t'audi'a  suivre  pour  trou- 
ver les  formules  des  diviseurs  des  nond)res  de  la  forun- 

/-  —  au-     DU     an-  —  t-, 

en  donnant  à  a  des  valeurs  (|U(dcon(|ues  au  didii  de  12:  cetti'  inelliode 
est,  connue  on  voit,  d'nn  usage  très-facile  et  Iri's-simple;  mais  elle  |)aiail 
sujette  à  une  espèce  d'inconvénient,  c'est  (|u'elle  (bunie  (pn'l(]nefois  plus 
de  formules  ([u'il  n'en  faut  pour  représenter  l(Uis  les  diviseuis  des 
nombres  d'une  forme  donnée;  de  sorte  qu'il  ariive  (pu'  (piebpies-um'S 
de  ces  bu'Uinles  reviennent  à  la  même,  c(Mnme  nous  l'avons  vu  dans  les 
exemples  précédents.  Pour  y  remédier  il  faudrait  donc  avoir  une  règle 
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i'Ciicfïilr  |)ai  l;i(|ii('ll('  un  iml  ic((iiiii;iilrc  riicilciiicril  les  l'(l|■llmi(•^  i|ni  soiil 
i(l('iili(|iii's  ciilic  elles:  ("csl  ce  (jiie  nous  allons  examiner,  avee  loiilr  la 
j-eniTalile  iloiil  la  iiialii're  est  snsceptihie;  et  coniine  il  n'esl  [las  denioii- 
li'é  iiis(|irici  (|Uo  cetlc  identilé  de  fornuilcs  ne  pnisse  avoir  lien  dans  les 
diviseurs  des  noni-l)res  de  la  i'ornie  /-  !  (iiï-,  (|Uoi(ine  les  dillerenls  cas 
du  n"  IS  n'en  l'onrnissenl  anciin  exemple,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer 
sur  ce  sujet,  nous  considérerons  également  les  t'orinnles  de  rime  cl  de 
l'autre  espi-ce. 

l'itoiii  i;MB   III. 

22.    Elant  donnée  la  fonmilc 

py.i  _|_  xqyz  +  rz', 

dans  UujHelk  y  et  z  sont  des  nombres  indéterminés  et  /y,  y.  /  sont  des 
nombres  positifs  ou  négatifs,  déterminés  par  ces  eondi lions,  (pie 

pr  -    q-  -^  a 

{a  étant  un  nombre  positif  donné  ,  et  (pie  ^q  ne  soit  /a  j>  p  ni  >  / .  a/is- 
traction  faite  des  signes  de  p.  q  et  /  ;  trouver  si  cette  forniiile  peut  se  trans- 
former en  une  autre  de  la  même  espèce  et  qui  soit  assujettie  aiii  niènies 
conditions. 

Comme  la  transformée  doit  être  analogue  ;i  la  proposée,  il  est  visihie 
(pi'(Ui  ne  saurait  employer  d'autres  substitutions  (pu'  celles-ci 

j-  =  Ms  +  Nx,     z  =  ms  -+-  nx, 

s  et  .!■  étant  deux  nouvelles  indéterminées,  et  M,  N,  ni,  n  des  uomlires 

arbitraires.   En  efl'et  ces  substitutions  donneront   une   Iranslormée  de 

cette  forme 

Pi'  -t-  aQir  +-  R:r-, 

dans  la(|uellc  on  aura 

P  =/?M- +  2^M/H    :    ini-. 

Q  =^  />MN  ^  q{Mn  --  Nh!  '•  -^    rmn. 

R  .z^  p\'  +  j-f/N/f  -+-  m', 

9'- 
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el  il  ne  s';ii;ira  ijnc  (If  voir  si  l'on  peut  lirtiTminer  les  iiomhrt's  .M,  N.  m, 

n.  en  sorte  (jue  l'on  ait 

PU  ~Q-=rt, 

et  que  2Q  ne  soit  ni  >  P  ni  >  R. 

Pour  satisfaire  à  la  première  condition  je  substitue  dans  la  (juanlité 
PR  —  Q-  les  valeurs  de  P,  Q,  R.  et  je  ti'ouve.  en  elFaeant  1  e  ([ui  se  détiuit. 

PH  —  0-  ^   pr  -q'     M  /(  -  N  m  -  : 

mais    liypotliése) 

pr-q'  =  n, 

'liuic,  |iiHii-  i|iii'  PR  —  Q-  soit  aussi  éi;al  a  a,  il  faudra  ipir  l'on  ail 

M  II  —  'S m  ■  =  I, 

et  pai-  consiMiiienl 

M  «  —  N  »;  =  riz  I . 

A  l'égard  de  la  seconde  condition,  il  est  (  lair  ([u'elle  ne  >aurait  avoir 
lien  à  moins  ([ue  Q  ne  soit  en  même  temps  <  P  et  <  R:  ainsi  nous  sup- 
poserons que  0  soit  en  effet  <  P  et  <R,  et  nous  allons  voir  ce  (|ui  doit 
s'ensuivre. 

Soit  M  >>  N  le  raisonnement  serait  le  même  si  N  était  >  M.  en  pre- 
nant .seulement  N  à  la  place  de  M  ,  il  est  (dair  qu'on  peut  faire 


et  qu'on  peut  prendre  y.  tel  (jue  M   devienne  moindre  (|ue  N:  car  il  n'v  a 

(|u';i  prendre  [lour  v.  le  quotient  de  la  division  de  ^l  par  \,  et  .M  sera  le 

i-este:  de  plus  il  est  facile  de  voir  iju'on  peut  toujours  supposer  (jue  a  ne 

soit  pas  moindre  que  2;  car  si  l'on  trouvait  •;.  =  i ,  en  sorte  que  M  =  X  -=-  M'. 

on  pourrait  faire 

M  =  2  N  -   N  -  M'  ), 

c'est-à-dire  [Meiidrc  y.  =  2  et  N  —  M'  à  la  place  de  .M  .  Or  si  l'on  suppose 

aussi,  ce  (|ui  est  permis, 

m  =r  'j.n  -^  ni' . 

m' étant  un  rinmlur  qindiiinqiir,  et  (|u'on  suljstitiU' ces  valeurs  de  M  l't 


I)  Miii  iimi-:tiqui:.  -ss 

(le  ///  (huis  rc\|il'('Ssi(Ul  de  O,  elle  (l('\  iriiili;i 

Q  =  jj-ip^"  +  ?.(/Nh  4-  /■/(-;  +y>M'N  -h  q   Mil  +  N  m'    +  rni'ii, 
de  soric  (|n'on  fnisant,  pour  nlin'iicr. 

Q'  =  />lVrN  -+-  q{M'n  +  N«(' ,.  -t   rni'ii. 

on  :iiii':i 

Q  =  f/.K  +  0'. 

Or  il  l'aiil  (|iic  Q  soil        H;  donc,  puisque  p.  est  —  ou  >  a,  il  est  (daiiMpic 
celle  condition  ne  saurait  avoir  lieu  à  moins  que  les  deux  (|uaiililés  aR 
et  Q'  ne  soient  de  signes  dill'érenls  et  cpu'  Q'  ne  soil  en  même  temps  "    R, 
abstraction  laite  des  signes. 
.Maintenant  on  aura 

j- ^  {|^'S  +  M'  I s  -+-  No:,     z  =  I  un  -+-  ni'  ■  s  -+  nx : 

de  sorte  (|ue  si  l'on  l'ail 

x'  ^  fXS  +  X, 

ou  aura 

y  =  W's  -+-  Nx',     s  =  m's  -+-  nx' , 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  i'orniule 

py'  +  ^qyz  +  rz- 
donnera  la  nouvelle  Iraust'ormée 

P'y--i-  iQ'sx'  ^  \{x'\ 

en  supposant 

P'  =^M"-+-  -y-qM'in'  -^  ini'-, 

Q'=:yyM'.\  +  q  Jd'n  +  'Sni' ,  -+-  rni  n, 

et 

K  =  /J  N-  H-  2  ^  N  «  +  /•  «•', 

comnie  plus  liant. 

Or  à  cause  de 

M  «  —  N  //i  =  ±  I , 

on  aura 

;  fzN  +  M'  ■'  n  —  N  '  'a  n  -h  m'  )  =  rt  i , 
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M'«  —  Nw'=  =iz  I. 


P'  K       Q'':^   pr—  (}'     M  H  —  N  m' f, 


P'R       O'  =  (t. 


De  sorte  (|iic,  ((Piiiiiic  a  est  positif  et  (|iit'  Q  est  K.  il  t';iii(lr;i  (|iie  P 
soil  >  Q  ;  ainsi  la  transformée  précétlente  sera  telle,  iiiie  Q  sera  ,  R 
et  <  P'. 

!)<■  la  iiieiire  manière,  à  cause  (|ue  N  est  >  M',  un  |)oiitia  sii|i|iosei- 

et   prendre  u.'  en  sorte  (|n'il  ne  soit  pas  <^  2  et  cpip  N'  soil        M  :  l'I  fai 

sant  ensuite 

Il  z=  a' m'  -f-  n',     s'  -^  u.'.z'  -+-  s, 

en  sorte  (pie  l'on  ait 

y  =  M's'  -+-  N'.r',     z  =^-  m' s'  -+-  ri'.v' , 

on  parxiendra,  par  des  opérations  et  des  raisonnements  sendilahies  aux 
|)récedents,  à  cette  noLivtdle  transt'orinee 


P's'--i-9.Q"s'.r'^  H'x'\ 


ilans  la(|iielle  on  ann 


P'  --  pM"  -  ?.(jM'ni'  -^  lin. 
Q'  =^pW N'  —  q  M'/;'  —  N'w 
H'  =/>lN'-'—  t^N'h'  +  ;■«'-, 

et  ou  l'on  aura  aussi 

M'/i'—  N'm'=  iti, 

Q'=p.'P'^  0", 


I  m  II  , 
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en  sorl(»  (|iu>  Q"  scr;!  >  P'  cl  -^  H  .  :il)sli:i(ti(iii  l'îiilc  (1rs  siiitirs  Je  I'  .  M 
el  0". 

On  |iom  r;i  trouver  de  inèmi'  iiiio  troisil'ino  Irniistnr'nicc  telle  ipie 

l'"5''+?.Q"'A-'^"-f-K'x"S 

l;i(|m'lli'  sfi;i  SDumise  aux  iiieines  eoiulitions  (jiie  lo  liMiisluiinees  [nece- 
(leiites,  et  iiiiisi  de  suite. 

Je  coiisKli're  mainteniinl  (|iie  comnie  les  iioiiiliit's 

M,   N,   M,   iV,... 

loniient  ;il)stractioii  faite  de  leurs  signes)  une  suite  décroissante,  on 
arrivera  nécessairement  à  nn  terme  qui  sera  égal  \\  zéro.  Siippdsons  (jiie 
N'  soit  ce  terme,  en  sorte  (jue  Ton  ait  N'=  o;  donc  à  cause  de 

M'n'—  N'w'=  ±  I 

on  aiM'a 

Mm  =±i; 

doue 

M'  =  ±i      ei     «'=±1, 

doni- 

V  ^=  p±iqni'  -i-  rrn'-,     Q"=z±q±ini'.     |{' ^^ /•. 

les  silènes  ambigus  étant  arbitraires. 

Or  il  faut  : 

i"  Que  l'on  ait  Q"<R  ,  abstraction  faite  des  signes  de  ces  nombres; 
mais  R'  =  r  et  y  <  r,  à  cause  de  'jq  non  plus  grand  que  r  Mivpothèsej, 
donc  Q"  ne  pourra  être  <  R',  <;  r  à  moins  que  m'  ne  soit  égal  à  zéro  ou 
égal  à  ±  I . 

2"  Qui'  Q   soil  eu  uiéme  temps  >  P  ;  or  si  /// =  o,  on  a 

de  sorte  qu'à  cause  de  2q  non  plus  grand  que />  liypotbèse  .  Q  sera 
toujours  <  P  au  lieu  d'être  plus  grand:  si  m' =  ^  i ,  ou  aura 

P'^ /<  rt  2^ -i- ;■     et     Q"=(j±r; 
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iii;iis  iMi  su|)|Kisc  (|iic  Q  suit  /•;  donc,  pour  (iiic  Q"  soit  _^  P.  il  Imii- 
(li:iil  (|ii('  /  |iiil  ('tiv  ^  /"^  2q  —  /■.  rc  ([iii  iic  se  peut  à  cause  que  2r/  iTcsl 
jamais  />.  cl  (|uc  d'ailleurs  fi  cl  r  ddivciil  cire  de  mêmes  signes  en 
Ncilu  de  ri'(|ualii)n 

pr  —  Ç"  =^  un  nunibre  pusitil. 

De  la  je  conclus  (]u'il  est  impossihle  (|ue  la  formule  proposée  soit 
transt'ornu'c  en  une  autre  oit  les  conditions  énoncées  aient  lieu;  de  sorte 
(|ne  si  r(ui  a  plusieurs  t'ornmies  oii  les  mêmes  conditions  soient  oi)ser- 
vecs.  on  peut  être  assuré  que  l'cs  fornniles  sont  essentiellenuMit  dillé- 
renles  entre  elles,  et  ({u'ellcs  ne  peuvent  [)as  se  réduire  à  un  plus  petit 
nond>rc. 

Problème   IV. 

'23.    Etant  (luiuice  la  Jorinule 

py-  -H  2  cjvz  —  rz  , 

flans  laijuelh-  v  et  z  sont  des  nomhres  indéterminés,  et  p.  q.  r  des  nondnes 
fiositifs  on  négatifs,  déterminés  par  ces  conditions.  <juc 

pr  -i-  ip  ^  rt 

a  étant  un  nombre  positif  donné  et  que  ac/  ne  soit  ni  ^p  ni  > /■.  abs- 
traction faite  des  signes  de  />.  q  et  r;  trotner  si  cette  formule  peut  se 
transforvier  en  une  autre  semblable,  et  oii  les  mêmes  conditions  soient 
obsen'ées. 

Faisant,  comme  dans  le  Proljlénu'  précédent  et  par  la  miMiic  raison, 

r  ^  Mi  -I-  N  X,     z  =:  ms  -+-  nx, 

on  aura  la  transformée 

P  5=  -1-  7,  Q  SX  —  K  .r-, 

dans  hupndU' 

P  =  ^  M'  -f-  iqWm  —  /•  ni', 

Q  =/>MjS  -i-  (/  M«  -^  Nm    —  I  mu, 

R  =:  rri- —  iq'Sn  —  p\-; 
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ainsi  la  diliii  ulk'  consiste  à  (Iflcrmincr,  s"il  est  possilile,  les  iituiilHes  M, 
N,  m,  n,  en  sorte  (lu'on  ait 

PK  -hQ'=^a, 

el  (|n'en  nièine  tein|)s  ni  P  ni  R  ne  soient  <  2Q,  abstracliun  laite  des 
signes  tie  P,  Q  et  R. 

Je  reman|ne  d'abord  (|ne  la  (jnanlite  PR  -i-  Q-  devient,  en  niellanl  ;i  la 
plaee  de  P.  Q  et  R  leurs  valeurs, 

'  pr  -h  q'   [Mn  —  N  w  '  =  rt(M«  —  N/n  ,'; 

doiif  il  t'andra  ([u'on  ait  eomnie  dans  le  ProMi'me  pi'éeédent 

;  Mh  —  N  m  1'  =  I, 
et  par  conséquent 

Comme  M,  N,  m,  n  sont  supposés  des  nombres  entiers,  il  est  clair  que 
cette  équation  ne  saurait  subsister  à  moins  (|ue  les  pioduits  Mn  et  N/w 
ne  soient  de  mêmes  signes;  de  sorte  que  si  M  et  N  sont  de  mêmes  signes, 
il  faudra  que  m  et  n  en  soient  aussi. 

Or,  puisqu'on  peut  donner  aux  nombres  indéterminés  s  et  a-  tels  signes 
que  l'on  veut,  il  est  évident  (|u'on  ])eiit,  sans  nuire  à  la  généralité  du 
Problème,  prendre  toujours  les  nombres  M  et  N  positifs;  et  alors  il  fau- 
dra prendre  les  nombres  m  et  n  de  mêmes  signes,  c'est-à-dire  tous  les 
deux  positifs  ou  tous  les  deux  négatifs;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  mettre  ±m 
et  ±  n  à  la  place  de  m  et  n,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  n'y  aura  qu'à 
donner  le  signe  ambigu  —  à  la  quantité  q,  c'est-à-dire  prendre  la  valeni- 
de  cette  quantité  en  p/iis  et  en  moins;  moyennant  ({nui  on  pourra  regar- 
der les  quatre  nombres  ^I,  N,  m,  n  comme  positifs. 

Maintenant  il  est  clair  ([ue  si  2Q  n'est  ni  >  P  ni  >R,  comme  on  le 
suppose,  Q-  sera  toujours  moindre  ([ue  PR,  de  sorte  que  PR -;- Q-  ne 
pourra  être  égal  à  un  nombre  positif,  à  moins  que  PR  ne  soit  un  nombre 
positif;  d'où  il  s'ensuit  qu'il  faut  nécessairement  que  P  et  R  soient  de 
même  signe;  et  cette  condition  sulfit,  comme  nous  Talions  voir,  pour 
faire  trouver  les  nombres  31,  \,  m.  n. 

III.  9a 
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Fdiii'  ci'lii  i'oltsci'vr  (\u'i\  cause  do 

pr  +  (f-  =  a, 
la  i|iiaiililc  P  jMMlt  se  iniMtlc  sous  rctt»'  riMiiic 


,.=.„(„  .-îiii!„,)(„  ^, 


h  'l     -^-  m  |, 


cl  la  (juamilc  R  sous  celle-ci 

Or,  coMiiiie  v«  esl  >■  </,  il  est  clair  {jue  la  (pianlite  (j  ^  \u  sera  toujouis 
|M(sili\('.  et  la  (|uanlile  (]  -  \a  toujours  uéi^iilive;  de  sorte  <jue  les  deux 
(juautiles 

(j  -{-  \Ja       q  —  y'« 
P       '  P 

serout  iiécpssairemeiU  de  sii^nes  différents.  Nouimant  donc  a  celle  de  ces 
deux  (|uantités  (|ui  sera  positive,  et  —  /?  celle  (pii  sera  uéi-ative  u  et  [' 
dénotant  des  noml)res  positil'sj,  on  aura 

P  =  />  M  -i-  ot.m]  ( M  —  [3»7  , 

D'où  l'on  voit  (jue.  |)our  (|ue  les  nonilires  P  cl  R  soieni  de  mêmes  signes, 
il  i'aul  (|ue  les  facteurs  M  —  [im  et  N  —  [lin  soieni  de  sigiies  dillerenls, 
parce  cpie  les  i'acteui's  M  H-  um  et  N  +  !Z  «  sont  tous  les  deux  |iosilits. 
Cela  pose,  soit  'S\  >N,  on  poiu'ra  taire 

M  =  «.N4-M', 

et  prendre  pour  u.  un  nondne  enliei'  [lositillel,  i|m'  M  soit  aussi  positif 
et  nn)indre  (pu-  N;  car  pour  cela  il  n'y  aura  (|u'à  diviseï'  M  pai'  .N.  cl  l'aire 
le  ([uotient  égal  à  a  et  le  reste  égal  ii  ^!  .  Qu'cui  lasse  de  nnMiie 

m  =  u.n  -h  m' , 
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///('l;iiil  1111  iimiilin'  (|M('l('on(|ii('.  r(  siil)slilii;iiil  ci's  \  mIi'IU's  (hiiis  rc(|ii;ilion 

M  «  —  N  /7(  -  i:  I , 


iill  lilll'ii  ('('Il 


'ClIC-CI 


M'«-  Nm'  =  ±:i, 


(roi'i  l'on  voit  (ju'ii  ciiiisc  (le  M',  N  et  //  |)()siti('s,  il  l';iii(lr;i  (jnc  ///Miil  iiiissi 
iiii  iionilii'c  posltil. 

Or  les  valeurs  de  y  cl  de  r  (IcviciKli'ctut  par  ces  riK-mcs  siilisliliirniris 

y  =  ( f/i  H-  o^)  N  -4-  M's,      3  =  (  ui  H  ■  .r  I  H  ^-  m's, 

ou  l)i('U,  eu  faisanl  coniuic  plus  iiaut  ,r'--  as -h  .r, 

r  =  M's  -f  N.r',     z  =  m's  -t-  nx': 

et,  CCS  valeurs  claui  substituées  dans  la  t'oiuiulc 


on  aura  la  Iranslorux 


ou 


py-  +  -}qyz  —  rz-. 


Vs-  +  ■yXi.'sx'  —  R.r'-', 


P'  ^  pW-  +  j.qM'ni'—  rrn'\ 

Q'  =  /jM'N  +  q   M' Il  -h  N/h'    —  ini'n, 

R  ^  m-—  q^ii  — />N-'. 

Va  je  (lis(|uc  les  iiomlircs  P  et  Rscroul  n(''cessait('Ui('iil  de  ummucs  signes; 

car  on  aura 

P'  =  /;  (  M'  +  am'  )  (  M'  —  pm'  ), 

R  =  —  />  !  N  -I-  a  «  1  (  N  —  fi  n  '■  ; 

or 

M  —  [bni  =  a  N  —  3«    +M'— ,3w'; 

donc,  comme  y.  est  un  nombre  positif  et  (jui-  M  —  ["^ni  et  N —  ,'i//  sont 
de  signes  difïerents,  il  faudra,  pour  que  cette  équation  puisse  subsister, 
que  les  quantités  M  —  fjm  et  IM'—  p/n'  soient  de  mêmes  signes,  et  par- 
conséquent  que  N  —  fin  et  M  —  /Sm'  soient  de  signes  dilferenls;  mais 
N  -!-  o:n  et  M'    -  vm  sont  des  (juantitéspositives,  N,  n.  M',  m'  et  y.  étant 
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(l(>s  iioiiihrcs  positits;  donc  les  deux  iioiiihics  P'  cl  R  seront  iiécessiiire- 
iiieiil  (le  nièiiie  sii>ne. 

De  iiièiiie.  |)iiis(|iie  N  >■  .AI',  on  pourra  supposer 

iN  =  u.'  M'  -+-  N' 

el  picnilre  7.'  positif  el  tel,  que  >>"'  soit  aussi  positif  et  nioinilre  (|ue  .M  ;  el 

taisaul 

n  =  ij.'in'  -!-  n' , 

ou  aura  'eu  substituant  ces  valeurs  dans  réciualion  M  n  —  N//«'=  ±  i 

M'n'  —  ^'m'  =  ±  I, 

de  sorte  (|iu'  //'  sera  uéeessaireuient  aussi  positif. 

linsuite,  si  l'on  l'ait 

s'  =^  y.'x'  -+-  s, 

<ui  aura 

y  z=  M's'  -+-  'S'x',     z  =  m' s'  +  n! x'; 

et,  suhslituant  ees  valeurs  dans  la  formule 

/>>■=+  iqyz  —  rz', 

DU  aura  cette  autre  li'ansformée 

PV+  aQ'i'j.'—  \Vx", 

où 

P'  ^pW--^iqWin' —  vm', 

ir  =  ;h"  —  q  'S'il'  —  p  iN'=. 

lit  l'nu  prouvera,  comme  on  a  fait  plus  haut,  ([ue  les  nombres  P  et  R 
seront  de  mûmes  signes. 

On  p(mrra  trouver  pareillement  une  troisième  lransf(U'mée  telle  ipie 

V"s''  +  iQ:"sx"—  R'jc"', 
dans  la(|uelie 

x"  :=  p." s' +  x' , 

et  OÙ  P'  et  R'  seront  de  mêmes  signes,  el  ainsi  de  suite. 
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Mainlciutiil,  ((iiiiiiii'  les  noiiiljrcs 

M,  N,  M',  N',... 

forineiit  uiir  suilf  dccroissaiilc  de  ikumIucs  ciiliiTS,  il  csl  claii'  (in'iiii  dnil 
parvenir  nécessairement  à  un  Icriiic  ([ni  soil  mil.  Supposons  dune,  par 
exemple,  (|ue  l'on  ail  N'=  o,  et  à  cause  de 

M'rt'  —  N'm'  =  ±  I , 

on  aura 

M'rt'=i 

(car,  à  cause  (juc  les  nond)ros  M'  et  n  sont  tous  deux  posilil's,  il  csl  cvi- 
denl  (|u'il  faul  |)rendr('  dans  ce  cas  le  signe  supérieur;,  donc 

M'=  I     cl     «'=i; 

de  sorte  qu'on  aura  dans  ce  cas 

y=i  s' ,     z  =z  m' s'  -+-  x' . 

D'où  je  conclus  que,  pour  transformer  la  formule  proposée 

pf'-^-iqyz  —  vz' 

en  celle-ci 

P«-  +  2Q5X  —  R*'-, 

dans  laquelle  on  ail 

PR  +Q'  =  pr  +  q^  —  a, 

et  où  P  et  R  soient  de  mêmes  signes,  il  faul  faire  les  substitutions  sui- 
vantes 

z  ^=  m' y -^  x' ,     y^a'x'  +  s,     x'=^u.s-i-x, 

et  prendre  les  nombres  m',  ijJ  et  a  positifs  el  tels,  que  dans  les  Iransfor- 
mées  résultantes 

P'j-=+2Q"j-.r'— R'x'% 
P's-  -T-  2Q'sx'  —  Kx'\ 

Ps'  +  tQ  SX    —  B.x\ 

les  coefficients  R',  P',  R  et  P  soient  tous  de  mêmes  signes. 
Voyons  donc  comment  on  pourra  remplir  ces  conditions. 
En  faisant  d'abord  la  substitution  de  m'y  ■+-  x'  à  la  place  de  z,  on  aura 
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l:i  prcinii'ic  li-iiisrofiiH't',  oii 

R'       /■, 

Q"  =  q  —  lin'. 


P'  =1:^  -r-  7.qin' —  im''z=  — —^ — 


Oi 


P'  -  —  '■  (  m'  -*- I  I  m 


ïILrl  \  1 ,.,'  _  s^^-^g 


(loiH  ,  |)(iMi'  (|ii('  P'  cl  R'  soiciil  (II'  iiifiiit'S  signes,  il  r;uiilr;i  (jiic  les  raclciics 


rn   -H î        fil   — 


soient  (le  signes  dillerenls:  nmis,  ;i   cjuise  de  \fi   >q,  il  esl   el;iir  (|ne 
V  (7  ±q  >er;i  tunjiMiis  un  nonilire  |H>silit  ;  donc,  si  r  esl  jxisitit'.  ru  -^ ~ 

sei':i   lonjonrs  positil.  cl   il  l'amlia  que  m  —  '^- — ^—^  soil   négalil',  et  [)ai 


•onse(|nenl  (jue 


v/»  ^-  <i  . 


si  an  eonir'aire  /■  esl  negalit',  m  — sera  positil',  el  il  laudra 


(jue 


sja^  q        ■ ,      ■      ,■  c     I 
m  -^  * —    ~  soil  nei;alit:  donc 
;■  ' 


ni  <C 


V«-  q 


Snlisliluons  ensuile   ij!x' ^-  s  ii  la  jilace  de  >'.  el   l'on  aiita   la  seconde 
li'ansJornK'e.  dans  la(|iH'lle 


K   -  H'  -   2O'  a'  -  P'  a"  .-  "  ~  ^ 


P' 


J'ohserVL'  (jue 


R  =  -  P'    f,/  - 


v«_-t_9" 
P' 


W-^-^^y 
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(le  Sdilc  (|iir  |i(Mii  (|iir  15  cl  P'  suictil  de  iiirriics  sii^iii'S  il  liiiil  (pic  les  deux 
t'iiclciirs 

soii'iil  tic  silènes  diil'crciils;  ur  coiiiimc 

P'l{'  =  «-Q'  = 

(P'  cl  R'  élaiil  (le  iiKMiies  signes),  il  s'ensuil  (|iic  Q  -'  scrn  (iliis  (iclil  (pic  (i, 
cl   |»iir  coiiscipiciil   Q'       vV'.  •!''    sorte  (pie   y«d_Q     ser;i    toujours   un 

noiul)re  positif;  doue,  si  P'  est  |iositif',   u.-f-        f,,         sera  pctsilif,  et  il 

!■      I                  /       V  «  —  Q         • .      •      .1'     I 
laudia  (pic   [j.  —  - — ^7 soit  iiegalii;  donc 

mais,  ;j.'  devant  être  un  nonihre  entier,  il  l'audia  (pic   ^ — ^y^    soit  pins 
grand  que  runitcs  donc  V  <\a~  Q' ;  (lune,  ;i  cause  de 

P'  R'  =  rt  -  Q"-'  =  (  V «  +  Q"  j  (".  V'«  -  0"  J . 

il  faudra  que  R'  soit  plus  grand  (jue  \a  4-  Q",  c'est-à-dire 

'■>  V*  +  ^  —  lin' , 
et  par  const'([nent 

{ni  -^-^)  /•>-  ya  -1-  q, 

et  de  là 

si  a  +  q 

m  "> ~  —  I. 

r 

Or  P'  doit  (Hrc  positif  lorscjue  /•  est  positif,  aiupicl  cas  on  a  dcjii  trouvé 

,  ^  \Ja  +  q      ,  , 

m  <C --\  donc  on  aura  dans  ce  cas 

r 

,    ^  V  «  -t-  V  ,        Ja-h  q 

m  <C- *'      '"    >• "  —  ', 

;•  /• 

,   ^  v/â  ^  Q" 
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On  Irdiivi'ia  de  iii('iih\  pour  le  cas  de  r  négatif, 


/"  <C  î 1      m  > 2  —  I , 

—  r  —  / 


m'  < 


y  a  -^-  Q" 
P 


D'iiii  l'on  voit  (|nc  le  nombre  m' ,  (levant  élre  entier,  sera  nécessairement 
déterminé,  puisque  les  deux  limites  entre  lesquelles  il  doit  se  trouver  ne 
dilliMcnt  que  de  l'unité. 

Knfin  on  substituera  u.s  -\-  œ  k  la  place  de  x',  et  l'on  aura  la  troisii-mc 
transformée  dans  lacjuelle 


Q  =  Q'~Ry. 

R  =P'  +  2Q>.  -  Rp.    :rr 


(i  —  Q- 
K 


Et,  en  faisant  attention  que 


P=-R(,-.iii^')(,-^: 


à  cause  de  HP' =  a  —  Q"  ,  on  prouvera  comme  ci-dessus  (|nc,  dans  le 
cas  de  /■  positif,  on  aura 


."< 


P       ' 

V«  +  Q' 

'I  dans  le  cas  de  /'  néi^atif 


y  g  +  Q' 


F- 


F< 


P' 
R 


F'>^ 


a  -f-  Q" 


P 


l)c  sorte  que  le  nombre  ';.'  sera  aussi  delermine,  el  (pi'il  n'\  aura  d'indé- 
terminé (liie  le  nombl'e  u.. 
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Or,  si  l'on  vciil  de  |)liis  (|uc  :>.()  ne  soil  ni  plus  i;iaii(l  (|iii'  P  i:i  |iliis 
grand  (|ii('  I{ ,  cihiuiic  les  ('oiiiriruiiis  du  l*i(iMi'iiic  rcxii^cnl,  il  l;iudi;i 
d'abord  dolerminor  /;.  en  soilc  (|iic  Q  ^  Q' —  ,'^.R  ne  soit  i)as  plus  i;raiid 

(juc  -  5  ahsliaclioii  l'aile  des  sii^ncs  de  Q  cl  R;  et  il  csl  (dair  (\i\v  prciiaiil 

pour  a  un  iionihic  culicr  positif,  il  n'y  aura  (pi'uiic  seule  valeur  d(^  ;x  (|Ui 
puisse  satisfaire  ii  celle  (•oiidili(Ui;  de  sorte  (|ue  le  nombre  a.  sera  par  ce 
moyen  entièrement  déterminé.  Ainsi  il  ne  restera  plus  (|u';i  voir  si  ()  csl 

p 

aussi  <  — -,  auquel  cas  la  tiansl'ormée 

Vs'  +  7.Qsx-  ~  R.r' 

aura  les  condili(uis  rc(|uises. 

On  voit  par  là  comment  on  [iciil  résoiulre  la  ([uestion  [U'oposée  sans 
aucun  làtouneuicut,  et  voici  la  uu'tliode  i|u'il  faut  suivre  pour  cel  (dijci. 


MÉTHODE  POlill  TRAKSFOnMEIÎ  LV  FOUMULE  p)''  +-  2  q  JZ  ^  f  Z' ,  DA.VS 
LAQUELLE  ON  A  pr -\-  (j-  =  U  [ci  ÉTANT  UN  NOMBRE  ENTIER  POSITIF 
DONNÉ)  ET  OU  2q  n'eST  NI  > />  NI  >  F  (ABSTRACTION  FAITE  DES  SIGNES 
DE  p,  q,  r),  EN  d'autres  formules  SEMHLACLES  ET  ASSUJETTIES  AUX 
MÊMES    CONDITIONS. 

24.   Nous  cbangerons  d'abord,  pour  mieux  conserver  l'analogie  dans 
nos  formules,  les  lettres  z  et  p  en  y'  et  /';  de  sorte  que  notre  formule 

deviendra 

/■'>•■'  -t-  2  qyr'  —  ry'-. 


ou 


;■ 
a     et     (/  lion  >•  -  m 


iMaintenant.  comme  /•  et  ;•'  doivent  être  de  mêmes  signes  en  vertu  de 
l'équation  /-'/--t-  q-  =  a,  nous  les  supposerons  d'abord  tous  les  deux  [)o- 
sitifs;  mais  q  pourra  être  positif  ou  négatif,  et  devra  même  être  piis  suc- 
cessivement en  plus  et  en  moins. 
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(i(>l;i  pose  : 

I"  On  fera 

r=  m'y'  -hr", 

et'  (lui  (li)iiii(Ma  cflli'  |ireniiJ'i'f  liaiisformée 


•'y"'  -+-  ■y-q'r"r'—  r"r'\ 


(111  I  on  aura 


7  =^  f]  ^  I'  m  , 


r   z=  r  —  a  (/  m  —  r  m  '  := 


On  prendra,  s'il  est  possilile,  |)i)nr  m'  nn  nomlire  entier  positif.  U'\  que 

(j -i- r  Jiï  ne  soit  pas  >  — -.  ensuite  on  vei'ia  si  /'  est    .7    ou    non,   et 

dans  ce  derniei-  cas  la  Iransloianee  liouvee  aura  les  e(Hlditioiis  reipiiscs. 
2"  On  déteianinera  ju'  en  smle  (lUe 


;»   <r    — ,—  ' i      ni     >    --i 


hnsuile  un  lera 


>-  ;=  m  y   +.>■  , 
(pii  domiera  eell(^  seconde  Iransfoi inei' 

i'"'y"'  +  -■Q".y"j'"'  —  ''".r"'. 


en  faisant 


ry    =  q'  —  r  m  , 


/•   r-  /•  +  1(1  ni   —  /■  m  ■  =   - 


iq 


a-q 


On  prendra  ///"  entier  positif  et  t(d  {|ue  q'  —  r"  m"  ne  soit  pas  >— •-  et  si 
en  nienie  t'unps  (]"  ne  surpasse  pas  —  la  transfornu'e  préeedenle  ama  les 


eonditious  n'(piises. 

'^'^  On  ilelci'iiiiuera  ///'  en  sorte  que 


"i   -C       —„-'-)      m    ~>    -,  ?    —  I. 
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l'jisnilc  lin  fcrn 

y'~n>"'x"'-hr"', 

cl  l'oii  ;iiii;i  (•('Ile  (rdisii'iMc  (iiiiisloiiiicc 

,.'"_|..vï_^.  2,y"'j.v^."'_  r'\y"'', 

dans  liKincllc 

q'"  ^_  q"-i-  r"'in"', 

a  —  a'"' 
;•"=:;•   —  ■>.  (f  m"  —  i'  m'"'' ^=  ■;- 

On  pifinlra  pour-  m    un  nnuiluc  <'nlici-  positil' et  Ici  (|nf  q   --■--  r" ni"  ne 

soit  pas  >—  »  et  si  la  valeur  de  y    n'csl  |)as  en  même  k-nips  >  — ■>  on 

sera  assuré  (|uc  la  Uansforméo  Ironvce  aura  les  condilions  i'('(|uises. 
4"  On  dcteiinincra  iiî"  en  sorte  que 

.«  ^  v/«  -  7"       ™  ^  v«  -  q" 

/•  /■ 

lînsuite  ou  fera 

ce  (jui  donnei'a  la  (juatrii'iiie  transfuiinée 

où 

^"=  ç'"—  r"  m", 

u  —  </  '"  " 

r"  =.  r'" -\- i(i"  m'"  —  I"  m"  ■  =  ^ 

/  i" 

On  prendra  m"'  Ici  (jue  </' — r^'^ni"  ne  soit  pas  >■  — >  el  si  ^'"  n'csl  pas 

en  même  temps  >>  —  la  transformée  aura  les  eondilicuis  recjuises. 

5°  On  déterminera  m'", 

De  cette  manière  on  trouvera  successivement  toutes  les  transformées 
de  la  formule  proposée,  dans  lesquelles  les  conditions  prescrites  pour- 
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loni  iivnii  lieu;  ci  il  est  chiir  que  le  iiDiiilirc  des  tr;in formées  difl'érentes 
sera  iiécessaireiin'iil  lirnilc;  car  nous  avdiis  \ii  dans  le  Prol)lènie  II  qu'il 
ne  peut  y  avoir  ([u'un  nonil>re  limite  de  foinnilcs  diiréieiiles  où  les 
niènies  conditions  soient  observées. 

Mais.  |)our  avoir  tontes  les  dilTérentes  Iransfoi'niées  possii)les  d'une 
niènic  i'oiiMiile,  il  l'aiidia  l'aire  un  dnulilc  calcul  en  prenant  la  valeur  de  q 
sincessivenienl  en  /;///,v  et  en  moins. 

Si  les  uonThres  /•  et  /•',  au  lieu  d'être  tous  (len\  positifs,  eoninie  nous 
l'avons  sup|)Osé,  étaient  tons  deux  néi;ati!'s,  il  n'y  aurait  (|u';i  cliaiiger 
les  signes  de  ces  nond)res  aussi  liien  (pie  celui  du  nomlue  q.  c'esl-;i-dire 
(ju'on  jtrendrait  la  f(U'nuile 

/■'j--f- 2(/ >•)■'— r)-'- 

U(''gaiivenH'ni  ;  cl  ensuite  on  cliangerait  de  nn'ine  t(His  les  signes  des 
transformées  (pi'on  ainail  trouvées.  Ou  iiien,  ce  (pii  est  encoi-<'  plus 
sim|)le,  on  écrira  — /■  ;i  la  place  de  /'.  — /■'  à  la  |ilaee  de  /■,  et  t  ii  la 
place  de  v,  ce  qui  douiu'ra  la  forannle 

—  ry"'  +  .rqry'  -h  r'y- 

ou  rel  /'  seiont  des  nonilnes  positifs. 

2.5.  (lonoi.LAiisi:.  —  Il  suit  de  l'aïuilyse  du  Prohii'me  précédent  ipu-  les 
n(  un  lires  /•.  /'.  /•",  r"\...  seront  tous  de  ménn-s  signes  el  t(ds  (pn' 

a  =  /•/■'  -+-  q''  -   /■';■"  -i-  q"'  =^  r'' r'"  4-  q"-  =;...; 

ainsi  chacun  de  ces  nond)i-es  sera  moimlre  cpn'  le  nomlue  donne  d,  par 
conséquent  en  continnani  la  seiie /■.  /■  .  /■,...  il  faudra  nceessaii-enu'nt 
(pu'  le  nnuiH'  nombre  icvienne  plusieurs  fois,  et  nu'me  que  la  ménn- 
couple  de  deux  nombres  successifs  resienne  aussi;  donc,  en  conlinnanl 
le  calcul,  suivant  la  nn'ibode  precedenle,  on  retronveia  necessainunent 
une  transformée  idenTupu'  avec  quebpi'une  de  eelles  qu'on  aura  déjà 
eues;  c'est  ce  (ju'on  re(  onnaiira  aisément  lors(pi'on  trouvera,  par  rxenipb'. 
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cl  (|iic  V  sera  un  iiomlirt'  pair:  iilors  il  scni  iiiiililc  de  poiissci-  h;  calcul 

plus  loin,  parce  (|iic  les  Iraiisloriiiées  snivaiiles  seraieiil  les  inèines  (ju'ihi 

auraildéjà  Irouvées. 

Doue,  (li'S  (Im'oii  aura  ti'oiivé  par  le  l'rdMi'iiie  11  loiiles  les  diilei'eiiles 

l'or'iiHiles 

pr'dz  -iqyz  —  rz- 

(|ui  |)eiiveiit  repi'ésenter  les  (li\iseiiis  des  noinhres  de  la  loriiie 

/'—  ait-, 

on  pourra  les  réduire  au  pins  pelil  iioniluc  |)nssible  en  exehianl  ((dles 
qui  ne  sont  que  des  trauslorniées  de  (|nel(pies-nnes  de  ces  formules. 
Ainsi,  comme  la  formule  y-  —  az"  est  toujours  une  de  celles  des  diviseurs 
(lo  /■  —  au'-  (en  faisan!  q  =  n  et  /^  =  i ,  r=  a  ,  on  commencera  par  clicr- 
clier  toutes  les  (ransformccs  de  celle  même  formule,  lu'i  les  propriétés 
prescrites  pourront  avoir  lieu,  et  comme  ces  iraiisiormecs  se  IrmiNcronl 
nécessairement  parmi  les  autres  formules  des  divisi'urs  de  ('-  —  «m- on 
pourra  d'abord  les  rejeter  comme  étaMt  i^lenti(|ucs  eiitri'  (dles.  Ensuite 
on  fera  la  même  opération  sur  les  formules  ([ui  rcsleronl;  et  apri's  les 
avoir  parcourues  toutes,  rejeté  celles  qui  se  Irouveionl  identiques  entre 
elles,  on  sera  sur  que  les  restantes  seront  toutes  diflérentcs  entre  elles, 
et  qu'elles  seront  en  même  leirq>s  toutes  nécessaires  p(uir  représenter 
tous  les  diviseurs  possibles  des  nombres  de  la  forme  donnée. 

Au  reste  il  arrivera  le  plus  souvent  (jue  les  transformées  de  la  formule 
j'-  —  rtr.- renfermeront  toutes  les  an  ti'csfoi'mules  des  diviseurs  de  f-—  air, 
surtout  lorsque  a  est  un  nombre  premier;  mais  on  aurait  tort  d'en  faire 
une  règle  générale;  car  nous  apporterons  des  Exemples  où  idie  se  trcui- 
veraiten  défaut  :  ce  qui  servira  eai  même  temps  ii  montrer  Tutilité  et 
l'importance  des  méthodes  que  nous  venons  de  donner. 

EXEJIPLKS. 

26.  Soit  proposée  la  formule 

^•=-22=; 
donc 

r'^i,     ^  =  0,     r=:2=^a; 
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(/         //;  ,      /• 


I 


iir  il  (•>!  ilair  (|ii  on  ne  penl  rondi'c  (j     "  r'  -^'^  \\  iiinsi  i  on  passera  à  une 
seconde  lianstbfniée. 

Pour  cela,  on  prendra  donc 


c'es(-;i-(lire  ///  =  i .  ee  (|ni  donnera 


9-1,     /• 


■nsuite  on  aura 


ï   =ï' 


/•  /)(   =  I  —  m  ,     r 


or.   pour  (pH'  r/"  ne  soit   pas  >>  —  ^ -■>  il  f^nit  prentire  w?"  =  i .  ce  cpii 

donne  ^ 

fj"—o,     r"'=2; 

/■" 
de  soile  ipie.  coninie  </"  est  en  même  temps  non  j>  —,  on  aura  la  trans- 

l'ornu'e 

'■"/'"+  2(ji"j'y"—  r"y"'', 
c"est-;>-dire 


(jui  aui'a  les  conditions  recpiises;  or  cette  transformée  est  semblaMc  ii  I; 
tonnnle 


^z'-r\ 


<le  sorte  que  les  deux  i'orninles 

y-  —  5  z-     et     ■}.  z-  —  y-, 

(|iH'  notre  nuMliode  générale  donne  pour  les  diviseurs  des  nombres  de  la 
forme  /■ —  2»-.  reviennent  ii  la  même,  comme  nous  l'avons  dejii  icmar- 
(|ué  f20,  Il  . 
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On  lioiivrra,  de  iiii'ilir,  (|U('  lc>  (|rii\  luriIlllIi'S 

X''—5z'     Cl    5z-  —  x' 

rcvicnnonl  à  la  même,  comme  on  I';i  ol)sei'vé  dans  le  nninrii)  cilr.  V. 

Considérons,  poiii' donner  un  aulre  Exemple,  le  cas  du  ii"  :iO,  \j|,  uii 
nous  avons  trouvé  ([ue  les  Ibi'nuiles  des  divisenis  de 

etaieni 

}■■—■;  z'',     ■.>.r'±7.yz  —  3z-,     'jz'  —  y-,     'iz''-L'.rz—rr'. 

i"  Soit  donc 

/•'  =  1 ,     (/  =  o,     r  =:  7  =  a  ; 

on  aiii-a 

q  —  m  ,     I    — î 

r'        i 
où  Ton  voit  (lue  a  ne  saurait  devenir    :'  —  <;  -• 


2"  On  prendra  donc 


m'<^,      m'>^ 


doue 

m'=2,     q'—9.,     r"=i\ 

de  lli  ou  aura  donc 

"  —  f/"- 
a"  =  2  ^  3 /H" ,     (■'" z^  '—t"- ■, 

el    pour  (|ue  q"  ne  soit  pas         ~^r   ''    laudra    t'aii'c  ///"  —  i,    ce    ijni 

<lonnera 

</'■=- I,     /•"'=^:>.; 

de  sorte  (jue,  eomuie  y"  est  en  même  temps  non         — >  la   Iriinstoiinee 

r"'r"^-  +  iq"r"y"'-r"y'"\ 

c'est-à-dire 


aura  les  conditions  requises. 


i"  On  picndiii 


donc  nf  '=  I  ;  d'on 


L'nsuit(   lie  (|n(ii  (in  iiui'i 
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..."  ,--'  V  7  ~^  ^        -„//  -^  V  7  ~^  -        , . 


C/"'=r  —  I  +  2//;'",       ;■''  =  -^ 


dnnr,   |iuuf  (jnc  y     lit'  ^-oit   [uis  > — ■>  il   faudra   prend rc  «z   =^  i ,  ce  qni 
iloniK'ia 

de  la  im  aura  la  nouvelle  liansl'oiinee 

•->_)■"'  +  2_j-")-"  —  3  )■'"■', 

i|ui  aura  aussi  les  e(uidilions  requises. 
_V'  On  fera 


-f- 1 


m 


m 


I  ; 


doiH  ni  =  1 ,  et  de  là 


ensuite  on  aura 


^"•=1.      r'^r^S; 


^"  =  1— 3/H'%      r>=  ■" — ^1— : 

ou  l'on  voit  (|u'on  ne  saurait  |)renilre  ni  en  .^orle  que  ^"  ne  de\ieiine 
pas 

'  2 


5"  On  fer 


a 


-  V  7  -I-  '  i  ■;  —  i 


donc  m"  =  i  ;  et  de  là 
ensuite  on  aura 


ri'"——  2,      r'  =i: 


2  -i-  nr,     r" 


-g 
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(loue,  |Miiii'  iiiic  (f  ne  Miil  |)iis  ^     —  -,  (III  Ici;!  ///'  ^  2,  ce  (jiii  (l(iiiiin;i 

(le  soilc  (uroii  ;uira  ht  liMiisloriiirc 

(|ui  Miira  i<'s  coïKlilioiis  [Mcscrilcs. 
(i"  On  Icra 

2 


,„v<;ViiiL:,    „,>^v: 


—  i; 


donc  A//*  :=  'l.  |)ar  c()iisc(|iiciil 

q'^-i,     /•'"  =  3; 

j'observe  ici,  sans  aller  plus  loin,  que  ces  valeurs  de  y^  cl  /"  smii  les 
mêmes  (|iie  celles  de  q'  et  r"  (  1",  page  743j;  donc,  pnist|ue  la  dilléreiice 
des  exposants  de  q  est  paire,  il  s'eiisuil  <|ue  les  Iransluriiiées  (|iron  pour- 
rail  trouver  en  continuant  le  calcul  seraient  les  mêmes  (jue  celles  ([n'oii 
a  déjii  trouvées  ci-dessus  (25). 

Ainsi  la  rdrmulc  y-  —  •jy"'  ne  saurait  t'ournir  d'autres  Iraiislurmées 
(|ui  aient  les  condilinns  prescrites  (|ui'  ces  deux-ci 

ly"'  —  2x"y"'  —  3,1  "'\     a.r '"■'  +  ■?.}■■'}■'"  -  3  )■""; 

d'où  l'on  voit  que  les  t'ormules 

_)■'— 73%     p.y'ztiy:  —  3z- 

revieiiiienl  a  la  même,  ciimme  aussi  les  formules 

7:'-  — ,)•=,     3z'qz2rz  —  2}- 

(|ui  ne  sont  que  les  négatives  de  celles-là;  mais  que  les  deux  rormiiles 

y'-rz-',     -^z-'—y'- 

m.  ç,4 


746 


RECHERCHES 


ne  s:nii':ii('iit   se  irdiiiic  rime  à  raiilic.  (•(inimc  cchi   ;i    lien  diiiis  les  l'ur- 
m II  les 


X'~5z\     5  3'- r' 


fie  rh^xcinplc  |ii'('m('(I('|||. 

27.  Pour  (l('vclo|)]icr  (lav:iiil;ii;c  l'iijjiilicalion  de  nos  iiicIImmIcs  des 
Pi'()l)lènies  II  e|  IV.  lions  allons  elierclier  ici  les  fornuiles  des  divisenis 
des  iioiiilires  de  la  lorine 

t'  —  'j()l(-      ou       -()«■'  —    /'. 

'^11  :iin"i  d ■  ici  a  ~-  79;  donc  il  laiidra  (|iie  y  ne  soil  pas       i /^  >  3, 

de  sor(e  i|ir(ni  ne  pourra  faire  (pie  (7  =  0,  i,  2,  3.  Faisant  «y -- o,  on  aura 
pj-^^  79,  donc 

/>  =  !,     r=79; 

l'aisant  y=^  i,  on  aura  pr  ~  yS,  donc 

p -=■:>.,     ''Si),     ou     p~i,     ;•— ?6.     ou     p~6,     r-t3; 

l'aisanl  y       a,  on  aura  pr       7'),  donc 

p  =  5,     r=t5; 

eiiliii  l'aisanl  7  —  3,  on  aura  /;r  =  70;  donc 

P  =  1,     1-10 

Ainsi  l'iui  aura  pour  les  diviseurs  doiil  il  s'ai^il  les  lorniiiles  snivanles 

X'—  ■]()Z'',      2r'±  3..r-  —  3()3-,      3)--d:;  2)-z  —  2(is-, 
6v=±  3.)-2  -  i33%     5r- ±4  )-5  —  i5:-',     'r'±i\)-z  —  103% 

et  leurs  inverses 

79-'  —.r",       393"  rp  -y.yz  —  l>,_)-',       ?.6s'  =f  9.rZ  —  3  )■■, 
iSs'rp  5r3  —  (i) -^      i');- qz  4,)'3  —  5j--,      103=  ~  6v3  —  7  >■-, 
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ce  (|ui  r^iil  ni  liiiil   douze  i'oriimlcs;  iiKiis  il   l'aiil   iiKiiiilciiaiil   les  liicr,  l't 
en  rejeter  celles  (|in  sdiiI  ideiilniiies  entre  elles, 
(^oiisidéidiis  (i'aliord  la  fui'mule 

>■-—  75)2'     ou  bii-u     J-- —  '[)}'''• 

i"  On  anra 

•  '■'=',     q-o,     '•=79  =  «' 

(l()n<' 

or  q  est  toujours  ,  >  — ■.  à  moins  qu'on  ne  lasse  /«'  =  o,  ee  ([ui  ne  donne- 
rait aucune  nouvcdie  t'cn'innle. 


2"  Ainsi  l'on  fera 


àS.     ^'^vZ29 


donc  rn'  =  8,  par  conséquent 

q'  =  8,     /•"=  i5; 

ensnite,  on  aura 

fl"  =  8  -  1 5  m" ,     /•'"  =  'j^^~ , 
^  i5 

r" 
où  l'on  fera  m":=  i  pour  que  q"  ne  soit  pas  >  — ;  on  aura  donc 

q  =  —  7,     '■   =2; 

mais,  comme  q"  serait  ~> — >  ces  valeurs  ne  doimenl  [xiint  de  transfor- 
mée convenable. 
3°  On  fera  donc 

m"  <  ^^^-^^ —  ,      m   >  *-i^ig i; 

donc  m"  =  i,  et  de  là 

q"=-l,     r"  =  2; 

1)4- 


-V8  ke(:heu<;hes 

('iisiiiti'  1)11  ïiiiiii 

g    —  —  7  +  2m'  ,     r"  =  — 2_ 


/■ 


(lii'oii  |irt'iiiii'  rn   ^   3  ou  =4  pour  ;iv(iir  r/=  ±  i,  intii  >• — »  ri  /"  «le- 

viri](lia  ('i;al  ;i    )q;  de  Sdric  ((lion  aura  celle  traustoriucc,  (jui  aura  huiles 
les  iMuiilitidiis  prescrites 

V   Hn  poursuivant  le  calcul  ou  fera 


,„"  ^  V 79  +  7        „,'■•  -,    V79  ^  7       , 
///    <i    1      ffi     ^    —  I , 

2  '  2 


c  est-a-(lire  m    ;=  ■j  ;  il  on 

ensuite  on  fera 

:<)  — V'"' 
o'"^:  — i5m'\      r^   _  i'i — ;^ — . 


'I  l'iui  pieiuira  m"'^  i  p(»ur  avoir  (^"  non  ^,    —  ;  ainsi  l'on  aura 


mais,  (Muuiue  q"  est  plus  grand  qui"  -  •   on  rejettera  ces  valeurs  c(unme 
inutiles. 

5°  Ou  fera  dune 

,v  ^  V71  +7  ,>  ^   V79  -*-  7 


i5  -^       i5 

doue  m"  =  I ,  par  cousei|uent 

</"  =  -«,    /■'  =  !; 
après  (|uoi  ou  supposera 


1)\HITIIMKTI0LE. 

cl  l'on  picinli"!  //?'  —3  8  |)(tiir  jivoii' 

ce  (|iii  (l(Miii('r:i  l:i  IriiiisIdiiiM'c 

qui  csl  ('iilièicincnl  s('ml)lal)l('  à  la  prciiiiiTc  ruinmlf 


&'  Je  lais 


ni-  <;  i~i-d ,     y„>  ■->  y,j^. 

I  1 


savoir  m^'  =  lO,  ce  (|iii  (Idiiiic 

9>  =  8,     ;-  =  i5: 

(ir  je  rciiiar(|iic  (|iic  ers  valcui's  île  (f  cl  /"  sont  les  incnics  (|(ic  celles  de  y 
et  /•'  tlii  2",  page  74?;  <!''  sorte  (|iie.  coiiiiiie  la  diU'éreiiec  des  exposants 
de  c/  est  paire,  on  reti'Oiivera  les  mcmes  traiisl'oiiiK'es  (|n'nii  a  dejii  eues; 
d'où  il  s'ensuit  (juc  la  formule 

r"-79r' 

ne  peut  se  t'iianger  en  aucune  autre  <|u'en  celle-ci 

et  (ju'ainsi    |)ai'mi    toutes   les   l'orniules  trouvées  poiii-  les   diviseurs  de 
t-  —  79'^'  il  n'y  a  que  ces  deu\-ci 

}■'  —  7Ç)S=     el     -y-x'  ±:  a  )z  —  3yz- 

<jui  soient  i(lenti(|ues  entie  elles,  auxquelles  on  doit  encoie  ajouter  leurs 

inverses 

1i.)z-—y-    ei     392=  zp  a rs  —  ?.,)■-', 

((ui  seront  aussi  identiques  entre  elles. 
Considérons  niainlenanl  la  formule 


savoir 


3 j2  ^-  o,yz  —  262-, 
3r'i2.>7'—  '6»-'-. 


loO 
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I"  On  iiura 


r'  —^  S,     q     -  I,      r  —  26, 
a  ('{-.wiX  luiijouis  ciial  il  7(j;  aii)si  l'on  supposera 


q  =\  -y    ini  ,      /■   :=  - — ^^— ^  ; 


pt  coininc  011  lie  peut  pas  jiiciidre  ni  Ici  cpie  q'  ne  soil  pas 

sera  à  une  autre  tiansforniée. 
2"  On  fera  donc 


-7  on  itas- 


V79 


-  -.    v'70  —  ' 


donc  w'==  2  el 


q  =^  7,     /■'  =  10 
ensuite  on  supposera 

y"  =  7  —  lom",     /•'"  — 
on  |)rendra  doiu'  m'  ~  i  pour  avoir 


79-- 7'". 


et  I  on  aura 


r    z^-^^^iq 


ainsi  l'on  aura  la  transformée 

zy"'  —  ^y"y"'  —  'oj'"-, 

(|ui  aura  les  conditions  requises. 
'\°  Soil 


m'<^^ 


,„'>virLZl2_,. 


donc  nf  =  1  el 


^"=-3,     r"'=^7; 


ensuite,  soit  supposé 


7'"=  —  3  +  7  m",     r' 


79  -  7 
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t'I  (■(iiiimc  on  ne  pcul  pas  prendre  m     tel  (jue  y     ne  sdil    pjis  ^,       >  on 

passera  à  la  Iranslorniéc  snivanle. 
4"  On  fera  donc 

1  '  1 

e'osl-à-dire  m   =  i,  et  l'on  aui'a 

ensuile  de  (|noi  on  snpposcMa 


9 

or  on  ne  pent  prendre  r/i"  lv\  cjiie  rj"  ne  soil  pas  ^    — -,  donc, 

5°  On  fera 

„,..^^  +  4,    ,„..>^79  +  4_ 
9  9 

c'est-à-dire  m"  —  i  ;  donc 


après  quoi  on  fera 


fl~  =  —  5  +  Gnr,     ;■>  '  =  '^•^— ^^~  -, 

b 


ici  l'on  peut  prendre  /??'  =  i,  ce  qui  donne 

valeurs  qui  ont  les  conditions  requises;  de  sorte  qu'on  aura  la  trans- 
formée 

6°  Soit  maintenant 

V  ^  V  79  +  5                  v'79  +  5 
m"  <  ^^-f^. ,      m'  >  ^^-^ I , 

donc  m"  =  2  et 

ç>  =  7,     ,-  =  5; 


7S-2 
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^'■  =  7  — Sh^',  r 


7<)  "  </' 


cl  il  csl  chiir  (lu'fii  jiri'iuml  m"~  i  un  aura  r/' 

^''i  =  9.,     r""  =  i5: 
(le  sdilr  (|iir  la  (laiisluiinéc 

aura  lo  ((Midilious  !ec|uiscs. 
-"  Qu'on  prt'uue 


;   ou  aura  (loin 


,     ,„">vl9^^-,, 


T'I-V^ 


donc  ///"'  =  ^  t't 

ç>'=-8,     /■•■■  =  S; 

cusnili-  on  supposera 

^v,,  _^  —  8-1-3;»'",     /■' " 

cl  piciiaiil  //;'■"=  3,  on  aura 

(jC"  =  I  <_^  ,      r""  =  ?b  ^    'f/'"  ; 

ce  (|ui  donnera  la  liaust'oiinee 

ipii  est  senildahle  ;i  la  [Udposec. 
S"  Ou  fera  donc  enciu'c 

^  v'7q  -t-  ^  ^    V  7Q  +  "^ 

m^'-<5^ ■      ni^'^^-— i; 

o  o 

c'csl-à-dirc  w^"    -  ">.  et  par  cousc(|uenl 

^'"'  ^7,     /•""       10; 

valeur.-»  (jui  sont  les  mêmes  que  celles  de  q  et  /    ;  de  muIc  (|ue  le>-  incnn's 


D'ARITIIMKTIOLIK-  "-'î 

lraii.sforni(''('s  (iiTdii  ;i  dcià  lidiivrcs  revicndniiciil  si  l'on  ((MiruMiail    If 
calcul. 

Reprenons  niiiinlcn;int  les  nicn)f's  valcnrs  (\c  /'  et  /■  du  i".  |);ii;c  7"i<), 
mais  au  lieu  de  snji|)osei'  </   -  i .  (|u'on  lasse  c/  =       i  ;  donc 


or,  comme  on  ne  saurait  déterminer  r/ï  en  sorte  (|ue  c/   dfviem 

il  l'aiidra  |)assei'  immediali  nient  à  une  autre  Iratisi'oruu'e. 
2"  On  l'ei'a  donc 

fn  -z^ -z 1      m  ^- ^ 1, 


le   <.    —5 


doiK  m  =  3  et 
ensuite  on  supposera 


V':=8,     ;-":^5; 


ç"  ^  8  -  5  /;(" ,      r'"  =  ' '^^^' , 


et  il  est  clair  (|ue  prenant  ///  =  y,  y    ne  sera  [)as  \,      -;  ainsi  l'on  aura 


</"==  — 2,     /"^iS; 


le  sorte  tiu'il  en  résultera  la  transformée 


rte  q 


'5.r''  — -î.r'j'"'—  5.)"", 


qui  a,  comme  on  voit,  les  conditions  requises. 
3°  On  fera 

v^W79  +  f^'     „.-'^    V'79  -^  8 


>n"  < 


5  /« 


c'est-à-dire  /«"=  >,  d'où 
ensuite  on  supposera 


79  -  <i"" . 


'^-•T-hGw'",     ;• 


m. 
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f'I  l'on  |)ii'imIi;i  ni    ==  i  pour  uvoir 

q"'——\,     /•■■'  =  i3, 

(0  (|iii  (loiinci'a  l;i  ti'juisforinéc 

(;,r"'—  y-y'")'"'  -  i3)"", 

(|ui  ;i  les  ('(iiidilioiis  r<'(|uises. 
4"  Suit 

,„-»  ^  v'y^  -i-  7      ,„»,     V  :;)  +  7 

/H   -^^ 7i •)      ni    ^  -  r. 


<) 


(Inlir  r)ï"  "  3  et 


(Misiiitc  on  siip|)OS('i';i 


q"'=5,     /•■''  =  t); 


r                                                 7'» —  '/'" 
r/'*  =  5  —  <)/)(',      '•■  =  ^-^ —  ; 


cl  l'on  |)oiin;i  prendre  m"  —  i ,  ce  i|ni  doiniera 

_  r'" 


f,'-^. 


i| 


MiJiis  ;doi's  on  ;nii-; 


7<.2Ç' 


de  soile  (|iie  ces  vjihMii's  ne  sont  piis  eonvcn:dtlcs. 
V'  Soil  donc 

.,  ^  V  7*5  -"-5  „  .      4/70  H-  5 

9  y 


donc  //?"  =  I  e( 
ensiiile  on  fer;i 


.|,     /-=:7; 


4-f-7/H\      r^'  — 


7;»-v~' 


■I  l'on  ponn-i  prendre  /«'  =  i,  ce  (pii  donnera 


2  ' 


de  soi'le  (pi'on  aina  celle  transformée 


I>  Mill  ilMKTJQUE. 

7  7 

(loue  //,''■  —  I  cl 

^'  =  3,     r"  =  io; 

([n'oii  fusse  cnsiiilc 

,.v„.     79-r\ 


^"  ir-  3       iniit'" ,     ;•' 


lo 


et,  coiiiriK-  (111   ne  |icii(  pus  iiiciidro  a//"  eu  sorte  (juc  y"  (Icviciiiic  ikhi 
^>  —  î  on  passcrji  d'iiliord  ;i  la  traiisiorméc  suivante. 
7"  Soit  donc 

lO  lO 

donc  rn"'  =  i  et 

r'  =  -7.     '•'■■  =  3; 

([n'on  fasse  ensuite 

fy>"  =  —  7   I- 3m'",     /•'"■=  lâZ^^' — , 

et  prenant  m'"  =  2  on  aura 

r"" 

(7"^'"  =  —  K, 5      (■'"■  =  2b>- 2(j'"  ; 

^  2 

donc  on  aura  la  transformée 

3,.v.,,i  _  2^j.>,.,  ,.v,,  _  26r^"', 

(|ui  est  analogue  à  la  proposée. 
8°  Soit  encore 

donc  m?"  =  5  et 

</"'■  =  8,     /•'■■■==  5, 

valeurs  qui  sont  les  mêmes  (juc  celles  de  q  et  /'  du  2",  paj^c  7-^)3;  ainsi 
l'opération  sera  terminée. 

95. 
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On  Vdil  iloiic  (jiic  la  loiimilc  '>y'-  zt.  2Yy' —  26)''-  n'a  pu  loiiinii'  (jia' 
(Ts  transformées 

7  )■'-  —  (\y"r"'  —  lo)'"-,  6r'"'  ~  2.y^'  y  —  i3)  '-,   iSy"'-  ~  4^"".)"'  —  5)-'S 


d'où  et  (le  ce  (jiii  a  <léjà  été  trouvé  ci-dessus,  je  conclus  que  les  douze 
foiniiilcs  que  nous  avons  données  pour  les  diviseurs  des  nombres  de  la 
forme  /-  —  79  ir  peuvent  se  réduire  à  ces  quatre-ci 

)•■  —  -()z\     7()  -  ■  —  y-,      3  )-rh  ■?._}■:  —  ?,(>s%     2(i;-=f:  -.^yz  —  3  v-, 

les(|uelles  doivent  être  regardées  couimecsseiiliellement  dill'erenles  l'une 
de  l'autre,  en  sorte  (ju'elles  n'admettent  plus  aucune  réduction. 

28.  D'a[)rès  ces  principes  on  pourra  construire  deux  TaljJes  pour  les 
formes  des  diviseurs  impairs  des  nombres  t-  ^-  air  et  t-  —  au-  en  suppo- 
sant successivement  a  =  i ,  2,   > 

Voici  ces  Tables  poussées  jusipi'à  0  =  3i;  il  serait  l)on  de  les  conti- 
nuer au  moins  jusiju'ii  100;  mais  nous  nous  contentons  ici  de  mettre  sur 
la  voie  ceux  (|ui  voudmnt  dans  la  suite  se  charger  de  ce  travail. 

On  reman|uera,  a  l'égard  de  la  seconde  Table,  que  les  signes  ambigus 
—  qu'on  y  trouve  dénotent  que  les  valeurs  de p  et  de  r  qui  en  sont  affec- 
tées peuvent  être  prises  également  avec  les  signes  supérieurs  ou  avec  les 
inférieurs;  ainsi,  puisque  à  r;  =  2  répond  p  —  ^^  \ ,  q  =  o,  /•=  ziz  2,  il 
s'ensuit  que  tout  diviseur  impair  de  /- —  211'-  sera  en  même  temps  de  la 
forme  y-—  2;-  et  2r---  v-,  et  ainsi  des  autres;  de  sorte  (|ue,  dans  ce 
cas,  on  sera  libre  de  prendre  les  signes  supérieurs  ou  les  inférieurs. 

On  doit  remarquer  encore  que  l'on  a  omis,  pour  plus  de  simplicité, 
toutes  les  valeurs  de  a  qui  seraient  égales  à  dvs  carrés  ou  divisibles  par 
des  carrés;  c'est  pourtjuoi  dans  la  colonne  des  valeurs  de  a  on  ne  trouve 
ni  le  nombre  4,  ni  le  nombre  8,  ni,  etc.;  en  effet  il  est  visible  que  la  for- 
mule /-  — 4"'  est  comprise  sous  celle-ci  t- —  ir  où  rt=i.  On  voit  de 
même  que  la  formule  t'  -t-  8m-  est  réductible  à  celle-ci  l-  +  2«-  où  a  —  2, 
et  ainsi  des  autres. 


DMnniMETIQUE. 


TABLE  I. 


I''i)rnnil('  des  ii(iiiil)rcs  (iroposés t'  -i-  aii^, 

Forimili'  (le  louis  diviseurs  impairs. . .     /jy-  ±  ■i.qrz  -f-  rz\     où    pr—  ij''  =  a. 


VALEURS  DE 

a 

VALEUnS   C.OIiRESPONDANTIÎS 

ni-; 

P 

9 

r 

I 

0 

, 

2 

0 

2 

3 

1 

0 

3 

5 

1 ,  2 

0,  1 

5,  3 

1                 6 

I,  2 

0,  0 

6,  3 

i                 7 

1 

0 

7 

1                         lO 

I.  2 

0,  0 

.0,  5 

II 

I,  3 

0,  I 

u,  4 

i3 

I  ,     '2         • 

0,  I 

■3,  7 

■  4 

..  2.  3 

0,  0,  I 

>4.  7.  S 

i5 

1,  3 

0,  0 

i5,  5 

'7 

1,  2,  3 

0,  I,  1 

•7.  9.  S 

>9 

',  4 

0,  I 

■a.  5 

2r 

1,  3.  2, 

;ï 

0,  0.  1,2 

21,  -,   II,  5 

22 

I,  2 

^ 

0,  0 

22,   1 1 

23 

1,  3 

0,  I 

23,  8 

26 

i,  2,  3, 

5 

0,  0,  I,  2 

26,   i3,  9,  6 

^9 

I,  2,  3, 

5 

0,  I,  I,  I 

2g,    i5,    10,  6 

3o 

I.  2,  3, 

5 

0,  0,  0,  0 

3o,   i5,   10,  G 

3i 

I,   5 

0,  2 

3i,  7 
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TABLE  11. 

KcjiiMiili'  (les  nuiiiljn'>  |iro|ius<is t'       tiir. 

Fui'imik' lie  leurs  diviseurs  impairs.  . .     /i)-:±-if/iz  —  rz'\     où    /ir^i/'^n. 


VALEUllS    DU 

VALKVHS   CORRESPONDANTES    DE 

a 

P 

v 

/■ 

, 

1 

O 

I 

1 

■1 

_^ 

O 

±  2 

3 

I,    —  I 

O 

3,-3 

r> 

±  I 

0 

±5 

G 

1,-1 

u 

G,   -  G 

7 

I  ,    —  I 

o 

7.-7 

Kl 

±1,    ±2 

o 

±10,  ±5 

1  1 

'i     —  1 

o 

II,   -  1 1 

i3 

±   I 

o 

±  i3 

«4 

o 

i4,  -  M 

i5 

I,  —I,  3,  —  3 

o 

i5,  -i5,  5,  - 

-  5 

'7 

±2  I 

o 

±17 

>9 

o 

19,  -  19 

21 

1.  —  ' 

.  o 

■il,     —  21 

22 

Il  —  I 

o 

22.     —  22 

23 

I,  — > 

o 

23,     -   23 

26 

±  I,     ±  2 

o 

±26.    ±  l3 

■''9 

±  I 

" 

±29 

3o 

I,     —1,2,     —  2 

0 

3o,  —  3o,   i5. 

-i5 

Si 

'  !     —  I 

o 

3i,  -3i 
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SECU-Mii:  l'Ainii:. 

J'iii  (loiiiif,  dans  les  KcclicrclH-s  jirécédcilU'S,  des  iiirllKidcs  dinclcs  cl 
générales  poiii'  Inuivcr  loiilcs  les  formes  (IdiiI  son!  siiseepliides  les  divi- 
seurs premiei's  des  iiomiji-es  de  la  l'oiine 


a  étant  un  nombre  entier  donné,  et  /,  u  des  nond)res  (|iieleon(iMes  eiilieis 

et  premiers  entre  eux;  et  j'ai  |)rouvé  que  ces  diviseurs  sont  toujours  re- 

duetihles  à  la  forme 

p}'±  -yqrz  ±  rz', 

dans  laquelle  y  et  :;  soûl  des  mmibres  euliers  indétennines,  el  oii  /y,  (/.  r 

sont  des  nombres  euliers  dépendauls  du  nombre  a,  eu  sorte  (ju'ils  ne 

peuveni  avoir  (ju'un  nombre  lini  de  valeurs  dilléreules,  ies(pHdles  s(uil 

faciles  à  trouver  par  les  rèij,les  (|ue  j'ai  données  pour  eel  (dijel,  el  (jiie  j'ai 

déjà  appliquées  à  toutes  les  valeurs  non  earrées  de  a  de|)uis  i  jiis(|m';i   m  . 

Je  me  propose  maiuleuant  de  donner  les  moyens  de  ramener  !a  nième 

formule 

/)}  ■  ±L'?.qyz  :!;  rz' 

il  celte  aulre  bcaicoup  j)lus  simple 

'\nii  -:-  /), 

//  étant  un  nombre  entier  (juelcon(jue,  el  ô  un  nondue  donne  depcndaiil 
des  nombres  yj,  q,  r;  je  donnerai  ensuite  des  Tables  pour  loules  les  va- 
leurs de  b  répondantes  aux  valeurs  non  carrées  de  a  depuis  i  jns(|ir;i  lo. 
et  je  montrerai  l'usage  de  ces  Tables  pour  trouver  faeilenu-nl  Ions  les 
diviseurs  d'un  nombre  queloonijuc  proposé;  je  traiterai  enfin  des  nom- 
bres premiers  de  la  forme  l\an  -t-  b  qui  sont  en  même  temps  de  la  forine 
u^  ±  at-;  j'établirai  les  principes  généraux  de  la  théorie  de  ces  nombres, 
et  j'en  déduirai  un  grand  nombre  de  Théorèmes,  dont  (juebjues-uns  soni 
déjà  connus,  mais  dont  la  plupart  sont  entièrement  nouveaux. 
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An  icsic,  (■(iiniiic  ce  JMémoirf  n'est,  à  proprcmoiil  [Kirlcr.  (|ii'unc  suilf 
(If  celui  (|ui  est  iin]iiiiii<'  dans  le  volmiie  de  177  >.  j  y  eonsei'verai,  jxmr 
l;i  comiiioililc  des  citiitioiis,  l'diilic  des  iiiiiik'mos  et  des  Projtositioiis. 

1)1-  l.A  MAMt'IiE  DI-:  1\A.MILM:H  LliS  DlVISl'URS  DI'S  NUMlilil-S  DK  LA  FOHMK  ir±at- 

A  LA  l'OH.ME  \a/i^li. 

domine  nmis  avons  déjîi  deinuiitn''  (|ne  les  divisenis  des  iiomlires  de  la 

l'orme 

u-  dz  a  t- 

soiit  iieeessairenn'nt  de  la  l'orme 

py-±o.qrz±rz-, 

il  est  (  laii'  (jii'il  ne  s'ai^il  plus  (|Lie  de  ramener  celte  l'oiinule  a  celle-ci 

4  an  -'-  b; 

(■"est  a  (juoi  sont  destines  les  deux  ProMeines  suivants. 

PlSOBLÈME    \ . 

2!).   Etant  donnée  l' expression 

]>y'±rz-, 

où  j)  et  r  sont  des  nombres  entiers  donnes,  et  y.  z  des  nondtres  entiers  in- 
déterminés.  on  propose  de  la  réduire  à  la  forme 

4  ((/(  -'r   II, 

a  étant  égal  à  pr.  h  étant  un  nombre  positif  on  nét^atif.  é^al  on  moindre 
que  -2(1.  et  n  un  nombre  entier  indéterminé. 

Il  est  (lair  (|ue.  (|nels  (|ue  soient  les  nomhi'cs  i- et  ;,  ou  |ieut  loujours 
les  représenter  par  les  formules  '2mr±rj  ci  iin p  —  -k:,,  m,  m  .  0  ci  t;; 
étant  des  nombres  entiers  ind«''terminés;  il  est  visible  de  |)lns  (jn'on 
pourra  toujours  prendre  les  nombres  m,  m'  avec  les  sii^nes  des  nombics  0 
et  7^,  en  sorte  (|ue  ces  derniers  soient  l'un,  savoir'  0,  nujindi'c  ou  au 
moins  non  plus  i^i-ind  (|ue  /•,  et  raiiîre,  savoir  w,  non  plus  i;raud  (|ue  /;. 

Qu'on  substitue  donc  ces  valeurs  dans  l'expression  pj-  ±  rz-,  elle 
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deviendra,  à  cause  de  pr  --  a, 

4rt[/M-/'±/»prh  {m'^p±ni'xs)]  -l-/>f.'rh  rro'; 

d'où  l'on  voit  (|Tio  la  réduction  proposer  anra  lieu  en  f'aisani 

h  z^  pù-'±i  rm', 

et  prenant  successiveuienl  pour  zô  tous  les  nnuilires  cmicis  jnsiju'ii  //,  cl 
pour  0  tous  les  nombres  enliei's  jus(|u'à  r;  et  il  est  clair  (|uc  les  \alcui-s 
de  h  (|u'ou  trouvera  de  celte  manière  pourront  être  augmentées  ou  dimi- 
nuées de  tels  multiples  de  4«  (ju'on  voudra;  moyennant  quoi  on  pouira 
toujours  réduire  ces  valeurs  à  être  au-dessous,  ou  au  moins  it  n'être  pas 
plus  grandes  que  2a;  pour  cela  il  n'y  anra  ([u'à  diviser  d'ahord  l>  par  4«. 
et  si  le  reste  est  égal  ou  moindre  que  2a,  on  le  prendra  pour  la  vraie  va- 
leur de  b;  mais  si  ce  reste  est  plus  grand  (|ue  2a,  on  en  retranchera  f\a, 
et  l'on  aura  un  reste  qui  sei-a  nécessairement  moindre  que  2a,  et  (|u'i>u 
prendra  à  la  place  de  /;. 

30.  Corollaire.  —  Il  est  clair  que  si  l'on  change  en  même  temps  les 
signes  des  nombres  p  et  r,  la  valeur  b  devra  aussi  changer  de  signe;  pai' 
conséquent,  si  ^an  -r-  b  est  la  foiine  des  nombres  py-  —  rz-,  on  aura 
sur-le-champ  !\an — b  pour  celle  di's  nombres  rz'- — py'<  les  valeurs 
de  b  étant  les  mêmes. 

31.  Remarque.  —  Si  l'on  ne  veut  considérer  que  les  nombres  impairs 
qui  peuvent  être  représentés  par  la  iormule/M-  ±  rz-,  lorsque  p  et  r  ne 
sont  pas  pairs  à  la  fois,  il  faudra  dans  ce  cas  rejeter  toutes  les  valeurs 
paires  de  b,  et  ne  prendre  par  conséquent  à  la  fois  pour  ^r  et  0  (|ue  des 
nombres  qui  rendent  l'une  des  quantités /jp-,  /-s-,  paire  et  l'autre  im- 
paire. 

Si  l'on  voulait  de  plus  ne  considérer  que  les  nombres  qui  seraient  pre- 
miers à  a  =  pr,  il  faudrait  encore  rejeter  toutes  les  valeurs  de  b  qui  ne 
seraient  pas  premières  à/>  ou  à  r;  et  il  est  visible  qu'il  ne  faudrait  pren- 
dre alors  pour  ttt  que  des  nombres  moindres  que  p  et  premiers  à  p,  et 
pour  p  que  nombres  moindres  que  /•  et  premiers  à  r. 

III.  96 


76-2  RECHEKCHES 
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32.    Étd/il  donnée  l' expression 

py-  -I-  ■yq yz  ±  rz-, 

où  />.  <].  r  sont  des  nombres  entiers  donnés  dont  le  premier  on  le  dernier 

est  supposé  impair,  et  y,  z  des  nombres  entiers  indéterminés  ;  on  propose 

de  la  ramener  à  la  forme 

4  «H  ■+-  (>, 

en  supposant  a=^j>r—q'-.  b  un  nombre  entier  positif  ou  négatif  ipii  ne 
soit  pas  plus  grand  que  2a.  et  n  un  nombre  entier  indéterminé. 

Supposons  d'uljoril  (|Ui'/J  soit  un  iiomlirc  inipuir,  et  l';iisanl  ri'X|)rfssion 
proposée  égnic  à  X,  en  sorte  (jue  l'on  ;nt 

pj- +  7.qyz±rz'=^\, 

(|n'on  multiplie  cette  é(|uation  par/;,  elle  deviendra 

p\^  ,  [))■  -h  qz  r  zhaz', 

il  cause  de  a  ^^  pr  ^  q-    hypothèse),  ou  l)ien  en  taisani  py  ^  qz  ^  y', 

p\=y"^azK 

Maintenant  supposons,  en  général,  (|ue  la  plus  grande  conininiie  me- 
sure de  a  et  p  soit  p'c'-.  p  étant  un  nombre  non  carré  ni  di.visible  pur  au- 
cun carré;  et  faisant 

p:=Pp'c-,    fl  = /-'y/f-, 

il  est  clair  (|ue  P  et  /■  seront  premiers  entre  eux,  et  (|ue  riMjualinn 

a=pr—q-, 

devenant 

r'p'c^=]}rp'c'' :jzq', 

ne  pourra  sui)sisler  en  nombres  entiers  a  moins  ipie  q  ne  suit  divisible 

|)ar  p'c;  ainsi  l'on  aura 

q  =  q'p'c. 
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f'I  (livisiiiil  Idiilc  l'équalioii  |i;ii//r-,  il  vii'ii(li;i 

/•'=  Prir:  q"'p' < 

OÙ  je  rt'iiiarqiu'  {|ia'  1*  sera  néfcssairciiiciil  piemici'  ii  p':  car  si  ces  ditix 
nombres  avaient  une  commune  mesure  autre  que  l'unilc,  il  laiidiail  que 
le  nombre  r'  fiU  aussi  divisible  par  cette  <()iiiinuue  mesure;  ainsi  P  et  r' 
ne,  seraient  \)\u>  premiers  eiilrc  eux  contre  l'Iiypolbèse.  Donc  P  ser a  en 
même  temps  premier  il  //  et  à  r' ,  et  par  conséquent  aussi  à  p  r' . 

Cela  posé,  puis(|ue  p  et  q  sont  divisibles  à  la  fois  par  p'c,  il  est  (  laii' 
(|ue  )-'  le  sera  aussi,  de  sm-tc  (|u'on  aura 

y  '  —  p'cx, 
et  ré(|ualion 

étant  toute  divisée  par//c-,  deviendra 

Vy^  —  p'x-±L,'z-. 

Or  faisant /;>•=  rt',  on  pourra  réduire,  par  le  Problème  preccilcnl. 
l'expression  p'x-  ±  r' z-  à  la  forme  4«  "  —  /^ .  <ui  "  sera  un  nombre  en- 
tier indéterminé,  et  b'  aura  des  valeurs  coiuuu's.  Qu'on  mette  Y  \\  la  place 
de  n,  et  l'on  aura  l'équation 

P\  ^  4a' V -:-//, 

laquelle  devra  avoir  lieu  en  pi'enant  pour  X  et  Y  des  nonibies  entiers,  et 
qu'on  pourra,  ])ar  conséquent,  résoudre  par  les  méthodes  connues.  Voyez 
les  Mémoires  de  cette  Académie  pour  l'année  17G8  ('). 

Or,  comme  on  suppose  que/j  est  impair,  il  est  clair  que  P,  qui  est  un 
facteur  de/j,  sei'a  aussi  impair  ;'j)ar  cousequent  P  et  4"'  seront  premiers 
entre  l'ux.,  j)uisqu'on  a  déjà  prouvé  que  P  est  premier  à  «':=/>'/';  ainsi 
l'équation  proposée  sera  toujours  résoluble,  quelques  valeurs  (|u'on 
donne  à  b' . 

Qu'on  divise  l\a'  par  P,  puis  P  par  le  premier  reste,  puis  le  premier 

(*)  OEiivies  (If  Lagrange,  t.  II.  p.  ()5<). 
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reste  par  le  second  reste  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  (|ue  la  division  se 
tasse  exactement,  e(  iioniinanl  /.  /',  /",  /',...  les  quotients  provenant  de 
ces  divisions,  on  en  t'ornuM'a  les  i'ractions  convergentes 

/  /'  /"...  K^i 

I      /      //'+i      (//'  +  !)/"+/  L      L'      L7(^'+L 


o      I  /'  il"-\-i  A     A'      A7""'-+-A 

dont  la  dernière  sera  la  fraction  même  -~-i  et  ravanl-derniJ-re,  que  nous 

désignerons  par  ^^  sera  telle  (|ue  aP  —  [\^ia'=^  ±  i,  le  signe  supérieur 

elant  poui'  le  cas  où  le  quanlii^me  de  la  Iraclion  ^  est  impair,  et  l'infé- 
ru'ur  pour  cidui  où  ce  (|uanlii'me  est  pair. 
O'Ia  tail.  lin  aura,  en  général, 

X  =  ^a'ii'  ±  y.li' , 

n'  étani  nu  nonilire  (jU(dcon(pie  entier. 

Telle  sei'a  donc  la  l'orme  de  l'expression  proposée  X;  d'où  l'on  voit 
(|ue  le  Priddéme  serait  résolu  si  a  était  égal  à  a:  ce  qui  a  lieu  lors([ue 
(■  =  \ ,  c'est-à-dire  lors(|ue  la  plus  grande  commune  nu'sure  entre  p  et  a 
n'est  (livisil)le  par  aucun  carré.  Dans  ce  cas  il  n'y  aura  donc  qu'à  prendre 
h  =  ±  ly.h',  en  ajoutant  ou  retranchant  de  cette  valeur,  s'il  est  nécessaire, 
un  nuiltiple  de  liCi  tel,  t|ue  la  valeur  résultante  de  b  ne  surpasse  pas  aa, 
comme  on  l'a  dit  dans  le  Problème  précédent. 

Mais,  si  c  n'i'st  pas  égal  a  i,  aloi's,  pour  réduire  la  valeur  de  X  à  la 

Corme 

:\an  +  h     ou     f^a'c'n  +  h 

[a  étant  égal  à  a'c'-),  on  remarquera  que,  (|uel  que  soit  le  nombre  en- 
tier «',  on  pourra  toujours  le  représenter  par  c'-n  -+-  y,  en  prenant  y  <c'"; 
ainsi,  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  X,  on  aura 

X  :=  4«"  ±  a/*'  +  4«'y- 

(Test  ponr(pn)i  il  n'y  aura  qu'à  prendre 

6  =  zh  a/>'  -I-  4«')', 

en  donnant  successivement  à  7  les  valeurs  o,  i,  2,...  jusqu'à  c-  ~  \ . 
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Si  les  nombres  p  et  a  soii(  iiicinicis  ciilrc  eux,  l;i  solulioii  sera  plus 
simple,  ear  on  aura  non-senlenienl  c  =  i ,  mais  anssi  p' =  \ ,  cl  de  la 
r'=  a. 

Nous  avons  supposé  jusqn'iei  (|ue  p  était  impair;  mais  si  p  était  pair 
et  /•  impair,  il  n'y  aurait  alors  (pi'a  prendre  la  valeur  de  r  à  la  place  de 
celle  de  p,  et  si  dans  la  formule 

lo  signe  supérieur  a  lieu,  il  n'v  aura  aui'un  changement  à  faire  aux  va- 
leurs de  b  trouvées  d'après  cette  valeur;  mais  si  c'est  le  signe  inférieur 
qui  a  lieu,  il  n'y  aura  (ju'à  jjnindre  les  valeurs  de  b  avec  des  signes  (;on- 
traires;  ce  qui  est  évident  par  la  nature  même  de  la  formule  dont  il  s'agit. 
A  l'égard  du  cas  où  p  et  r  seraient  pairs  à  la  fois,  nous  pouvons  en 
faire  abstraction,  puisque  dans  ce  cas  l'expression 

py'  +  2qxz±rz' 
ne  donnerait  que  des  nombres  pairs. 

33.  Par  l'application  des  méthodes  précédentes  on  pourra  <lonc  con- 
struire deux  nouvelles  Tables  correspondantes  à  celles  du  n"  28,  et  (jui 
donnent  pour  chaque  valeur  de  a  et  de /j  les  valeurs  convenables  de  h. 
en  sorte  qu'étant  proposé  un  nombre  de  la  forme  /-  4-  air  ou  t-  —  au'\ 
on  ait  sur-le-champ  toutes  les  formes  particulières  de  l'espèce  lici/i  -t-  b 
dont  les  diviseurs  de  ce  nombre  sont  susceptibles. 

La  Table  III,  qui  suit,  répond,  comme  on  voit,  à  la  Table  I,  et  la 
Table  IV  à  la  Table  II;  ou  y  a  omis,  pour  plus  de  simplicité,  les  valeurs 
paires  de  b,  ainsi  que  celles  qui  ne  seraient  pas  premières  à  4«;  de  sorte 
que  ces  Tables  ne  donnent  que  les  formules  des  diviseurs  impairs  et  pre- 
miers à  a.  Lorsque  deux  valeurs  différentes  de  p  ont  donné  les  mêmes 
valeurs  de  b,  on  a  réuni  ces  valeurs  de  p  dans  une  même  case. 
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TABLE  III. 

l'ormiili'  (Ips  iioinlires  proposés /'  ^  au'. 

rormule  de  leurs  diviseurs  impairs,  et  premiers  à  a. .     py-  ±  tqy^  -h  rz-  —  4  an  —  />. 


I 

VAI-KinS  IlE 


f) 

7 
10 
1 1 
r3 


'9 


23 

■'".) 
3i> 


VALEURS   COriRESPONDANTKS    BE 


I 
I 
I 
I 

2 
I 

2 
I 

2 

I,  3 

1 

2 
I  ,  2 

3 

I 

3 
1  ,  2 


•  .  1 


3 

5 
I 

2 

I  ,  3 


(  2. 


,9,  II.  —  3.  —  î.  —  13 

■  9,  >i,  19 

,  i3-  —  3:  —  17 

,  3.  5,  9,  i5,  — 7,  — i3.  — 17.  — ly.  — 21 

,  9,  17,  25,  —  3,  —  23 

,  II,  i5,  19,  —  5.  —  21 

,  g,  i5,  23,  23,  —  17 

,  5,  i3,  ig,  27,  —  r  1 

,  19.  —  ■'.  —  '^9 

7,  23,  —  7.  -  i3 

,  9,  i3,  21,  25,  33,  —  i5,  —19 

1.  7,  II.  23,  27,  3i,  —  5,  —  29 

.  5,  7,  9,  II,  17,  23,  25.  35.  —3,  — i3.  — i5.  — 21, 

^27,  -29.  -  3i.  -  33.  -  37 
,  25,  37 
i.*23,  -i3 
9.  3i,  —  29 
.  17.  41 

,  9 .  1 5 ,  2  3.  25 ,  3 1 .  —  7 ,  —  17.  —  39 .  —  4  I 
3,  19.  21,  29,  35,  43.  — 3.  —  5.  — 27.  —  37 
,  3,  g.  i3.  25,  27.  29,  3i.  35.  39.  4'-  —'',   —7,  — 'i 

—  i5,  —17,  — ig,  —21.  —33.  —37,  —43.  ~45 
,  3,  g,  17,  25.  27,  35.  43.  4g,  5i.  —23.  —  29 
,  7,  i5,  21.  3i,  37.  45.  47.  —11.  —19.  —33.  —41 
,  5,  9.  i3,  25.  33,  45,  49.  53,  57.  —7.  -  23,  -  35.  —  5r 
,  II.  i5,  19.  27.  3i.  39.  43,  47 !  55,  —  17,  —21.  —37,  —41 
.  3i.  49.  —  41 
7.  ^3,  47,  -  7 
3.  37,  43.  -  53 
>■  ■^9-  ''9  —  ig 


I)  VKlTlIMKTlOUIv 


/!./ 
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Formule!  dos  nombres  proposés /'  —  ait'. 

Formulo  do  lours  divi.soiirs  impairs,  cl  premiers  à  «. .     /;)'•'  ±  21/,) 


z  —  r7}  —  4  ""    '    l'- 


\ 
VALEURS 

a 

Dli 

V.VI.KIItS   COEinESPONDANTES    Df; 

/^ 

/j 

'          1 

±  I 

2 

±  I 

±  I 

1 

3 

—  1 

' 

5 

+ 1 

±1,    ±9 

'i 

I,  -5 
—  I,  5 

,,  9,  --  3 

7 

(  - 1 

-  ',   -  9.  3 

10 

±  I 
±  2 

±1,  ±9 
±3,  ±i3 

1 1 

1 

_  I 

'>  5,  9,  —  7,   -19 
—  I,   -  5,  -  9,  7,   19 

i3 

±  I 

±  I ,  ±3,  ±9,  ±17,  d=  23,  ±  25 
I,  9,   II,  25,   —  5,  —  i3 

14 

—  I 

—  I,  —  9,  —  II.  —  25,  5,   i3 

(    -1 

I  .    -M 

i5 

-  i.    Il 

)               ^ 

7,   -  <7 

(     -  3 

-7,   17, 

>7 

1     ±   > 

dz  I,  ±9,  ±  i3,   ±  i5,   ±  19,   ±21,    +:  25,   ±  33 

i,  5,  9,   17,  25.   —  3,   —  i5,   —  27,  —  3i 

19 

1 

—  I,   —5,  —9,   —17.  — 25.  3,   i5,  27,  3i 

1,  25,  37,  ~  5,  —  17,  —  4" 

21 

I 

—  I,  —  25,  —  37,  5,  17,  4' 

I,  3,  9,  25,  27,  -7,  — i3,  —21,   -29,  —39 

22 

_ , 

-1,-3,-9,  —25,  —27,  7,   i3,  21,  29,  39 

9,3 

j 

I.  9,   i3.  25^  29,  4',   -  7,  —  •':  —  '5,   -  19.  - 
-  I,   -  9,  —  i3,  —  25,  —  29,  —  41,  7,   II,   i5,   19, 

43 
43 

\     ±   ' 

±1,  ±9,  ±17,  ±23,  ±25,  ±49 

26 

1     ±2 

±5,  ±11,  ±19,  ±21,  ±37,  ±45 

_^         \ 

±1,   ±5,    ±7,    ±9,    ±i3,    ±23,    ±25,    ±33, 

±35, 

29 

*   '     1 

±45.  ±49,  ±5i,  ±53,   ±57 

< 

I,   19.  49,  —  29 

3o 

-  I,   —  '9.  —  49i  29 

17.  —7,  —  '3,   -  37 

1 

(  -2 

1 

-  •7>  7>   i3,  37 

i 
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34.  On  voit,  pai  les  deux  Tables  précédentes,  que  les  valeurs  de  b  ne 
renferment  pas  tous  les  nombres  moindres  que  2a  et  premiers  à  2a,  mais 
seulement  une  partie  d'entre  eux;  de  sorte  qu'il  y  en  a  toujours  une 
partie  d'exclue. 

Ces  nombres  exclus,  c'est-a-dire  qui  ne  se  trouvent  point  parmi  les 
valeurs  de  6.  donneront  donc  les  formes  des  nombres  qui  ne  peuvent 
jamais  être  diviseurs  de  t-z=au-,  et  que  nous  appellerons  simplement 
non-dûiseurs. 

Ainsi  l'on  pourra  construire  encore  deux  autres  Tables  qui  donneront 
les  formes  des  non-diviseurs  de  t-  =  au-  pour  chaque  valeur  de  a.  en 
prenant  pour  b  tous  les  nombres  positifs  ou  négatifs  moindres  que  2a, 
et  premiers  à  2a,  lesquels  ne  se  trouveront  pas  parmi  les  valeurs  de  b 
contenues  dans  les  deux  Tables  précédentes  :  c'est  d'après  ce  principe 
qu'on  a  formé  les  Tables  V  et  VI  qui  suivent. 


I)  MUTIIIVIKTIOUE. 


7()!l 


TAT5LR    V. 

F''(ii'iiiuh'  (les  Tuiinliics  iiro[>iiS('ïi /'  -i-  mi'. 

Ponmilo  ik'S  iioii-divisiMirs i\tin  -^  h. 


VALElIllS    l)E 

VALEUliS   COnilESPONDANTES    DE 

a 

h 

2 

—  I 

-  3 

3 

5, 

—  I 

5 

—  I . 

-3,-7,-9 

6 

—  I, 

—  5,  —  7,  —  1 1 

7 

3. 

5,   i3,  -I,    -9,   -Il 

lO 

3, 

17,  —I,  —7,  —9-  — '■•  —'3.  —'9 

1 1 

7, 

i3,   17,   19,  21,  —  I,  —  3.   —  5,  —  9,  -   i5 

i3 

5- 

5,    21,    23,    —1.    —7.     —9.     —Il,     —  i5. 
—  19,     —  25 

—  '7, 

i4 

'  >i 

17,    -1,   —3,    -5,   -9,    -i3,    -i5,    -19. 
—  25,     -  27 

-   23. 

i5 

1          7, 

II,   i3,  29,    —  1,  —  17,  —  19,  —  23 

17 

5, 
) 

i5,    19,  29,   -  I,   —  3,   -  7,  —9,   —  11,    -  i3, 
—  23,  —25,  —27,   —  3i,  —33 

—  21, 

19 

1     '' 

i3,   i5,  21,  27.  29,  3i,  33.  37.  -1.    -5.   -7, 
—  11,  —  17,   —  23,  —  25,  —  35 

—  9 

21 

i3. 

29,   —I,  —5,  —II.   —17.  -  19.   —23,  —25. 

-37,  -4> 

-  3i, 

22 

;    '• 

5,    7,    '7,    27,    37,    39,    41,    —I,   -9.    -i3, 
—  19,    —21,  —23,    —25.    —29,  —  3i,    —35, 

-  1.5, 

-43 

23 

1    ' 

7,  II,   i5,  17,   19,  21,  33,  37.  43,  45.  —I,   -  3 
— 13,  —  25,    -  27,  —  29.   —  3i.  —  35,  —  39, 

-9- 

-41 

26 

f- 

19.   23,   2'9,  33,  41,   —I,  —3,  —5,  — 7.  —9, 
—  17,  —  21,   —  25.   —  27.  —  3i.  —  35.  —  37, 

-45,  -47,  -49 

—  i5. 

-43. 

■^'i 

l          7, 

17,  21,  23,  35,  37,  41,  5 1,  —  I,  —3.  —5,-9. 
—  i3,   -  i5,  —  19,  —  25,  —  27,  —  3i,    -  33, 
-43,  -45,    -47,  -49,  -53.  -55,    -57 

—  II, 

-  39. 

3o 

^          7, 

) 

1 

19,    41,    53,    -I.    —II.    —  i3.    —17.    —23. 
-3i,  -  37.   -43.  —47-   -49.  -59 

-  -^9, 

m. 
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TABLE  YI. 

Korimile  lies  noml)res  proposés '' —  ciir. 

Foiimilo  (les  non-diviseurs ^riri  -i-  h. 


VALEURS    DE 

VALEURS   COIIRESPONDANTES   DE 

a 

b 

I 
■1 

±  3 

3 

±5 

5 

±  3,  ±7 

6 

±7,  ±11 

7 

±5,  ±11,  ±i3 

lo 

±7,  ±11,  ±17,  ±19 

1 1 

±  3,  ±i3,  ±i5,  ±17,  ±  21 

i3 

±5,  ±7,  ±11,  ±i5,  ±19,   ±21 

<4 

±3,  ±i5,  ±17,  ±19,  ±23,  ±27 

i5 

±  i3,  ±  19,  ±  23,   ±  29 

■7 

±3,  ±5,  ±11,  ±23,  ±27,  ±29,  ±3i 

1'.) 

±7,  ±11,    ±i3,   ±21,    ±23,    ±29,    ±33,    ±35,    ±3; 

21 

±11,  ±i3,   ±19,  ±23,  ±29,  ±  3i 

•2.4 

±5,     ±i5,     ±17,    ±19,     ±23,     ±3i.     ±35,     ±37. 
±41,     ±43 

±3,    ±5,    ±17,    ±21,    ±27,   ±  3i,    ±33,    ±35,   ±37 

23 

±39,    ±45 

2G 

±3,    ±7,    ±i5,  ±27,  ±29.    ±3i,    ±33,    ±35,    ±41. 

±43,    ±47.    ±5i                                                                   1 

'-!) 

±3.    ±11,   ±i5,    ±17,   ±19.    ±21,  ±27,    ±3i,  ±37, 

±  39,   ±41,    ±43,    ±47,    ±55 

3o 

±11,   ±23,    ±3i,    ±41,    ±43,    ±47,    ±53,  ±  59 
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USAGIi  Dl'S   TABLES  PRf'CfiDK.NTKS  DANS  LA  HKCIIF.KCIIE  DES  DIVISEUKS 

DES  NOM  BUES. 

35.  Cet  usage  se  présente  naturelleineiil;  cnv  il  siillil  <lr  niiiiciici  le 
iioiiil)re  proposé  dont  on  clicrclie  les  diviseurs  ou  un  (|U('I((ui(|mc  de  ses 
multiples  à  la  forme  t'-  ±au-,  ee  qui  est  toujours  possible  de  plusieurs 
manii'ros,  el  si  le  nombre  a  se  trouve  dans  les  Tables  III  et  IV  on  aura 
sur-le-ebamp  toutes  les  valeurs  de  b  que  l'on  peut  admettre  dans  la  l'orme 
générale  ^\an -\- h  des  diviseurs  eherchés;  en  sorte  (ju'on  sera  assuré 
d'avance  qu'il  n'y  aura  ((ue  les  nombres  qui,  étant  divisés  par  \a,  don- 
neront pour  restes  quel(|ues-unes  des  valeurs  de  //,  (pii  pourront  être 
diviseurs  du  munbre  proposé;  et  comme  [)iuir  trouver  les  diviseurs  d'un 
nombre  queleon(|Me  il  suffît  d'essayer  successivement  tous  les  nombres 
premiers  moindres  (|ue  la  racine  carrée  de  ce  nombre,  il  est  clair  (ju'on 
pourra  d'abord  exclure  plusieurs  do  ces  nombres. premiers  comme  ne 
pouvant  servir  de  diviseurs,  ce  qui  épargnera  beaucoup  de  tentatives 
inutiles,  comme  on  va  le  voir  par  (luelques  Exemples. 

Soit  proposé  de  trouver  les  diviseurs  du  nondire   loooi. 

Suivant  la  méthode  ordinaire  il  faudrait  tentei'  successivement  la  divi- 
sion par  tous  les  nombres  premiers  moindres  que  roo,  qui  est  la  racine 
carrée  la  plus  proche  de  lo  ooi;  de  sorte  que  comme  entre  2  et  100  il  y 
a  vingt-(|uatie  nombres  premiers,  il  faudrait  faire  vini;t-(|uatre  divisions 
particulières. 

Or 

i"  Je  remarque  que 

loooi  =  '  100  ■  H-  1; 

de  sorte  qu'on  a  ici  a~i,  et  la  Table  III  donne  b-^i;  c'est  pourquoi 
aucun  nombre  ne  pourra  être  diviseur  de  10  001,  a  nuiins  (ju'il  ne  soil 
de  la  forme  4«  +  ',  c'est-à-dire  qu'étant  divisé  par  4  il  donne  i  de  reste; 
ce  (jui  exclut  déjà  un  grand  nombre  de  nombres  premiers  tels  que  3,  7, 
1  I,  19,...; 

2"  Je  remarque  ensuite  que  si  l'on  fait  le  carré  de  101  on  a  10  201, 

97- 
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dont  ia  (lilTVM'enrc  avec  le  noml)re  proposé  est 

200  =  2(10)', 
de  sorte  que  le  niéiiie  nombre  loooc  peut  aussi  se  représenter  par 

''loi)^ —  2(10)=; 

ainsi  l'on  aura  a  =  2,  et  la  Table  IV  donnera  i  =  i,  —  1;  d'où  il  s'ensuit 
(|ue  les  diviseurs  de  10  001  ne  pourront  être  que  de  l'une  ou  de  l'autre 
de  ces  deux  formes  ^n  +  i,  .S/«  —  i;  doue,  puisqu'ils  doivent  être  déjà 
de  la  forme  [\n  +  i,  il  s'ensuit  ([u'ils  ne  pourront  être  que  de  la  forme 
S/?  -I-  i;  ainsi  parmi  tous  les  nombres  premiers  moindres  que  100  il  ne 
faudra  clioisir  (|ue  ceux  (|ui,  étant  divisés  par  8,  donneront  l'unité  pour 
reste;  et  l'on  ne  trouvera  que  ces  cinq-ci 

'7'  -î''  7'^.  ^',).  ;):. 

(|ui  seront  admissibles;  de  soi'le  (|ue  l'on  n'aura  plus  ([ue  cinq  diviseurs 

à  essayer  au  lieu  de  vingt-quatre.  On  pourrait  encore  réduire  le  nombre 

de  ces  mêmes  diviseurs  en  ramenant  d'une  autre  manière  le  même  n(Uii- 

bre  loooi  à  la  forme  /-  ±  uu-\  mais  cela  est  presque  inutile  dans  le  cas 

présent  où  le  nombre  des  diviseurs  utiles  est  déjà  si  petit;  en  effet,  on 

trouve  que  i-  et  4i   ne  divisent  pas  10 oui,  mais  que  73  le  divise,  et 

donne  pour  quotient  le  nombre  137  qui  est  premier  :  d'où  l'on  conclut 

il'abord  (|ue  les  facteurs  de  loooi  sont  73  et  137. 

Je  vais  chercher  de  même  les  diviseurs  du  nombre  suivant  iooo3. 

J'aurai  (ral)ord  la  forme 

(100  I-  -i-  3, 

(|ui  donne  «=  3  avec  le  signe  +;  ensuite,  a  cause  de  ;ioi ;-=  loaoi, 

j'aurai  aussi 

iooo3  =  (loi  )= —  198=  'loi^  —  22 f  3)=; 

donc  a  =  22  avec  le  signe  —  . 

I^a  Table  III  donne  |)our  a  —  ^,  b  —  i,  —  ,t;  de  sorte  qu'on  aur-i  d'a- 
bord <'es  deux  formes 

I  2  rt  H-  I ,       I  2  «  —  5      ou      I  2  «  -1-  7  ; 
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l'iisiiitc  (a  Tal)l('  l\  (Idiiiicta  pdiir  «=  22, 

b  =  ±i,  ±3,  -il),  ±9.5,  ±9.7,  ±7,  ±i3,  ±21,  ±29,  ±39; 

d'où  l'on  lire  les  roriiies  iS(S//  J    1 ,  8(S/?.  ±  !i, 

Or  puisqu'il  suHil d'examiner  les  nombres  premiers  moindres  (pic  100, 
on  fera  d'abord  dans  ees  dernières  formes  n  :  o  ou  -^  r,  et,  rejelanl  les 
nombres  qui  ne  seraient  pas  premiers,  on  ne  trouvera  que  ceux-ci 

^!)'  3.   7<),  97,  (h,  7,    i3,  (17,  ?.(),  59 

qui  soient  admissibb.'s;  mais,  en  considérant  les  ibrnies  1  2/*  4-  1 ,  1  2//  -h  7. 
on  voit  qu'il  faut  cneorc  rejeter  tous  ceux  qui,  étant  divisés  par  1  2,  don- 
neront des  restes  dill'ércnts  de  1  ou  de  7;  ainsi  il  n'y  aura  (juc  ces  six 

7,    i3,  6i,  67,  79,  97 

qui  puissent  servir.  La  division  réussit  d'abord  par  7,  et  le  quotient  étant 
1/129  qui  est  premiei',  il  s'ensuit  que  les  diviseurs.de  looo'^  sont  seule- 
ment 7  et  1429. 

Prenons  encore  pour  exemple  un  nombre  beaucoup  plusyrand.  coinuu' 
ioooo3. 

Il  est  visible  (ju'on  aura  d'abord  la  forme 

io(  100  )'  -I-  3, 
ou  bien  en  nuiltipliant  par  10, 

(1000)-  -+-  3o; 

de  sorte  qu'on  aura  0  =  3o  avec  le  signe  +;  ensuite  je  considère  les 
carrés  qui  approchent  le  plus  de  ioooo3,  je  trouve  99856  et  1004B9, 
dont  les  différences  avec  iooocf3  sont  147  =  3(7j'-  et  '^SG  =  6^9)'-,  de 
sorte  que  j'aurai  encore  ces  deux  autres  formes 

(3i6)^-)-3(7)=     el    13171^  —  619,1=; 

dont  la  première  donne  a  ;=  3  avec  le  signe  -(-,  et  la  seconde  a  =  —  6 
avec  le  signe  — . 

Considérons  d'abord  ces  deux  dernières  formes,  et  elles  donneront. 
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siiiv;iiil  les  Tiiljles  III  et  IV,  l'une  les  formiiles  i2/(-f-r,  i2n  — 5,  et 
riMitrc  les  riiMiiuk's  2'\nzti,  2/|n±  ">,  (rdii  ['(jii  \uil  (|uc  Ton  ne  pcul 
adiiH'ttrt'  ({ue  ces  tieiix-cl  2.\n  -\-  r,  2']/'  —  '  (><>iir  les  diviseurs  impyirs 
<ii)  nombre  proposé. 

Mainteniiiit  la  première  forme  où  a  =  io  donnera,  suivant  la  Tahle  II!. 
les  formes  suivantes  : 

120// -f-i,  i?o/i-r3i,  i2o;;-i-49,  i20«  —  4''  i^on-hi-^,  i2o«-i-23, 
1  -o/;  —  17,  iMiii  -  7,  1-20/1  T^  i3,  i2()7i  -4-37,  I20«  -)-  p,  i>o«  —  53, 
i  .'o/i  +  11,      lion  -"  21),      non  -T-  5(),      i?.on  —  19; 

qu'il  faudra  comparer  avee  les  précédentes  2^\n  4~  i,  2^n  —  J,  pour  eu 
rejeter  ccdles  (pii  ne  s'accorderont  pas.  Pour  cela  il  n'y  aura  (|u'à  diviser 
successivement  les  ex[)ressi()ns  120/»  +  i,  120//  -i-  '3i, .  . .  par  24,  et  l'on 
ne  retiendra  que  celles  qui  donneront  pour  reste  i,  ou  —  >,  ou  liien  k), 
et  comme  le  nombre  120  est  divisible  exactement  par  24.  il  sullira  de 

faire  subir  re|)reuve  aux  nombres  i.  3i,  49 De  cette  maniéie  on  ne 

Iroiivera  (pie  les  nombres 

•>  4;).  43,   —  53; 

de  siute  (|uc  les  formules  utiles  se  réiluiront  à  ces  (|uali-e-ci 

i2()/(-i-i,      i2o//+49>      i2o«-f-43,      i20«  —  53     ou  bien      120// -(-67. 

Par  ccuiséipuMit.  aucun  nombre  premier  ne  pourra  être  un  diviseur  du 
nombre  roooo3.  à  moins  qu'il  ne  soit  de  l'une  de  ces  formes,  c'est-à-dire 
(|u'elanl  divisé  par  120  il  ne  donne  pour  reste  1,  on  43.  ou  4').  ou  G7. 
De  plus,  ((unmc  il  suffit  d'essayer  pour  diviseurs  les  ncunbres  premiers 
<|ui  s(mt  moindres  que  v'ioooo3,  c'esl-ii-dire  moindres  (|ue  ''li-.  im  fera 
dans  les  <pialre  formes  précédentes  /i  =  o,  /i  =  i  et  n  =  2,  cl  l'on  ne  re- 
liendra  des  nond)res  résultants  que  ceux  (pii  .seront  premiers,  savoir 

43.  67,    i(;3,   241,  2S3,   307; 

ainsi  il  n'y  ;iina  ipu'  ces  six  diviseurs  à  essayer,  laiidi>  (jue  par  la  nié- 
liidde  ordinaiic  il  faudrait  en  essayer  soixanle-ijuatre.  Or  (Ui  Irouve  tpie 


I>  \ltn  IIMliTlQUE.  -75 

la  division  ne  rcussil  par  aiiciiii  de  ces  six  noiiiI)rcs  premiers;  (roii  roii 
doit  coiicliiri'  sur-le-(diaiiip  (|iic  le  iiniiiliic  loooo^  est  premier. 

En  général,  on  voil  par  la  comparaison  des  Tables  V  et  VI  avec  les  Ta- 
bles m  el  IV,  que  le  nombre  des  formes  des  non-diviseurs  est  égal  à  celui 
des  formes  des  diviseurs;  de  sorte  que  les  formes  admissibles  ne  compo- 
sent que  la  moitié  de  toutes  les  formes  possibles;  ce  (]ui  doit  nécessaire- 
ment réduire  le  nombre  des  essais  à  faire  à  la  moitié;  mais  en  combinant 
ensemble  plusieurs  formes  différentes,  ainsi  (|mc  nous  l'avons  fait  dans  les 
Exemples  précédents,  on  parviendra  encore  à  diminuer  ce  nombre  autant 
qu'il  sera  possible. 

DES  NOMBRES  PREMIERS  DE  LA  FORME  4«»  -4-  6,  LESQUELS  SONT  EN  !\IÊME  TEMPS 

DE  L.\   FORME  tr±,il\ 

36.  M.  Fermai  a  trouvé  le  premier  les  Théorèmes  .'suivants  : 

i"  Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  4«  -;-  i  sont  aussi  de  lu  forme 

2"  Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  G/i-i-i    soûl  de  la  forme 

3"  Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  8«  -i-  i    sont  de  la  forme 

J-+2;-. 

4"  Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  8/?  +  3  sont  aussi  de  la  forme 
y-  +  2S-. 

5"  Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  8«  ±  i  sont  de  la  forme 
y-  —  2/-. 

6"  Le  produit  de  deux  nombres  premiers  de  la  forme  l\n  -\-  3.  et  terminés 
par  les  caractères  3  ou  7,  est  toujours  de  la  forme  y-  -^  5z-;  et  le  carré  de 
chacun  de  ces  nombres  en  particulier  est  aussi  de  la  même  forme. 

Les  quatre  premiers  et  le  dernier  de  ces  Théorèmes  se  trouvent  dans 
une  Lettre  de  M.  Fermât  à  M.  Digby  insérée  dans  le  Commercium  episto- 
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linun  lie  M.  Wallis  (Wallisii  Opéra.  I.  Il,  p.  837  j;  le  cinquièine  ne  se 
lioiivc,  il  hi  vérité,  (jiie  dans  les  Lettres  de  M.  Freniele  à  .M.  Fermai,  iiii- 
piiiiices  dans  les  OEiwres  mathématiques  de  reiiual,  pages  168,  i  70:  mais 
il  parait,  par  ces  Lettics  mêmes,  (pie  ee  dcinier  l'avait  aussi  déjà  trouvé 
(le  son  cote. 

Quant  il  la  démonstration  de  ees  Théorèmes,  M.  Fermât  ne  l'a  point 
donnée,  dn  moins  on  n'en  trouve  aucune  traee  dans  les  Ouvrages  de  ce 
savant  (pii  nous  sont  restés;  mais  !M.  Enler  a  entrepris  d'y  suppléer,  et  a 
réussi  en  ellet  ii  dcniontrer  les  denx  premier-s  Tliéorèmes,  et  même  le 
ti'oisii'inc.  (|noi(pril  n'ait  encore  pui)lié  (jue  la  dénujustration  des  deux 
premiers  vovez  les  Noiivcaax  Cummerilaires  de  Pétershoiirg,  t. Y,  VI,  VIII  j. 

A  l'égard  des  autres  Tliéorèuu's  de  M.  Fermât,  et  surtout  du  quatrième, 
M.  lùiler  avoue  (ju'il  n'a  pu  parvenir  à  le  démontrer;  il  en  est  de  même 
de  (piehpies  antres  Théorèmes  send)lal)les  qne  M.  Enler  a  trouvés  par  in- 
(iiution  voyez  t.  M,  p.  221 ,  et  t.  VHI,  p.  i  27  des  Commentaires  cilés^,  et 
que  voici  : 

7"  Toi/s  les  nombres />/emiers  des  fonnes  20/?  f-  1  et  20/;  +  9  sont  de  la 
forme  y-  -^-  :tz- . 

(S"  Tons  les  nombres  premiers  des  formes  2^11 -^  1  et  2/1 /<^  7  sont  de 
la  forme  y-  -f-  Or'-. 

()"  Tous  les  ru)i)dnes  premiers  des  fonnes  2\/i  ->-  :•  et  24«  -f-  i  i  sont  de 
la  forme  ■?.}''  +  Sz-. 

10"  Tous  les  nortdires  premiers  de  ees  formes  2S//-J-1,  28» -*- (j, 
■?.^n  —  II,  2S//  -;-  1  "),  28/;  -i-  2^,  28^/  -H  2.>  sont  de  la  forme  y-  —  7 r-. 

On  trouve  encore  un  plus  grand  nombre  de  pareils  Théorèmes  dans  le 
tome  XIV  des  anciens  Commentaires  de  Pctersbourg.  mais  dont  aucnn  n'a 
été  démontré  ius(|n'à  présent. 

Les  principes  élahlis  jusqu'ici  peuvent  servir  ii  démontrer  la  |dnpart 
de  ces  Tliéorèmes  et  même  à  en  trouver  de  nouveaux;  mais  il  faut  pour 
cela  |)oser  les  Leinines  suivants. 
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'il.  Si  j>  es/  iiii  noinhrc  pix'rtiirr  (jiiclcoïKjue,  et  .x  un  nombre  non  divi- 
sihle  par  p,  le  nombre  .r''"'  —  i  esl  Ion  jours  divisible  par  f). 

C'est  le  Tlicorèmc  coiiiiii  de  i\I.  Fermât  dont  .M.  lùilcr  ;i  (loiine  dille- 
renles  (lémoiistnUions  dans  les  Commentaires  de  Pèlcrshoiirg.  Voyez  aussi 
à  ee  sujet  les  Mémoires  de  1771  ('). 

Il  y  a  donc  un  ii()uil)re  /;  —  1  de  iionibiHis  eutiiTs  posilil's  ou  néi^alifs, 

chacun  moindre  (|ue  ->  (|u'ou  |)eul  [uendre  pour  .«.  eu  sorte  (|ue  a-''  '  —  1 
devienne  divisible  par/;;  car  ces  nombres  sont  rh  i ,  d=  2,...,  ± 

Lemme  II. 

38.  Si  le  binôme  x^"*  —  i  est  résoluble  en  deux  facteurs  rationnels  cl 
entiers  X  et  ^,  dont  les  degrés  soient  m  et  u.,  en  sorte  que  m  ^-  u.  =  />  —  1  ; 

je  dis  (ju'il  y  aura  nécessairement  m  valeurs  de  x  moindres  que  -  qui  ren- 
dront X  divisible  par  p,  et  ij.  valeurs  de  x  moindres  que  l-  qui  rendront  z 
aussi  divisible  par  p . 

Car  puisque  par  le  Lemnie  précédent  il  y  a  yo  —  i  valeurs  de  .r  moin- 
dres que  -1  qui  rendent  x''~*  —  i  divisible  par/A  il  y  aura  donc  m  -1-  ij.  va- 
leurs de  X  moindres  que  -  (lui  rendront  X|  divisible  par/;;  mais/?  étant 
un  nombre  premier,  X?  ne  peut  être  divisible  par  /;,  à  moins  (jue  X  ou  'E 
ne  le  soit;  d'autre  part  le  ncnnbre  des  valeurs  de  x  moindres  que  -1  les- 
quelles peuvent  rendre  le  polynôme  X  on  s  divisible  par  p,  ne  peut  sur- 
passer m  ou  a,  ainsi  (|ue  nous  l'avons  démontré  dans  les  Mémoires  de 
1768  ("j;   donc   il  faudra   nécessairenu'nt  que  le  nombre  des  valeurs 

(*)  OEiivres  de  Lagriuige,  l.  III,  p.  4'^5. 
(**)  OEuvres  de  Lagrange ,  t.  II,  p.  GGj. 

111.  9« 
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(le  .r  moindics  que  —■,  lesquelles  rendront  \  (livisii)[e  [);ii  f),  suit  m,  et 

que  eeiui  (les  valeurs  de  .r  moindrrs  que  '-■,  les([uelles  reudruiil  H  divi- 

sihle  \)i\r  p,  soit  a. 

En  général,  si  11  est  un  polynôme  i|m'lcon(iue  entiei'  et  rationnel  en  .r. 
dont  le  degré  soit  moindre  que  p  —  i,  et  (jue  le  polynôme  x''^'  ±pl\  ~  i 
soit  resolulde  dans  les  deux  polynômes  X  et  |  rationnels  et  entiers,  il  suit 
de  la  deueuistraiion  précédente  (pi'il  y  aura  toujours  m  valeurs  de  x 

moindre--  (|ue  '-  ([ui  rendront  X  divisilde  [>;ii  p,  et  'j.  valeurs  de  x  moin- 
dres i|ui'  '^  qui  rendront  :  ilivi>ililr  |tar /?. 

Lemiie  III. 

39.  .sV  ////  rtumbrc  premier  p  est.  un  dkiseitr  d Un  nombre  de  la  forme 
/"  —  air .  a  étant  un  nombre  donné  positif  ou  négatif,  et  t.  u  des  nombres 

premiers  entre  eux.  et  non  divisibles  par  p  ;  je  dis  que  a   '   —  i  sera  néces- 
s(aremcnt  dntsd)le  par  p. 

Et  réciproquement  si  a  '  —  i  est  dnisible  par  p.  ce  nombre  p  pourra 
toujours  être  un  diviseur  d  un  nombre  de  la  forme  t-  —  air. 

Car  : 

I"  Su|iposant  /-  —  air  =/j^I,  on  aura 

/•  z^  au-  —  yvM; 

or,  par  le  Leunue  I ,  /''"'  —  i  et  «''"'  —  i  son!  ilivi>ihl('S  par-  /i:  dune 

(tu-  -h  pM        '     —  I 

sera  aussi  divisilde  par/>:  mais  en  développant  la  puissame 

/'  — ' 
an-  +  p^i  I    '   , 

on  voit  que  Inus  les  termes  en  sont  d'cnx-mrnir^  nuilliplr--  de  p.  cxerpté 
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II'  |ir'('inii'i' 

donc 

UP~>  «     »      —  I 

sera  (livisililc  |)ai'/>;  mais//''"'  —  i  ('laiil  aussi  divisihlc  |iai  />, 

W-'  a  ''   —  a  "^ 

sera  l'iuoic  divisiljlc  par/;;  par  cdiisequcnt  la  dillérfucc  de  ces  iioiiiljirs, 
c'est-à-diro 

a   '    —  I, 

sera  iieeessaircinciil  divisible  \r,\r  p. 

2"  Si  rt  '  —  I  est  supposé  divisible  par  p.  alors,  par  le  Leiiime  II.  il  v 
aura  toujours  quelques  valeurs  de  .r  (|ui  rendiont  eliaeuu  des  t'aeleurs  de 

/'-■ 
xi'~^  —  a   ' 

\en  prenaul  «  '  —  i  —  pU)  divisible  par/>;  mais  ce  binôme  a  [»our  fac- 
teur a;'' —  a;  donc />  pourra  cire  diviseur  de  ^r'  —  a,  c'est-à-dire  d'un 
nombre  de  la  forme  i-  —  air. 

Lemme  IV. 

ÏO.  Si  luit  a  un  nombre  premier  p  de  la  forme  4"  -I-  ' ,  lequel  soit  un 
diviseur  d'an  nombre  de  la  forrne  f-  —  au',  il  le  sera  aussi  nécessairement 
d'un  nombre  de  la  forme  t- -i-  au-. 

El  vice  versa  si  p  n'est  jamais  un  diviseur  d'art  nombre  de  la  forme 
t-  —  au^ .  il  ne  pourra  jamais  l'être  d'un  nombre  de  la  fornte  t'^  4-  au'- . 

Cai'  si  p  est  un  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme  t'- —  au- ,  on  aura  [lar 

le  Lemmi-  précédent  a   '   —\  divisible  par />;  mais ^=2//;  donc 

98. 
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a'-" —  I  scrii  divisible  p;ir/7:  donc  aussi,  cliangeant  a  en  —  a,  { —  af" —  i 
sera  <livisihle  par/;;  c'est-à-dire  (jue 

{—a)   '■    —I 

sera  divisildc  par  p\  par  consé(juent,  par  la  seconde  partie  du  Leninie 
précédent,  p  sera  un  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme  t-  -^  air . 

De  même,  en  changeant  a  en  — a  on  prouvera  (jue  si /j  est  un  diviseui- 
il'un  nondirc  de  la  l'orme  /--i-  air ,  il  le  sera  aussi  d'un  nombre  de  la  l'orme 
/"  —  air:  jiar  consétpient,  si  p  ne  peut  être  un  diviseur  de  /-  —  air ,  il  ne 
pouiTa  l'élre  imn  plus  d'un  nombre  de  la  l'orme  t-  -\-air. 

Lmi:Mi:  V. 

W  .   Si  p  est  de  la  forme  \  //  —  i .  et  que  ce  nombre  soit  un  diviseur  d'un 
nombre  de  la  forme  t-  —  air,  il  ne  pourra  jamais  l'être  d'un  nombre  de  la 
forme  t"  -i-  a  ir . 

Et  réciproquement  si  p  ne  peut  èliv  un  ilivisciir  d'un  nombre  de  la  forme 
I-  —■  air,  il  le  sera  nécessairement  d  un  notnbrv  de  la  forme  t-  -f-  aii- . 

r-  • 
Car  /)  elant  un  diviseur  de  /'  —  au-,  il  fainlra  (pie  l'iui  ail  a  '  \ ,  sa- 
voir «-""'  -  1  divisible  par/)  (Lemme  111^;  de  même,  pour  (jue  t'-^air 
fùt  divisible  par /^  il  faudrait  (jue  l'on  eût,  en  changeant  a  en  it , 
i—  a  -"-'—  I  divisible  par/>,  c'est-à-dire  à  cause  (jue  l'exposant  ■in  —  i 
est  impair;  que  «-""'  j-  i  fût  aussi  divisible  par/;;  ce  qui  ne  se  peiil. 

Si  /;  ne  peut  être  un  diviseur  de  /- —  au-,  alors  a  '  —  \  ne  sera  pas 
divisible  par/;  ;Lemme  \\\}.  Or  «''"'—  i  est  toujours  nécessairement  di- 
visible par/;  (Leninie  I);  mais 


aP- 


loue  puisque/;  est  premier  et  que  a  '  —  i  n'est  pas  divisible  par/;,  il 
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laiil  iH''('css;iir(Mii('iit  i|tir  a   '   -+-  i  soit  (livisil)Ic  |»;ir/^.  Ainsi  daiis  ce  eus 

a   '    H-  I      ou  l)i(;n     (i"'-'  -+- 1 
sera  divisible  [tnip;  donc  anssi 


/>-! 


f— a)-"-'— I      on  l)ien      {—a}   '   —  i 

sera  divisible  par /j.  Donc,  par  le  Leninic  111.  le  nombre  p  sera  ilivisetir 
d'nn  nombre  de  la  l'orme  (-  +  air. 

42.  Corollaire.  —  Il  snil  des  deux  derniers  Lemnn-s  : 

i"  Que  si  4«"  ■+- 1^  <'sl  une  des  formes  des  diviseurs  de  f'  ±  au-,  ce 
sera  aussi  une  des  formes  des  diviseurs  de  t^  qiau-  lorscpu'  h  sera  de  la 
forme  4^^  +  !;  et  que  si  l\an -h  0  est  une  des  formes  des  non-diviseurs 
de  t'^dzau^,  ce  sera  aussi  une  des  formes  des  non-diviseurs  de  t'-zç:au-. 

2°  Que  si  '\an -\- b  est  une  des  formes  des  diviseurs  de  t-±aii-,  ce 
sera  aussi  une  des  formes  des  non-diviseurs  de  t'-^air  busipie  /;  sera 
de  la  forme  \Tn  —  i;  et  que  si  \an-^  b  est  une  des  formes  des  non-divi- 
.seurs  de  t-±au',  ce  sera  aussi  nécessairement  une  des  formes  des  divi- 
seurs de  t^z^air.  Les  quatre  dernières  Tables  fournissent  des  exemples 
de  la  vérité  de  ces  propositions. 

Lemme  VI. 

43.  Si  un  nombre  premier  p  est  à  la  fois  di^'iseur  de  différents  nombres 
de  ces  formes  t-  —  au-,  t-  —  au- ,  (-  —  a"u-  .....Je  dis  qu'il  sera  aussi  dii'i- 
seur  d'un  nombre  de  la  forme  t'-  —  a  a'a" . ..  a-. 

Si  p  divise  en  même  temps  les  deux  nombres  t-  —  au^  et  t'^  —  au-,  il 
divisera  aussi  le  nombre 

t^i  t''—  a'u'-j  -+-  a'u'-\  t-  —  au-), 

c'est-a-dire 

'  tt"'r  —  a  a'    uu'Y; 

et,  si  le  même  nombre /j  divise  encore  le  nombre  t"-  —  au'-,  on  prouvera 
pareillement  qu'il  divisera  aussi  le  nombre 

\tt't"y—  aa'a"[uu'u"y; 
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fl  ;iiii.si  (le  .>uito.  Au  restt.-,  on  voit  par  cette  démoiistrytion  que  la  propo- 
sit'ioii  est  vraie,  en  général,  quel  que  soit  le  nombre /j,  premier  ou  non. 

Le:wme  ^II. 

H.   Si  le  nombre  premier  p  ne  peuf  jamais  être  diviseur  ci  un  nombre  de 
la  forme  t-  —  au-.  Je  dis  q u  il  sera  nècessairemen t  un  dniseur  d  un  nombre 

de  la  forme 

{ t  -i-  u  V  «j''^'  —  ( t  —  «  \  rt,''^' 

= '■ — » 

2  /  y  a 

et  même  d  un  facteur  quelconque  de  cette  formule. 

r-  • 
Car  si  /;  ne  peut  être  un  diviseur  de  /-  —  au-,  alors  «  '   —  i  ne  sera 

pas  divisible  par />    Lenime  III  ;  mais,  aP~*  —  i  étant  toujours  divisible 

p-  < 
par />    Leimne  I  ,  il  t'andia  que  a       —  i  suit  dixisiblc  fiar/^  puisque 

Maintenant  si  l'on  considère  la  quantité  it^u\a]''  e{  qu'on  la  résolve 
en  série  par  le  Théorème  de  Newton,  on  verra  qu'a  cause  que  p  est  un 
niMubrc  picniier,  tous  les  termes  seront  d'eux-mêmes  divisibles  par  />. 

excepte  le  premier  /''  et  le  dernier  u''a',  et  cela  indépendamment  des 
valeurs  de  /,  //,  a.  Donc 

t  —  u  ^a  '—  /''  —  uPa^ 

sera  toujours  divisible  [Kiv p.  Mais  /  et  u  n'étant  pas  ilivisibles  par />,  un  a. 
par  ie  Lenime  I.  f^' —  i  et  uP'* —  i  divisibles  par/?:  donc  aussi 


et  \iAV  (■onsé(pient 


p 

/p  —  /     et       IIP  —  p  a' , 


t^u^af- 


!'-■■  r 

seront  divisibles  par/>:  nr  «  '    -i-  i  est  di\i>iltU'  par/>:  duiic  ua   — u\a 
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|p  sera  aussi;  (limr 

[t  -\-  uyjaj''  ~  l  -h  n  \n 

sera  divisible  |i;ii/);  ditiic,  |»it'ii;uil  le  radical  yV/cn  —, 

il  —  u  yjaf —  /  —  «  V  a 

sera  égalemenl  divisible  par/>;  donc  enfin  nuilti|>li;inl  l;i  nicmif'ri'  de  ces 
(|nanlités  par  t  +  u\a,  c(  la  seconde  par  (  u\<i,  c(  |iicii;int  l:i  ditl'c- 
rcncc,  cette  différence  sera  encore  divisii)le  pai'/>;  ainsi 

sera  toujours  divisible  ()ar/7;  mais  si  l'on  développe  celle  (iiianlite.  (in 
voit  (|u'à  cause  que /^  +  i  est  p:iir.  Ions  les  termes  sont  divisibles  pai- 
2t\la\  (h)nc.  pnis(]ne  ni  t  ni  \  a  n'est  divisil)le  |)ar/>.  il  s'ensuit  (pie  l;i 

tpnintité 

'  t  -h  u  V a)'^'  —  {t  —  M  \.a /"^' 

sera  divisible  par/>. 

Cette  quantité  étantdéveloppee  et  ordonnée  par  rappoil  aux  puissances 
de  t,  devient  un  polynôme  entier  el  rationnel  du  dei;re/j  —  i:  ainsi,  sup- 
posant u  donné,  il  y  aura  />  —  i  valeurs  de  /  t;inl  positives  ([ue  négatives, 

mais  moindres  que  -i  lescjuelles  rendront  ce  polynôme  divisible  par  //. 
ces  valeurs  ctant 

zni,     ±-?.,     =t3 i^-*-^^- 

Donc  on  prouvera,  comme  dans  le  Lemme  II,  que  si  ce  polynôme  a  un 
facteur  rationnel  et  entier  de  l'ordre  m,  il  y  aura  nécessairement  m  va- 
leurs de  t  qui  rendront  aussi  ce  facteur  divisible  par/*. 

THÉORÈMES    SIR    LES    JYOjrBRES    PREMIERS    DE    LA    FORME    4"  —  '• 

45.  Comme  les  nombres  premiers  de  cette  forme  (jui  ne  sont  pas  divi- 
seurs de  t-  ±  air  le  sont  nécessairement  de  t-  qz  air  par  le  Lemme  V  41  j, 
on  pourra  appliquer  à  ces  nombres  les  propriétés  ijui  conviennent  aux 
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diviseurs  de  /-  q=  air;  (loue  en  (■niiiliinaul  la  Table  \'  avec  la  Tahlf  II  cl 
la  Table  IV,  et  la  Table  VI  avee  la  Table  I  el  la  Table  III,  et  ne  considé- 
raiil  (jiie  les  valeurs  de  h  (|ui  sont  de  la  iDiiiie  '[Tn  —  i,  on  aufa  les  Tbéo- 
rènies  suivants  : 

i"    Tous  les  Jiornbri's  premiers  de  la  forme  8«  -t-  i  sont  de  la  forme 

2"  Tous  les  /io/>djres  pre//uers  de  la  forme  S/i  i  sont  en  même  temps 
de  ees  deu.r  formes  y-  —  2:'-  et  2;'-  —  }'-. 

3"  Tous  les  no>?d)res  premiers  de  la  Jorme  xm  —    >  sont  de  la  forme 

4"   Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme   12//  —  1   sont  de  la  forme 

V'  Tous  les  nombres  premiers  de  ees  formes  20/i  -^  '>,  20  n  -i-  ■j  sont  de 
la  firme  2  y"  ±  2yz  -h  3:'-;  ou  bien  ces  nombres  étant  multiplies  par  2 
deiiendront  de  la  forme  y-  -h  "i;-. 

()"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  20  n  —  1 ,  20  n  —  (j  sont  en 
même  temps  de  I  une  et  de  F  autre  des  deu.r  formes  v'  —  5;^  et  5;'-  — y'-. 

■j*^'  Tous  les  nombres  premiers  de  lei  forme  2\n  ~  7  sont  de  la  forme 
\-  -I-  Ç>zr\  et  tous  ceu.r  rie  la  forme  2'\n  -h  1  r  sont  de  hi  forme  2  >'-  ^-  3;-. 

8"  Tous  les  nombres  premiers  de  la  /orme  2\n  —  i  sont  de  la  forme 
(i;-  —  1'-;  et  ceu.v  de  la  firme  2'\  n  —  :")  sont  aussi  de  la  forme  y-  —  (>;-. 

q"  Tous  les  nombres  premiers  de  ees  formes  2S«  -^11,  28//  —  5, 
28/;  —  I  3  so/it  de  la  firme  y-  -^  7  ;'-. 

10"  Tous  les  nondires  jirenuers  des  formes  28/?  -^-  3,  28/i  —  i ,  28//  —  i) 
sont  de  la  firme  "  z-  — y-. 

I  1"  Tous  les  nombres  jiremiers  de  ces  formes  \nn  ^11,  ]nn  —  K)  sont 
de  la  forme  y-  -î-  m;-;  et  ceux  des  firmes  '\()n  -^  ~,  ^on  —  i  ~  sont  de  la 
forme  2 y-  -^  3 --. 

I  2"   Tous  les  nondires  jiremiers  de  ces  firmes  '\()n  —  1 ,  '10//  —  ()  sont  en 
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même  temps  de  lime  et  de  ['(iiilre  de  ces  formes  y-  —  to:^  et  \oz-  —  v'^; 
et  ceux  des  formes  .'\oii  -i-  '5,  !\i>fi  —  l'î  soitl  de  l'une  et  de  l'autre  des 
formes  2 y-  —  5s-  et  5s-  —  3 y-. 

l'i"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  ^\!\n  t-3,  f\\n  -  i  i , 
!\[\n  —  i3,  [\L\ii  —  17,  [\!\n  —  31  sont  ou  de  la  forme  y'  H  i.is'.  «"  bien 
de  la  forme  '3  y-  ±  -îyz  -+-  4  "•-. 

1  V  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  [\l\n  -I-  7,  44"  +"  19» 
44"  —  ' .  44"  —  5,  44"  —  9  ■^^'"  '/''  1(1  forme  i  1  r-  —  y-. 

.i5"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  52«  -i-  7,  53«  4-  1  i, 
5 2 n.  H- 1 5 ,  5 2 «  -f- 1 9 ,  5 2  /?  —  5 ,  5 2 «  —  2 1  son t de  Informe  2 y '•'  ±  2Y:-  -i-']z-, 
ou  bien  ces  nombres  étant  multipliés  par  2  deviendront  de  la  forme  y  -  -H  1 3  r- . 

i()"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  52rt4-'5,  52/2-4-23, 
52«  —  I,  52«  —  9,  52/?  —  17,  52rt  —  25  soi>t  en  même  temps  de  l'une 
et  de  l'autre  de  ces  formes  y  "  —  1 3  s  -  e/  1 3  :  -  —  y  ■ . 

I -"  Tous  les  nond)res  premiers  des  formes  56/i-l-i5,  56/1-1-23, 
'^<on  —  17  sont  ou  de  la  forme  y'-  -f-  1  4-"-  ou  de  celle-ci  ly''  4-  7  ;-;  et  les 
nombres  premiers  des  formes  56//  H-  3,  56/;  -i-  19,  5G«  H-  27  sont  de  la 
forme  3r^  ±  2ys  -f-  5;-;  om  Z'iV/?  ces  nombres  étant  multipliés  par  3  de- 
riendront  de  la  forme  y-  -t-  i  '1  s", 

18"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  56/; +  11,  56  «  —  5. 
56/J  —  i3  sont  de  la  forme  y'-—  i4=';  et  tous  ceux  des  formes  56n  —  i, 
56«  —  9,  56/?  —  25  sont  de  Informe  i]z'-  — y-. 

i()"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  i'wn  -t-  19,  60/?  —  29  sont 
de  la  forme  y'^  -\-  i5s'-;  et  tous  ceux  des  formes  6on  -+-  23,  6on  —  i3  sont 
de  la  forme  3)'-  -!-  5  s-. 

20"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  6o/?  4-  1 1 ,  60/?  —  1  sont 
de  la  forme  i5s"  — y-;  et  ceux  des  formes  Gon  -i-  7,  60/?  —  i  7  sont  de  la 
forme  3 y'-  —  5  s-. 

2\"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  68/?  H- 3,  68/?-i-ii, 
68/?  -+-  23,  68/?  -+-  27,  68/?  -1-  3i.  (58/?  —  5,  68/?  —  29  sont  de  la  forme 

ni.  99 
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3  V-  zn  2y:-  -+-  d:-;  ou  bien  ces  nombres  étant  multipliés  par  3  deviendront 
de  la  forme  v"  —  17^'- 

22"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  ()S«  -^  i  j,  GBn  -j-  19, 
()8«  —  I,  (J8/?  —  f),  G<S/j  —  i3,  (S'en  —  21,  ()8«  —  23,  G8«  —  3'3  sont  en 
même  temps  de  ces  deujc  formes  y- —  '7-'  ^t  i~:' — V". 

23"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  76/? -^  7.  7G«  —  11, 
7G/?  -T-  23,  ~i)n  -r-  35,  7G/?  —  i3,  7G»  —  21,  7G«  —  29,  7G«  —  33. 
7G//  —  37   so/it   ou   de    la  forme    Y'—  K);-,    ou    bien     de    la   forme 

4  V-  =:  2  >"  -!-  5--. 

2')"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  ~Ç>n^~'\,  'Vtn^-iS, 
•jGn  -~  27,  7G//  -r-  3r ,  7G«  —  I,  7G«  —  5,  ~6n  —  9,  76//  —  17.  7G/<  —  23 
sont  de  la  forme  19--  —  y'-. 

2.5"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  84 «  -r-  19.  84/'  -r-  3i. 
84«  —  29  sont  de  la  forme  3y-  -i-  7  ;-  ;  et  ceux  des  formes  84^  ^  i  i . 
84//  —  23,  84 «  —  i3  sont  de  la  forme  -ly-  ^z  lyz  ^11:-,  ou  bien  ces 
nombres  étant  multipliés  par  2  deviendront  de  la  forme  y-  -+-  1 1  =■. 

2G"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  84 /î  —  5,  84 «  —  17, 
84 «  —  4i  so'tt  de  la  forme  y- —  21;-;  et  ceux  des  formes  84 «  —  i, 
84«  —  23,  S\n  —  37  sont  de  la  forme  21  ;'-  — v'-. 

27"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  88/?  ^  i5,  88 «  —  23. 
88«  —  3i ,  SSn  —  I-,  SSn  —  4'  sont  de  la  forme  y"  —  22;'-;  et  ceux  des 
formes  SSn  -r-  19,  SSn  -î-  35,  SSn  —  ]').  SSn  —  5,  SSn  —  '}-  sont  de  la 
forme  2v'--^  i  r  ;-. 

28"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  88/?  H- 3,  88«-i-27, 
SSn  —  i3,  SSn  —  21,  SSn  —  29  sont  de  la  forme  y- —  22::-:  et  ceux  des 
formes  SSn  -i-  7,  SSn  -1-  39,  SSn  —  1,  88«  —  9,  SSn  —  25  sont  de  la 
forme  11  z-  — v'. 

29"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  92/?  —  3.  92/?  ^-  27, 
r)2«  ^-  3i,  f)2/?  -^  3),  ()2/?  ^-  M),  92/?  —  5,  92/1  —  17,  92/?  —  21, 
92/?  —  33,  92/?  —  '\~,  92/?  —  4j  sont  ou  de  la  forme  y-  -i-  2')r-,  ou  bien 
de  la  forme  iy-  rc  2  y:  -^  Sz'-. 
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W'  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  f)2«  -  7,  92/1+  1  i, 
92^  -f- 1  j,  92/1 -1-19,  92/?  -!-  i3.  92/j  —  1 ,  92«  —  9,  92/2  —  i3,  92/1  —  25, 
92/? —  29,  92rt  —  !\\  sont  (le  Informe  23r-  — y-, 

3i"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  foimes  io'\n  ^-  >,  \o'\n  H-  27. 
io4/J  +  35,  io4«  -<-  43.  io/(//  -^  5i,  lo/irt  —  29  sont  ou  de  la  forme 
v^-l-  2()r-,  ou  bien  de  la  forme  3v*  i  2vr  -f-9;'";  et  tous  ceux  de  ces 
formes  io[\n-\-'],  io4n+i5,  h)'i«4-3i,  i()4^'^47-  i<)'|//  — 33, 
to4n  —  4'  ^ont  ou  de  la  forme  21'- -!- i3r-,  ou  bien  de  la  forme 
5y^  rt  4)':;  -f-  6r-. 

32"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  io\n  -r-  23,  \of\n  —  i, 
\o!\n  —  9,  io4/i  —  1 7,  io4«  —  25,  io!\n  —  49  ^"«Z  de  l'une  et  de  l'autre 

de  ces  formes  V'  —  iGz-  et  2(jz.-  —  y-;  et  ceux  des  formes  \o!\n  ^  \\ , 
ro4«-r-i9,    io!\n  —  5,    io!\n —  21,    lo^n — 37,    io4«  —  45   sont  en 

même  temps  de  l'une  et  de  l'autre  de  ces  formes-ci  2  y-  —  l'iz-  et  [  3  ;^  —  2 y* . 

33"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  r  rG/i  -^  3,  1 16«  -!-  i  i, 
iiG«-^i5,  iiG«^-i9,  iiGn-i-27,  iiG/i-^3i,  iiG«^-39,  iiG/;  — 43, 
\\Ç)n  -^  !\~,  wGn  ^  ^^,  i  iG«  —  17,  i  iG«  —  21 ,  i  iGn  —  07,  \\(\n  —  4' 
sont  ou  de  la  forme  2y-  ±  lyz-  -!-  1 5c'-,  om  bien  de  celle-ci  3y-  ±  2yz  -1-  10  ;-. 

34"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  iiGn-f-7,  iiGn-i-23, 
iiGn-f-35,  ii6n  +  5i,  iiG«  —  I,  iiG/ï  —  5,  i  iG«  —  9,  iiG/?  —  13, 
iiG«  —  25,  iiGn  —  33,  iiG«  —  .'\3,  ii&n  —  49.  i  iG«  —  53.  iiG«  —  57 
sont  à  la  fois  de  ces  deux  formes  y-  —  29;'-  et  29;-  —  y-. 

35°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  1  2o«  -^  3i ,  1 2o«  —  4  ' 
sont  de  la  forme  y-  4-  3oj;-  ;  ceux  des  formes  i  20/1  -i-  23,  i  20/1  -^-  47  sont 
de  la  forme  2y--l-  i5:-;  ceux  des  formes  i2on  -l-  43,  i2on  —  53  sont  de 
Ui  forme  3y-  -f-  lo;-;  enfin  ceux  des  formes  1  2on  -1-11,1  20//  4  59  sont 
de  la  forme  5  y-  -;-  Gr-. 

3G°  Tous  les  nombres  premiers  des  formes  i2on  -^  19,  i2on  ~~  29  sont 
de  Informe  y-  —  3o:;-  ;  tous  ceux  des  formes  1 2on  —  1,1  20«  —  49  sont 
de  la  forme  3oz-  — y-;  tous  ceux  des  formes  i2on  ^  7,  i2on  —  17  sont 

on. 
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(Ir  la  forme  r  5  c^  —  3  y-;  enfin  tous  ceux  des/ormes  i  20«  —  i  '^),  i  2o/i  —  'iy 
.vo/;/  r/r  lu  forme  ai'-  —  i  :'»  ;-. 

Xoiis  iKiiis  ;iri'èt()iis  ici,  iray;inl  poussé  nos  T;il)li's  (juc  jnscju'ii  a  =  'lo: 
iiiiiis  ceux  (|ui  sont  ('m'iciix  di'  ces  sortes  de  Théorèmes  pourront  aiséiiiml 
les  continuer  aussi  loin  (ju'ils  voinlnuit  ii  l'aide  des  principes  et  des  uié- 
iIhmIcs  (|iie  nous  avons  donni-s  justni'ici. 

U).  .Maintenant  il  est  clair  (|ue  le  Théorème  i"  du  iiunu-ro  pr(''cédent 
renlèrme  le  Théorème  4"  de  Af.  Fermât  (36);  ({ue  le  Théorème  2"  ei- 
(h'ssiis  reui'erme  une  partie  du  Théorème  j"  de  M.  Fermât,  et  <|u'il  est 
même  [dus  gc'uer'al  (jue  ctdui  <le  ee  Géomètre,  en  ce  (|ue  le  nôtre  nous  ap- 
prend (|ue  tous  les  nondtres  premieis  di'  la  l'orme  S//  —  i  sont  non-seule- 
men.t  de  la  loiine  }-  —  2:^-,  mais  aussi  de  celle-ci  2;-  — j'-.  Entin  il 
est  visihie  (|ue  notre  Théorème  '3"  renferme  aussi  le  Thé(U'ème  :>."  de 
.M.  Fermai,  mais  pour  le  cas  seulement  où  n  est  impair. 

Quant  an  Théorème  G"  de  cet  Auteur,  (iuoi(|u'il  ne  soit  point  contenu 
iuunédialement  dans  le  Théorème  5°  du  numéro  précédent,  il  est  ce- 
pendant l'acile  de  l'en  déduire.  En  ell'et,  on  peut  d'aljord  démonirer  (pie 
tous  les  nondires  de  la  l'orme  '\m-^'i,  (|ui  sont  terminés  par  les  carac- 
tères ')  ou  7,  sont  nécessairement  de  l'une  de  ces  deux  formes  2()«  -!-  3, 
2()«  +  y  ;  car  en  faisant  successivement 

m  =r  5n,  5?i  ~h  i,  5n  -'-  ■>,  5«  -1   3,  5«  -1-  ^, 

la  forme  ]m  H-  '3  donne  celles-ci 

3.0  7«  +  3,     ?o«  4- 7,     9.011 -h  Ji,     2on-i-i5,     ao«  +  i(); 

où  l'on  voit  (|u'il  n'y  a  (|uc  les  deux  piemii'ies  (pii  puissent  donner  des 
nomhres  teiinines  par  ')  ou  par  7.  Ainsi  le  Théorème  de  ]\I.  Fermât  se 
réduit  à  ce  (jue  le  piodnit  de  deux  nond)res  pi'emiers  de  ces  formes 
■2on -h  i,  -jAui -\- ~  esl  |(iiij(uns  de  la  forme  )''■'-!- jc".  Or  noire  Théo- 
rème j"  nous  apjirend  (|ue  tous  les  nomhres  premiers  des  formes 
2o«4-3,  20/7-H7  sont  nécessairement  de  la  forme  2r- rh  2  v; -f- 3r-. 
Donc  il  n'y  a  (ju'ii  prouver  ipu'  le  produit  de  deux  nond)res  de  la  forme 
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2y'-  ±  2yz  -\-3z'^  est  de  la   loriiic  j- -l- 5^-;  v.v  qui  est   CMcilc,  cai-  un 
trouve  ([lie 

(a.)-'  -t-  2  vz-i-  'Jz')  Kr"  -*-  '•*.>'z'  +  3s")  =  (ïyy-hrz'  +  zy'  -h  33z')'-h  5  (rs'-  zr')='. 

A  l'égard  dos  aulics  Tlicori'iiics  de  AI.  Kcnnal  <|iii  concornciil  1rs  iiuiii- 
l)irs  premiers  de  la  IdriiH'  \n-\-i,  on  en  Iroiivcia  la  déinonstialioii  ci- 
après. 

'il.  Les  Throirnics  du  n"  i5  ne  rci^ardcnt  (juc  les  nondircs  prcinicrs 
de  la  f'oiiue  /jw  —  i.  Poui'  avoir  de  |)areils  Tliôorèmes  sui'  les  nond)r('s 
pi'cmicrs  de  la  l'ornie  ''\/i-\-\,  il  l'audrail  |)ouvoir  di'nionlrcr  ([ne  les 
noniltiH's  j)i't'nii('is  de  la  Cornic  !\na  +  b,  lors(|n('  b  csl  de  la  t'ornii' 
\nt  -+-  I .  |i<'iivcnl  (ou jours  ôlrc  diviseurs  de  (|n(d(|U('  nondtre  de  la  lorrne 
t-  +  air  ou  /'"  —  air;  car  nous  avons  déjà  prouvé  (40  (|Me  lou(  iKunlire 
premier  do  la  forme  f\n  +  i  qui  osl  un  diviseur  de  /'-  ±  air  l'est  aussi  de 
t'z^iau-.  Or  quoi(|uo  l'induction  paraisse  prouver  que  les  nomhres  pre- 
miers dos  formes  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  t-  ±  air  peuvent  Utii- 
jours  être  effectivement  des  diviseurs  de  pareils  n(unl)res,  celle  jiroposi- 
tion  ne  peut  être  démontrée  ligoureusenient  [)ar  rapport  aux  noml»res 
pi'emiers  de  la  forme  l\n  +  i  (|ue  pour  un  tivs-petit  ncunlire  de  cas;  du 
moins  toutes  les  tentatives  (jue  j'ai  faites  pour  en  venir  à  bout  ont  été 
jusqu'il  présent  inutiles;  de  sorte  (juo  je  me  bornerai  ici  à  rapporter  les 
résultats  de  mes  Recherches  dans  quelques  cas  particuliers  oii  j'ai  réussi 
A  trouver  la  démonstration  de  la  proposition  dont  il  s'agit;  ce  sont  ceux 
où  i  —  I  et  oîi  rt=  I,  2,  3,  5,  7  ou  =  au  produit  de  quelques-uns  de 
ces  nomhres,  et  où  i  =  9  et  a  ^=5,  10. 

THÉORÈMES    SUR    LliS    NOMBRES    PREMIERS    DE    LA    FORME    [\n  -^  l  . 

48.  Nous  avons  va  (Lemmes  I  et  II)  qu'on  peut  toujours  trouver  une 
valeur  de  >r  telle  que  x''~^  —  r ,  ou  un  quelconque  des  facteurs  rationnels 
et  entiers  de  ce  hinùme  soit  divisible  paryj.  Soit  donc  p  =  ^na  -+-  1 ,  on 

aura 

xi'-<  —  I  —  x'""  —  I  =  ( x-""  —  I  )  !  x--""  +  I  )  ; 
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iiiiisi  x-""^  i  pourra  être  divisible  par  4«a  -i-  i,  lorsque  c'est  un  nombre 
premier.  Faisons  a-"  = /-,  et  l'on  aura  le  binôme  r-" -h  i  qui  pourra  être 
divisible  par  4«o-^  i;  i'aisons  de  plus  r-  -^  i  =  s,  et  le  binôme  r'-"  -+-  i 
pourra  se  l'éduire  à  celte  forme 


(piaiitile  (pie  nous  appellerons  H  pour  plus  de  siniplicile.  Ainsi  tout  nom- 
bi'c  premier  de  la  lornie  4«rt  -t-  i  pourra  être  un  diviseur  du  polynôme  R, 
ou  même  d'un  fadeur  (|uelcon(jue  entier  et  rationnel  de  ce  polvnôme.  Il 
faut  seulement  remaripn-r,  à  l'égard  de  la  série  (|ui  représente  ce  polv- 
nôme. qu'elle  ne  doit  être  poussée  que  jusqu'aux  termes  exclusivemenl 
(pii  contiendraient  des  puissances  négatives  de  s;  c'est  de  quoi  il  est  fa- 
cile de  se  convaincre  par  la  nature  même  de  cette  série,  laquelle,  en  v 
substituant  r'^  -+-  i  à  la  place  de  s,  doit  se  réduire  à  /--"  -^  i . 
Ola  posé,  suit  d'ab(U'd  «  =  i;  on  aura 

d(Uic  tout  nombre  premier  de  la  foiine  s'in  -^  i  pourra  elie  un  diviseur 
d'un  noudue  de  la  forme  /-  -!-  ir;  donc  ;'  I8j  : 

i"  Tout  nombre  premiei  de  la  forme  \n  ^  i  est  aussi  de  la  forme  y''  ^  ::' . 
Soit  ensuite  a  =  2,  on  aura 


il'ou  il  s'ensuit  que  tout  nombre  |tremier  de  la  f(U'ine  8/i  -  i  peut  être 
un  diviseur  d'un  nombre  di'  la  forme  /- --  ■j.ir.  et  par  conscipieiil  aussi 
iFun  iKHiibre  de  la  forme  ^- ^-  21a  f  Lemme  IV   :  ilonc    18  et  20  ,  : 

■?y  Tout  nombre  premier  de  la  forme  8«  —  1  est  en  même  temps  de  ces 
trois  f>rmes  Y'-'-  2;'-,  v"  —  2;-  et  2:-—  v". 
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Soil  eu  iioisii'iuc  lieu  a  =  î,  (iii  aura 

R=:s=—3sr' =  *(*'—  3/'); 

(loi)c  liiiit  liiiiiilnc  |in'iiiifi-  de  hi  l'oniie  i  2«  -^  i  pourra  ("'tre  diviseur  d'iiii 
iU)inl)rf  de  la  forme  l'- —  '5u-,  el  par  conséquent  aussi  d'un  uoinlue  de  la 
forme  /-  h-  iii-  (Lomme  lY^;  donc  (18  el  20 j  : 

3"  Tout  nombre  premier  de  la  forme  I2«  -i-  i  sera  en  même  lentj)s  de  ta 
forme  y-  -^  l>z-  el  de  l'une  de  ces  deux  y' —  3s-  et  iz-  —  y-\  mais  on 
voit  par  la  Tahie  lY  que  la  forme  —  >'"-f-  3i;-  ne  doime  cpie  des  immbres 
de  la  forme  12  n  —  i;  donc  tout  nombre  premier  1  2 /<  +  1  sera  nécessaire- 
ment de  ces  deujr  formes  y-  -{-  "iz^  et  y-  —  3  =  -. 

Soit  en  (piatrième  lieu  a  =  5,  on  aura 

R  =  i^'—  Ss^i-'-h  5sr*  =  s  5'—  5s- r-  ~  5r']; 

donc  tout  nombre  premier  de  la  forme  2o«  —  i  pourra  être  un  diviseur- 
de  5*  —  3s'-r'-  -+-  5r\  par  conséquent  aussi  de 

4^' —  los-r'  -h  2or'=    2i-—  5/'-  • —  5r\ 

c'esl-à-dire  d'un  nombre  de  la  forme  /-  —  .j«-;  donc  il  pourra  l'être  aussi 
d'un  nombre  de  la  forme  t--T-  5u-   Lemme  lY  ;  donc  (18  el  20^  : 

4"  Tout  nombre  premier  de  Informe  2o«  -f-  1  est  en  même  temps  de  ces 
trois  formes  y-  +  5s-,  y-  —  5r-  et  jz'-  —  v'-. 

En  cinquième  lieu,  soil  0  =  7,  on  aura 

R  ^«'  —  75'r-  +  i4.s^'''—  75/'':=  s\s''-  —  7  s-  —  r-y  ;•']; 

donc  tout  nombre  premier  de  la  forme  20 n  -+-  i  pourra  être  un  diviseur 
de  s^  —  ~  s'-  —  r-fr-,  et  par  conséquent  d'un  nombre  de  la  forme 
/- —  7H-,  comme  aussi  d'un  nombre  de  la  forme  /-  ->-  7?/-  Lemme  IV); 
donc    18  et  20) : 

j°  Tout  nombre  premier  de  la  forme  28/2  —  i  sera  en  même  temps  de  la 
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forme  y"  +  ']z-  cl  de  l'une  de  ees  deux-ci  y-  —  7-".  7^"  —  V^:  mais  la 
l'ahlc  \\  iiioiilic  (|iir  la  loriMc  — y*  1-7;-  lie  pciil  (li)iiiicr  des  noiiibrcs 
(le  la  l'orme  7.'6n  4-  1  ;  donc  tout  rtomhre  premier  28//  4-  i  sera  nécessaire- 
ment de  ces  deu.r  formes  y-  4-  7;'"  et  y''  —  7^"- 

Si  l'on  taisait  encore  </  =  1  1 ,  on  auiail 

K  ^=  5"  —  1  I i'/'-  -f  I  I  .4'S'' "  —  •  '  •  74'''°  -î-  I  I  . 5«'/'*  —  I  I  5 /■'"; 

(le  soile  (jne  lont  nonihre  premier  de  la  l'orme  [\!\n  ^  i  ponira  elic  nn 

diviseui'  de 

4'"—  1 1  li»  —  4.Î'''-'  +  7*''''  —  Si^/-''  -)-  ;■*)  /■■-,• 

mais  je  m:  vois  pas  comment  cette  (|nanlilé  pomrait  se  l'édnire  ii  la  forme 
/•;  —  II//'-;  c'est  ponriiuoi  il  me  parait  (jne  l'nsage  de  la  nn''tho(le  précé- 
dente est  liorné  an\  senis  cas  que  nous  venons  d'examiner;  d'autant  plus 
(lue  ces  cas  sont  les  seuls  «u'i  l'on  ait  pu  jus(|u'ici  déterminer  les  ra- 
cines de  récjuation  r'-" -\-  1  =0,  en  supposant  </ un  nonihre  premier:  en 
eli'et,  si  l'on  pouvait  trouver,  |>our  une  valeur  quelconque  de  a,  l'expres- 
sion de  la  racine  /•,  et  <jue  cette  ex[)ression  c(uitint  d'une  manii're  qiiel- 
con(pie  le  radical  yr'  on  S  — a  1  i'  *'^l  l'acile  de  voir  (|u"oii  pourrait  tou- 
jours avoir  un  facteur  de  /•-"  4-  i  qui  serait  de  la  l'ornu'  /-  ±  au" .  et  qui 
pourrait  par  conséquent  être  divisible  par  tout  iiomlire  premier  de  la 
foiiiie  '\ita  4-  I . 

Avant  trouvé  jus(prici  (pie  tout  nomlire  premier  de  la  forme  [\na  4-  1 
est  toujours  un  diviseur  de  t-±au-  I(US(pie  a  --=  2,  '|,  "i,  7,  il  s'ensuit 
du  Lemme  VI  ((ue  cela  sera  vrai  aussi  lorsque  a  sera  égal  au  |)rod(iit  de 
(|ucl(|ues-uns  des  nombres  2,  '3,  '),  7.  Ainsi,  faisant  successiveuieiit 

(ï  =:  6,     10,      I  |,     l5,     .»!,     3o, 

on  trouvera,  d'apri's  les  Tables  I  et  II  combinées  avec  les  fables  III  et  1\", 
les  Tlieori'iiics  suivants  : 

()"  Tout  nombre  prender  de  la  forme  ■i'\n  -!-  1  est  en  même  temps  de 
l'une  et  de  l'autre  de  ces  deux  /ormes  y"^  -+-  Gz'-  et  y'-  —  (ir". 
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l"  Tout  noinlin'  premier  (le  la  forme  !\on  +  i  esl  en  même  temps  de  eli<i- 
cune  (le  ees  trois  formes  y '^  4-  lo;-,  y-  —  lo;-  cl  loz-  — y'^. 

8"  Tout  nombre  premier  de  la  forme  5(m  -f-  i  esl  de  ta  forme  y^  -l-  1 4  :;" 
ou  2Y'  -+-  jz-,  et  en  même  temps  de  la  forme  y'^  —  i4s^. 

9"  Toiil  nombre  premier  de  la  forme  Gon  -4-  i  est  à  la  fois  de  l'une  et  de 
l'autre  de  ces  formes  y"^  -+-  1 5  ;-  et  y'^  —  1 5  s- . 

I  ()"  7'out  nombre  premier  de  la  forme  84  «  +  1  est  à  la  fois  de  l'une  et  de 
l'autre  de  ces  formes  y'^  -{-  2\  z"^  et  y-  —  -21  z^. 

I  i"  Tout  nombre  premier  de  la  forme  \  20  «  -+-  1  est  à  la  fois  de  l'une  et 
de  l'autre  de  ces  formes  y-  -+-  3os-  el  y'  —  3oz". 

Considérons  maintenant  les  nombres  premiers  de  la  l'orme  2o«  -t-9,  cl 
je  dis  que  ces  nombres  sont  nécessairement  diviseurs  de  quelques  nom- 
bres de  la  forme  «-— 5m^.  Car  si  on  le  nie,  il  faudra  qu'on  admette 
(Lemme  VII,  n"  45;  que  le  nombre 

(  /   -1-   «<  V  5  j  —    (  /  —   M  V  5  J 
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et  même  qu'un  facteur  quelconque  de  ce  nombre  est  divisible  par  le 
nombre  premier  2on-hç).  Or  l'expression  précédente  a  évidemment  c(! 
facteur 

— » 

2  V  5 

c'est-à-dire,  en  développant  les  termes, 

5,  /'-i-  10 /=;<'-!-  5hj;  =  aS;  <=+  a- f- —  5[2.t-f; 

donc  le  nombre  2on  -+-  9  sera  nécessairement  diviseur  d'un  nombre  de  la 
forme  t-  —  3u-.  De  là  et  des  Tables  citées  résulte  d'abord  ce  Théorème  : 

12"  Tout  nombre  premier  de  la  forme  20  n  4-  9  est  en  même  temps  de 
ces  trois  formes  y'-  -+-  5  :'-,  y-  —  jz-  et  5  z'-  —  y-. 

Enfin  puisque  les  nombres  de  la  forme  ^on  +  9  sont  aussi  de  la  forim; 
III.  100 


7î)i  RECHERCHES 

8//  +  I,  et  que  nous  avons  déjà  vu  (luc  les  nombres  premiers  de  celte 
dernière  forme  sont  toujours  diviseurs  de  quelques  nombres  de  la  forme 
/-  — 2?/-;  il  s'ensuit  du  Lemnie  VI  qu'en  faisant  «=2.5,  les  nombres 
premiers  de  la  forme  '\na  -+■  9,  c'est-à-dire  ^on  +  9,  seront  toujours  divi- 
seurs de  quelques  nombres  de  la  forme  m-  —  at-,  c'est-à-dire  de  «-  —  10/^. 
Donc  : 

I  3"   Tout  nombre  premier  de  la  forme  4on  -I-  q  est  en  même  temps  de  ces 

t /ois  formes  Y-  -^  ioz-,  y' —  lo;-  et  ioz- — y-, 

49.  ScoLiE  I.  —  Au  reste,  si  ['(m  cnuiliine  les  Théorèmes  que  nous 
avons  démontrés  jusqu'ici  avec  le  Lemme  III,  on  en  pourra  déduire  un 
grand  nombre  d'autres  Théorèmes  d'Arithmétique  ([ui  seraient  peut-être 
bien  difficiles  à  démontrer  directement. 

Ainsi,  si /)est  un  nombre  premier  d'une  de  ces  formes  8 /j  ±  I,  2   '   —  i 

sera  divisilde  par /j,  et  si  p  est  de  la  forme  Sn±  3,  2  '  -f-  i  sera  alors 
divisible  p;ir  p. 

De  même,  si  p  est  de  la  forme  i2«  =  1 ,  3  '  —  i  sera  divisible  par/?, 
et  si  p  est  de  la  forme  12/^  ±  5,  3  '   +1  sera  alors  divisible  par/j. 
Si  p  est  d'une  de  ces  formes  20^  ±  i ,  2on  ±  9,  5   "   —  i  sera  divisible 


r-i 


|iar/^;  et  si  p  est  d'une  de  ces  formes  20/?  rn  3,  2on  ±  ~.  alors  5 
sei'a  divisible  \y,iv p.  Et  ainsi  de  suite. 

50.  ScoLiE  II.  —  Les  nombres  premiers  de  la  forme  4"  -+-  i  sont  tou- 
jours la  somme  de  deux  carrés  (48  :;  mais  les  nombres  premiers  de  la 
forme  '\/i  —  i  ne  pouvant  jamais  être  la  somme  de  deux  carrés,  seront 
nécessairement  la  somme  de  trois  ou  de  quatre  carrés,  puisqu'il  est  dé- 
luontré  que  tout  nombre  entier  est  ou  carré  ou  la  somme  de  deux  ou 
trois  ou  quali'c  carrés  voyez  les  Mémoires  pour  1770  ('j^.  Or  je  re- 
marque (jue  la  forme  !^n—  i  se  réduit  à  ces  deux-ci  8«—  i  et  8«-i-3; 

(*)  OEm'ics  (le  Ltigrange ,  t.  III,  p.  189. 
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à  l'éf^ard  dos  nombres  |nciiiicis  de  lu  Idiiiic  S«  t -i  on  :i  inouvé  (|u"ils 
soni  hnijoiMs  l:i  sonnnc  d'un  (mitc  cl  du  diMil)lc  d'un  cjirré  (45);  cl  (|uanl 
à  ceux  de  l;i  lot  nie  S/i  i ,  iM.  Fermai  assure  (|ue  le  doulde  de  cliaciin  de 
CCS  nond)res  es!  loiijonis  aussi  la  sounne  d'un  carre  cl  du  double  d'un 
carré  [voyez  la  Lettre  à  M.  Digby  ciléc  ci-dessus,  n"  36 j;  mais  ce  dernier 
Tlicorème  est  du  nombre  de  ceux  (]ui  restenl  encore  à  démonirer.  On 
poul  observer  que  la  forme  S// —  i  se  lédnit  ii  ces  Irois-ci  2/1"  —  i. 
24«-l-7,  2.\n-hi5,  dont  il  n'y  a  (|uc  les  deux  premières  (jui  |)uissent 
convenir  h  des  nondtres  picmlers;  or  il  est  déjii  dénumli-é  (45)  i\\\f  tout 
nomlire  premier  de  la  l'orme  2'in+7  t''^'  'I''  l'i  loinu^  y- +  ()r.'-;  donc  le 
double  d'un  n(unbre  premier  de  la  nuhne  l'orme  sera  de  la  l'orme 

7. y  -\-  12  2-:=:  (j"+  ^.Zf  -h  (  f —  2  2)^4-   (  2  Z  )^ 

c'csl-à-dire  la  somnu'  de  trois  carrés.  Ainsi  le  Tliéorème  dont  il  s'agit  est 
démontré  pour  tous  les  nombics  premiers  de  la  l'orme  >S//  i  lors(|ue  n 
n'esl  pas  un  multiple  de  i;  el  il  ne  reste  plus  (|u'à  le  démonirer  pour  les 
nombres  de  la  l'orme  24«  —  i  ;  mais  je  ne  vois  pas,  (|uar!t  a  présent,  com- 
menl  on  y  pourrait  parvenii'. 

J'ajouterai,  eu  finissant,  (pie  j'ai  remarqué  (|ue  (ont  nombre  premier 
de  la  forme  4"  —  i  est  '''  somme  <l'uu  nomlire  premier  de  la  forme  ^[H  +  i 
el  du  double  d'un  nombre  premier  de  la  même  forme;  ainsi 

3=1+  a.  I,        7:=5-+-2.l,        II=;I+2.5,         It)  =   l-J  -\-  2, 

23  =  i3 -1- 2.5  =  I -i- 2. 1 1,        3i  =  29+2,       43=-'4i"'~2, 

47  =  37  +  2  .  5  =:  I  H-  2  .  23,  .  .  .  ; 

mais  ce  n'est  que  par  induction  (|ue  j'ai  trouvé  ce  Théorème. 
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